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Über nene kinematische Modelle znr Verzahniingstlieoiie 
nebst einer geometrischen Einführnng in dieses Gebiet. 

Von Friedrich Schilling in Qöttingen. 

(Mit zwei Tafeln Nr. I n. U.) 

Die soeben erschienene zweite Sammlung kinematischer Modelle^) 
bildet die Fortsetzung der bereits 1898 yeröffenÜichten ersten Samm- 
lung; die hauptsächlich die Theorie der Polbahnen ^ der genauen Ge- 
radführungen und der Erzeugung der allgemeinen und speziellen zy- 
klischen Kurven zur Anschauung bringt.^) Besonders an letztere Gruppe 
anschließend sollen die neuen Modelle^ deren Originale der Versammlung 
in Hamburg (1901)*) vorgelegen haben^ die wichtigsten Methoden der 
ZahnräderkonsiruMion darstellen^ indem sie hierbei wieder vor allem 
die zugrunde liegenden mathematischen Gedanken hervortreten lassen^ 
dem Wunsche entsprechend, der bezüglich einer solchen Sammlung 
kinematischer Modelle von der Deutschen Mathematiker -Vereinigung auf 
ihrer Versammlung in Frankfurt a. M. (1896) zum Ausdruck gebracht war. 

Die vorliegende Arbeit bringt neben der Beschreibung der Modelle 
eine kurze , besonders im § 4 neue interessante Resultate darbietende 
Einführung in das Gebiet der Verzahnungstheorie.*) Man wird er- 

1) tyber den Bezug der Modelle ei;^ilt der Verlag Martin Schilling in 
Halle a. S. gern nähere Auskunft. 

2) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd. V, S. 5 (1897) 
und Bd. Vll, S. 7 (1899), sowie diese Zeitschrift, Jahrgang 44, S. 214—227 (1899), 
(Sonderabdruck, Halle a. S., 1899, S. 1 — 16), sowie Abdruck in L*enseignement 
math^matique von Laisant et Fehr, Paris 1900, Bd II, p. 31—48. 

3) Jahresbericht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung Bd. XI, S. 267—269 (1902). 

4) Wir wollen gleich hier auf die wichtigsten Lehrbücher hinweisen, welche 
die Verzahnungstheorie behandeln. Dort finden sich zahlreiche weitere, ins- 
besondere auch historische Literaturangaben: Bach, Die Maschinenelemente, ihre 
Berechnung und Konstruktion, Stuttgart, 1901, S. 220 — 308. — Burmester, Lehr- 
buch der Kinematik, Leipzig, 1888, S. 173—229. — Beuleaux, Lehrbuch der 
Kinematik 11, Braunschweig 1900, S. 467 — 473 und Der Konstrukteur, Braunschweig 
1882—1889, S. 614— 699. — Weisbach - Herrmann, Lehrbuch der Ingenieur- 
und Maschinen-Mechanik Ul, 1, Braunschweig 1876, S. 326—442. — Die tech- 
nischen Einzelheiten gibt auch in kurzer, übersichtlicher Zusammenstellung: Des 
Ingenieurs Taschenbuch „Hütte" Abt. I, Berlin 1902, S. 689—604. 

Z«iUchrift f. Mathematik u. Physik. 51. Band. 1904. 1. Heft. 1 



2 Über nene kinematiscbe Modelle zur Yerzahnungstheorie usw. 

kennen, daß diese Betrachtungen sich immerfort mit Begriffen be- 
schäftigen, wie Tangente, Normale, Bogenlänge, Krümmungskreis, 
Evolute und Evolvente, Aquidistante, Enveloppe, Spitze, Wendepunkt, 
Doppelpunkt usw. Daher dürften die Modelle zweifellos nicht nur in 
einer Vorlesung über angewandte Kinematik selbst, sondern auch in 
solchen über analytische Geometrie oder Anwendung der Differential- 
und Integralrechnung auf die Theorie der ebenen Kurven ihre aus- 
gezeichnete Verwendung finden. Soll es doch geradezu eine wesentliche 
Aufgabe dieser Modelle sein, den kinematischen Betrachtungen be- 
sonders auch im üniversitätsunterricht, der Einführung der angewandten 
Mathematik entsprechend, neue Freunde zu gewinnen. Ohne Modelle 
aber dürfte eine Behandlung solcher Fragen im Unterricht überaus er- 
schwert und wenig erfreuUch sein. 

Die innige Beziehung der durch die Modelle veranschaulichten 
Verhältnisse zur Theorie der LiescJien Berührungstransformationen, über 
die ich in Hamburg bereits nähere Mitteilung gemacht habe^), möchte 
ich mir indes für eine Fortsetzung dieser Arbeit aufsparen, die bald 
folgen soll. Wir haben eben hier ein besonders interessantes Beispiel 
vor uns, wie moderne, rein mathematische Disziplinen oft aufs engste 
in Fühlung stehen mit wirklich praktischen Anwendungen. 

§ 1. Zwei Modelle zur Erzeagüng der Pascalschen Kurven. 

Zunächst schien es wünschenswert, den 7 Modellen der früheren 
Sammlung, welche die Erzeugung der verschiedenen allgemeinen und 
speziellen zyklischen Kurven darstellen*) und von denen wir das 
Modell 5 nochmals aut Tafel I (Fig. 1) abbilden, noch zwei weitere 
hinzuzufügen, welche in entsprechender Weise die Erzeugung der so- 
genannten Pascalschen Kurven, bekanntlich spezielle algebraische 
Kurven 4. Ordnung (lima9on de Pascal, Pascalsche Schnecke)*) ver- 
anschaulichen. 

Die Umkehrung des Modelies 5 der ersten Serie, des „Eilipso- 
graphen'' (Tafel I, Fig. 1), führt uns zum ersten der beiden neuen 
Modelle (Tafel I, Fig. 2), dem Satze entsprechend: 

(1) RoUt auf einem festen Kreise k^ ein von ihm innerlich berührter 
Kreis kf, mit doppeltem Radius ab, so beschreiben drei mit \ fest ver- 

1) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-yereinigung Bd. XI, S. 267 — 269 
(1902). 

2) Vgl. diese Zeitschrift, Jahrgang 44, 1899, S. 214 ff., Tafel I u. 11. 

3) Eine ausfuhrliche Behandlung dieser Kurven mit historischen Literatur- 
angaben findet sich bei Loria, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven^ 
Leipzig 1902, S. 136 ff. und Tafel IV, Fig. 28, a, b, c, S. 142 ff. und S. 498. 



Von Friedrich ScHiixiMa. 



bundene Ttmkte, die hezw. innerhalb, auf und außerhalb des Kreises \ 
liegen, entsprechend eine verschlungene, gespitzte und gestreckte Fascalsche 
Kurve, Von ihnen pflegt man die mittlere auch als Cardiaide 
(HeizküTve) zu bezeichnen. 

Das Modell illustriert überdies noch folgende Modifikation der Er- 
zeugung dieser Kurven, die auch unmittelbar aus der ümkehrung des 
Eilipsographen folgt: 

(2) Bewegt sich ein System so, daß die Schenkel eines Winkels QOR 
in ihm (der im Modell speziell als ein rechter gewählt ist) stets je 



Fig. 1. 



Flg. 2. 





durch einen festen Punkt Q und R hindurchgehen, so beschreibt ein be- 
liMger Punkt M des Systems eine Pascalsche Kurve. (Fig. 1.) 

Aus dieser letzten Erzeugungsweise der Pascalschen Kurven, wo- 
nach nämlich MO stets wegen der Konstanz des Peripheriewinkels 
QOS durch einen festen Punkt S auf k^ geht, folgt dann leicht die 
dritte Erzeugung der Kurven und damit eine einfache Methode zur 
Konstruktion von beliebig vielen Punkten und Tangenten derselben: 

(3) Man lege einen beliebigen Strahl durch den festen Punkt S des 
Kreises k^ und trage von seinem zweiten Schnittpunkt aus die kon- 
stante Strecke 5 == OM^ OM' beiderseits ab, dann sind die Endpunkte 
M und M' zwei Punkte der Pascalschen Kurve und MP, M'P ihre 
Normalen, wo P der andere Endpunkt des zu gehörenden Durchmessers 

von k^ ist. (Fig. 2.) Je nachdem s^ als der Durchmesser 2a von k^ 

ist, ergibt sich hierbei eine verschlungene, geatzte oder gestreckte Pascal- 
sche Kurve. 

Aus dieser letzten Erzeugungsweise läßt sich auch leicht die Polar- 

gleichung ableiten: 

r = 2a cos q> + s, 

wobei S als Pol und die von S ausgehende Durchmesserrichtung des 
Kreises k^ als Polarachse gewählt ist. 



übe. 



e kinematiHche Modelle zur VerzalurangBtheor 



Das zweite Modell (Tafel I, Fig. 3) entspricht der Tatsache, daß 
jede zyklieche Kurve in zweifacher Weise durch Ahrolleu eJoea beweg- 
lichen auf einem festen Kreise erzeugt werden kann.') Demgemäß stellt 
sich dem obigen Satze (1) der folgende zur Seite, der dann durch das 
Modell veranschaulicht wird: 

(4) Rt>Ut auf einem festen Kreise ein ihn ämßerlidi berührender mit 
demselben Badius ab, so beschreiben drei mit letzterem festverbundene 
Pimkte, die bezw. außerhalb, auf und innerhalb des beweglic)!^ Kreises 
liegen, eine verschlungene, gespitzte und gestrechte Pascalsc/ie Kurve. 

Indem ferner die Radien der einander gleichen Kreise dieses zweiten 
Modelies gleich dem Radius des festen Kreises im ersten Modell ge- 
wählt sind, ei^bt sich im speziellen in beiden dieselbe gespitzte Pas- 
calsche Knrve,') 



§ 2. Die allgemeine Aufgabe der Verzahnnngstheorie. 

Wir wenden uns nun nu der Verzaknungstheoric. Die hier zu 
lösende Aufgabe gipfelt in der Untersuchang, wie sielt die Umdrehung 
um eine festgelagerfe Achse Sl (mi/" eine zweite ^ertfaüs 
festgelagerte Äeiise SB dureh Druekkräße mit Hilfe von 
Zahnrädern übertragen läßt. Gilt es nun im folgenden 
insbeeondere zur Er^uterung der Modelle, die mathe- 
raatiBchen Grundgedanken dieser Theorie zusammen- 
zustellen, so wollen wir uns von vornherein einmal 
auf parallele Achsen ?I, © und zylindrische Zahn- 
räder beschränken. Da dann nur deren Querschnitte 
wesentlich sind, so haben wir es also geometrisch 
mit Problemen in einer Ebene zu tun. Femer wollen 
wir der Einfachheit der Darstellung halber voraus- 
setzen, daßdasWinkelgeschwindigkeitsverhältnisoi^tGjj 
für die Umdrehung am die beiden Achsen 91, ® konstant bleibt. Dem- 
entsprechend kann die relative Bewegung der ebenen Systeme £^ und 
£^ der beiden Zahnräderquerschnitte gegen einander durch das ohne 
Gleiten stattfindende Abrollen zweier solcher Kreise /;„ und Äj (Pol- 
bahnen, Polkreise, Teilkreise) auf einander veranschaulicht werden {Fig. 3), 
deren Mittelpunkte die Querschnitts mittel punkte A, B der Achsen sind 




e Arbeit ia dieser Zeitschrift, Jahrgang U, lB9ä, Satz 4 S, 
[ (Sep.-Abdt. S. 7 imd 9). In der Gl. (6) daselbat ist 



1) Vgl. 1 
und üHabe 10 S. til 

3) Vgl. meine Arbeit in dieser Zeitschrift, Jahrgang 44, 
auf Seite 3S3 (Sonder-Abdr. S. 10). 



Von F 

nnd deren Radien n, b sich iimgekelirt wie die Winkelgeschwindig- 
keiten verhalten. Die diesen Annahmen entsprechenden Zahnräder 
pflegt man in der Technik als „Stirnräder" zu bezeichnen.') 

Äußer den Systemen Z'^ und S^ kommt noch das ruhende System 
2," in Betracht, das also in den festen Punkten Ä, B hezw. mit S^ 
und X,, verbunden ist. Da es wesentlich nur auf die relative Bewegung 
der Systeme i'^, Z'j und ^ gegeu einander ankommt, so werden wir, 
wenn es vorteilhaft ist, gelegentlich auch wohl allen drei Systemen 
gleichzeitig noch eine Drehung um den Punkt A mit der Winkel- 
geschwindigkeit — 6}„ erteilt denken. Dadurch wird das System 27, 
zum ruhenden, während die Bewegung des Systems 2,'j durch Ab- 
rollnng seines Polkreises /.,, auf dem jetzt festen Polkreis k^ beHtimmt 
ist und die des Systems 2.' dadurch, daß es mit seinen Punkten A nnd 
i^ an die Systeme 27„ und 2^^ festgekettet ist. 

Je nachdem die ursprüngliebe Anschauung der Bewegung 
der drei Systeme oder die soeben geachilderte unserer Untersuchung 
oder dem einzelnen Modell zugrunde gelegt Ist, wollen wir kurz 
«OK der ersten oder der zweiten Bewegungsart der Systeme 2;„, £^, £ 
sprechen. 

Wir bebandeln nun nach einander die folgenden drei Methoden 
der Verzahnungstheorie und die als ihre Ausführungen sich ergebenden 
entsprechenden Verzahnungen: 

a) die Meiiiode der HilfspoWalinen (Zykloidenverzalmunff) , 

b) die Metlwdc der AqaidisUinten (Triebstodcverzahnung), 

c) die Methode der sekundären Polbahnen (Evolventenvereaknung). 



% 3. Die Methode der Hilfspolbahnen (Modells 3 bis 5). 

Wir knüpfen unsere Betrachtung sogleich an das Modell 3 an (vierte 
Figur der Tafel I), In ihm erkennt man zunächst die beiden Polkreise A'„ 
und l,\ mit den festen Mittelpuukten A, B und überdies die sogenannte 
Hilfspolbahn, die hier ebenfalls als ein Kreis h gewählt ist, im all- 
gemeinen natürlich eine beliebige (analytische) Kurve sein kann, wobei 
den Radien der drei Kreise k^, A'^, h die Verhältnisse 4:3:1 gegeben 



1) Doch iei aaidrQcklich bemerkt, daB alle rolgendeo Betrachtungen und 
«war Bowohl die theoretischer wie praktiacher Katnr sich ohne wesentliche 
ÄndeniDg auch auf den allgemeinen Fall ausdehueo laasen. wo daa Winkel- 
geBchwindigkeite Verhältnis nicht konstant tflt oder üherdiee die Achsen Q und !B 
■ich im Endlichen schneiden (onniiide, k. B. elliptische Räder, vgl, daa Modell 8 
der enten Sammlung, Kegelräder). 



6 



Über neue kinematische Modelle zur Verzahnungstheorie usw. 



Pig. 4. 




sind. Während die beiden Polkreiße k^ und Tc^ auf einander abrollen, 
rollt gleichzeitig auch der Hilfspolkreis h, ebenfalls ohne Gleitung, auf 
ersteren ab, sie beständig in ihrem Berührungspunkt berührend (Pig. 4). 
Es ist daher auch der Mittelpunkt C des Kreises h ein fester Punkt, 

was indes in Bücksicht auf Verallgemeinerungen xm- 
wesentlich ist. Es gilt dann der Satz: 

(5) Denkt man mit der Hüfspolbdhn h einen 
belidigen Punkt L — tme im Modell den Punkt D 
oder E — fest verbunden, so beschreibt er in d&n 
Systemen 2^ und S^ der Polkreise bei der Äbrollung 
der drei Kreise auf einander zwei Bahnkurven oder 
„Proßkurven'^ l^ und Z^, welche sich in jedem Mo- 
mente in jenem Punkte L berühren, bei der be- 
schriebenen Bewegung also auf einander gleiten. 
Die gemeinsame Normale der ProfiJlcurven wird 
jederzeit durch LP gegeben, wo P der gemeinsame 
Berührungspunkt der Kreise, der ,ymomentane PoV^, ist,^) 

Des weiteren nennen wir der späteren Benutzung wegen (S. 21) 
noch folgenden Satz: 

(6) Ist die Verbindungslinie LP des beschre^enden Punktes L mit 
dem momentanen Pole P die gemeinsame Tangente der Polkreise, so ist 
LP Krümmungsradius sowohl der Profilkurve l^ wie l^,. 

Wir führen den Beweis für die Profilkurve l^, (Fig. 5.) Ist an 
Stelle des Berührungspimktes P der unendlich benachbarte Punkt P^ 

des Kreises k^ getreten und 
gleichzeitig L im System £^ 
nach L^ gelangt und zwar durch 
Drehung um den momentanen 
Pol P durch einen Winkel, der 
hier, wo h den Kreis k^ inner- 
lich berührt gleich der Differenz 
(im anderen Falle gleich der 

Summe) der Kontingenzwinkel für das Bogenelement PP^ von k^ und 
das ihm gleiche von h ist, so ist L^P^ die benachbarte Normale. 
Sie möge die ursprüngliche ZP im Punkte S schneiden. Dann ist 



Fig. 5. 




1) Auf die Yerallgemeinenmg dieses Satzes, wenn hei gleichzeitiger Ah- 
rollung von k^^ ^*^, h auf einander nicht ein Punkt L^ der mit h fest verbunden ist, 
entsprechende Profilkurven Z^, Z^ beschreibt, sondern eine mit h fest verbundene 
Kurve l solche als Enveloppen liefert, wollen wir der Kürze halber hier nicht 
näher eingehen. 



lim ^5 = und damit lim PS^O, da P, von LP einen unendlich 
kleinen Abstand höherer Ordnung hat als L, von LP.') 

In unserem Modell ist D speziell auf der Peripherie der Hilfspol- 
bahn h gewählt, beBchreibt also in den durch Glasscheiben dargestellten 
Systemen £^ nnd £^ eine vierspitzige Hypozykloide d^ und eine drei- 
spitzige Epizykloide rfj. Der Punkt E dagegen ist außerhalb h gewählt 
und beschreibt demnach bezw. eine verschlungene Hypo- und Epi- 
trochoide e„ und e^. (Die Kurven d^, rfj sind im Modell rot, tlie Kurven 
e^f e^ grün gezeichnet.} Um die Schönheit dieser Verhältnisse wirklich 
voll erkennen zu können, ist es natürlich notwendig, das Modell selbst 
während seiner Bewegung, die mit Hilfe einer auf der Rückseite be- 
findlichen Kurbel auszuführen ist, zu studieren. 

Das MoiltU 4 (Tafel I) tritt dem vorigen er^Jizeod zur Seite; 
es zeigt im wesentlichen dieselben Verhrdtnisse, nur berührt der Hilfs- 
polkreis h jetzt umgekehrt den Polkreis k^ äußerlich und /„ innerlich. 

Das Modell 3 (Tafel I) veranschaulicht die technische Verwendung 
der geschilderten geometrischen Beziehungen, nämlich die sogenannte 
Zykhidenver zahnung. Es besteht aus einem Zabnraderpaare mit 8 und 
6 je unter »ich kongruenten, gleichmäßig angeordneten Zähnen dem 
Radienverhältnis 4:3 der Polkreise entsprechend; jenes bewirkt jetzt 
die Umdrehungen der Systeme Z'^ und Z^ um die festen Punkte Ä, B. 
Und zwar sind in diesen (wie aniüog auch in den später zu besprechen- 
den Modellen 8 und 10) die Zähne verhältnismäßig weit großer und dafür 
in geringerer Zahl konstruiert, als bei wirklich praktischen Äusfübruugen, 
um die Einzelheiten anschaulicher hervortreten zu lassen. Das Modell zeigt 
im ebzelnen in den Systemen Z^ und i.'^ außer den schwarz gezeichneten 
Polkreisen k^ und. l,\ dieselben beiden Paare vier- oder dreispitziger 
Epi- und Hypozykloidcn , wieder in roter Farbe, welche die vorigen 
beiden Modelle enthalten, und man erkennt leicht, wie Bogen dieser 
Kurven an den verschiedenen Stellen jedesmal die wesentlich in Be- 
tracht kommende Begrenzung der Zähne, ihre „Flanken'^ bilden. Des 
genaueren begrenzt eine Epi- bezw. Hypozykloide des einzelnen Systems 
bezw. den als „Kopf" und „Fuß" bezeichneten Teil an der Planke 
jedes Zahnes. Als unwesentliche Begrenzung von Kopf und Fuß sind 



1) Der Sitte (6) gilt entaprechend auch tOr die Profilknrve bei einer Bolcben 
ftUgemeinereii än&Ij'tiscbea Folbaha il-„ und Hilfapolbohn h, die in dem für beide 
nicht iinguLiren momeDtaDen Pole P verschiedene KrümmungakreiBe besitzen, aber 
nicht mebr für solche, die dort zuasmmenfaUende Krümmmigskreise haben; wegen 
des letzteren Falles sehe man z. B. ScbOnflies, Georoetrie der Bewegung, Leipzig 
ISS6, S. 46, BDwie vor allem Mehmke, Über die Bewegung eines staizso ebenen 
STBtemt in seiner Ebene, diese Zbitschrift Bd. 36, 1B90, S. 1— S4 und 6G— 81. 



über 



B Iduematisclie Modelle zur Veraabnungntheorie i; 



Bogen je zweier zu k^ oder li\ konzentrischer Kreise benutzt, die so- 
genannten „Kopf- und Fnßkreisf", die im Modell nickt vollständig ein- 
gezeichnet sind. Endlich sind noch auf der das ganze Modell be- 
deckenden Glasscheibe zwei kleine Kreise in blauer Farbe eingezeichnet; 
sie stellen die sogenannte ,^iiigHffskurve" vor, d. h. den geometrisclien 
Ort der Berührungspunkte entsprechender Zahne in dem festen System 
Z^. In diesem Falle deckt sie sich mit den beiden Hilfepolkr eisen. 

Einige wenige technische Einzelheiten, insbesondere übliche An- 
nahmen aus der Praxis dieser Zahnraderkonstruktioneu möchte ich im 
Anschluß an das Modell wenigstens noch kurz berühren. Die Zähne 
pflegt man stets symmetrisch auszubilden, um die Drehung der Räder 
im einen oder anderen Sinne zu ermöglichen; die auf einem Radius 
gemessenen Längen von Zahnkopf und -fnß wählt man im allgemeinen 
im Verhältnis 3 : 4, während man die Bogen des Teilkreises (Polkreises), 
die zax „Zalmlücki" und „Zahnbreite" gehören, um einigen Spielraum 
für die Zähne des Gegenrades zu gewinnen, nicht einander gleich macht, 
sondern gewöhnlich etwa wie 41:39 sich zu einander verhalten läßt. 
Dementsprechend ist unser Modell im Sinne des im System 2?^ ein- 
gezeichneten Pfeiles zu drehen, falls die vorhandenen ProHIkurven sich 
berühren sollen.') Auf die praktischen Methoden, um entsprechende 
Bogen zweier Profilkurven der Zykloidenverzahnung auf dem Reißbrett 
zu zeichnen, will ich indes nicht eingehen, nur erwähnen, daß solche 
insbesondere von Poncelet (1827) und Reuleaux (1861) ausgebildet 
sind, vobei auch die Eingriffskurven Anwendung finden.*) 

§ 4. ZuBammenstellung allgemeiner Sätze der Verzahnnngstheorie mit 



Im Anschluß an die Entwicklungen des vorigen Paragraphen, die 
uns vor allem bereits eine wichtige Erzeugungsart entsprechender Profil- 
kurven gaben, wollen wir nun einige allgemeine geometrische Sätze 
der Verzahnungstheorie zusammenstellen, welche dann bei den anderen 
Konetruktionsmethoden zur Anwendung gelangen. Ein für aUemal sei 
vorweg die Voraussetzung ausgesprochen, daß alle im folgenden ge- 
gebenen Kurven regulären') Charakter besitzen sollen. 



1) Analoge Bemerkimgen technischer Natur gelten auch für die beiden 
«fikt»T boBprochenea Verzahnungsarten (Modelle 8 und 10). 

») Mnn sehe i, B. Renleaui, Lehrbuch der Kinematik, Bd. D, Braunschweig 
XHtiy, 8. T4 nnd Bach, Maschine nelemente, Stuttgart 1901, S. 233 ff. 

•) Vgl i^oheffers, Einführung in die Theorie der Kurren in der Ebene und 
m lUtuDW, L«ipug 1901, S, 11 ttnd 71. 



Von FBlEDRlnB SruiLLlICO. 

l Sind außer den Volkreism k„ und l\ zwei- — nach dem Satze 
mnene — Proßkurven l^ und 4 gegeben, so gehört jede von 
atr Enveloppe alter Lagen, welche die andere wahrend der Äh- 
roUung der Polkreise auf einander annimmt. 

Dieser Satz fslui uns sogleich zu der von der speziellen £r- 
zeugungsart des vorigen Paragraphen unabhängigen allgemeineii 
Definition: 

(l^) Zwei Kurvenbogen l^ und 1^, die entsprecftend den Systemen 21^ 
und Z^ der gegebenen Polkreise k^ und h\ angehören, nennt man dann 
einander entsprechende Profilkurven, wenn der eine sur Envdoppe 
aller Lagen des antlcreti bei der AbroUung der Polkreise gelmt. 

über die technische Brauchbarkeit zweier Bolcher Profilkurven ist 
hierdurch natürlich noch nichts ausgesagt. 
Aus der Definition folgt sofort: 

(9) Jiedcr beliebige Kurvenbogen kann stets dann und nur dann als 
Profilkume des einen Systetns, etwa von Z^, aufgefaßt werden, sodaß Am 
eine oder mdirere Praßkurven im anderen Sgstem £,, eugeurdnet sind, 
wenn die Normalen des ersteren den zugehörigen Polkreis k^ reell schneiden. 

Mit anderen Worten besagt dies: 

(10) Man kann die eine Proßkurve unter der angegebenen Ein- 
sehränku7ig willkürlich wäjden. 

Eine ausführlichere Betrachtung wollen wir dem folgenden Satze 
(11) widmen. Da dieser Satz nur die Beziehung zwischen der Hilfa- 
polbahn und je einem der beiden Systeme — wir bevorzugen etwa Z'j — 
betrifit, so wollen wir den Index b an den Bezeichnungen k,, und i^ 
der Einfachheit halber im folgenden fortlassen: 

(11) Ist außer einem Polkreise k und einem Proßkurvenbogen l 
a/uf letzterem ein Punkt L in einer solchen Anfangslage L^ geg^en, daß 
die Normale in Lg den Kreis k reell in den Punkten P und P' schneidet, 
80 lassen sidi stets etcei solche k anfangs beew. in P und P' berührende 
SilfspoWahnen h und h' bestimmen, daß der mit h oder h' festverbandene 
Punkt L bei der AbroUung von h oder h' auf k den Bogen l, wenigstens 
in der Umgebung des Punktes L^, beschreibt.^) 

Ehe wir den Beweis dieses wichtigen Satzes durch analytische 
Bestimmung der Hilfspolbahnen erbringen, wollen wir einige einfache 
Beispiele vorausschicken, um dadurch die Verhältniase, die gar nicht so 
einfach sind, wie es auf den ersten Blick scheinen möchte, anschau- 
licher zu machen. 

1) Nach dem Satse (5) ist hiermit natürlich, wenn auch der ;tweite Polkreis 
in leiner Lage gegeben iet, aach die andere ProfilkurTe beBtimmt nnd nie dort 
angegeben zu konstruieren 
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Beispiel I: Es aei die Profilkurve l ein zum Polkreise k konzentrisciter 
Kreis. Dann sind die beiden Hilfspolbalmen h und h' ersiclitiicli eben- 
falls Kreise and zwar mit dem auf l ge- 
'^'*' ^ wäilten Punkte L als Mittelpunkt und der 

Summe bezw. Differenz der Radien von /., 
/ als ihren Radien (Fig. G). ') 

Beispiel II: Es sei / ein Kreis, dessen 
Mittelpunkt M auf k gelten ist. Die eine 
Hilfspolbalm ist dann in den Piinlct M 
selbst zusammengezogen.*) 

Beispiel JH: Es sei l ein Durdimesser 
des Kreises k. Dann sind die beiden Hilfs- 
polbahnen h und A' (abgesehen von der 
momentanen Lage) in dem einen Kreise 
vereinigt, dessen Radius gleich der Hälfte 
desjenigen yon k ist (Fig. 7). 

Beispiel IV: Ee sei ( eine gemöhnlicke Evolvente des Polkreises k. 
Da die Normalen in allen Punkten der Evolvente (von der Spitze L^ ab- 
gesehen! beständig h berühren, so fallen die Punkte P 
''* ' und P' und damit auch die Hilfspolbahnen h und h' 

zusammen. Die Üilfspolbahn besteht in der „Anfangs- 
lage" aus der Tangente t des Kreises in der Spitze L„ 
nnd ^ dem singuläron Punkte Lo entsprechend — aus 
einem mit t fest verbunden zu denkenden, mit k in 
dieser Anfangslage sich deckenden Kreise i. (Fig. Sb.) 
Ersichtlich stellt dies Beispiel auch den einzigen Fall 
vor, wo einem Profilbogen l nur eine Hilfspolbahn auch in Rücksicht 
auf deren Lage entspricht. 

Zusatz: Ist außer k = k\ noch der zweite Polkreis k^ in der An- 
fangslage gegeben, wo er k,, in L^ berührt, so besteht die 1^1^ ent- 
sprechende vollständige Profilkurve /„ im System 2?„ als Eoveloppe 
aller Lagen von l^ bei der relativen Abrollung von k^ und k^ auf ein- 
ander (vgl. Satz (8)) zunächst aus der gespitzten Trochoide e, die als 




I) Ist anBer Jt = jt^ noch der zweite Polkreis k-^ in der richtigen An- 
fangslage gegeben, wo letzterer monientan J;^ in P oder P' berührt, so wird die 
1 = 1,, entsprechende Profilkurve l„ bez, l^ ebenfalls durch je einen za k„ kon- 
lentriachen Kreis gegeben. Man Bieht leicht, daß indes diese Profilkurvenpaare 
zu praktischen Zahnräderkonstnikttonen nicht auwendbar sind. 

Sj Nach der Anschauung der Lieschen Theorie der Beruh nugB trän efor- 
vationen iet M eben der Träger der unendlich vielen durch ihn gehenden Linien- 
eleinente. 



Von Friedrich Schilling. 



11 



Bahnkurve der Spitze von If, im System 27^ erzeugt wird (Fig. 8 a), 
dem Teil i » i der Hilfspolbahn entsprechend, sodann aus im all- 
gemeinen^) unendlich vielen gewöhnlichen Evolventen e^ des Kreises k^ 



Fig. 8 b. 




Fig. 8 a. 



(n^O, ±1, ±2, . . .). Die erste Evolvente e^ wird von dem Punkte 

Lq in 2^ beschrieben, wenn die zur Hilfspolbahn gehörende Gerade t 

auf dem in der Anfangslage befindlichen Kreise Jc^ in der einen oder 

anderen Richtung abrollt. 

Die übrigen Evolventen 

können wir folgendermaßen 

erzeugt denken: Es möge 

erst von der Anfangslage 

aus der zur Hilfspolbahn 

gehörende Kreis i, wobei 

er die Gerade t mitnimmt, 

n-mal (» = ± 1, ± 2, . . .) 

in der einen oder anderen 

Richtung, die durch das Vorzeichen von n bestimmt sei, vollständig 

auf k^ abrollen, sodaß der Punkt Z^ nach L^ auf k^ gelaugt (Fig. 8a). 

Sodann erst möge t in der einen und anderen Richtung auf k^ abrollen; 

der anfangs mit L^ zusammenfallende Punkt von t beschreibt dann die 

EyolYente 6^, deren Spitze also mit einer Spitze der oben genannten 

Trochoide e zusammenfällt. 

In den zusammengehörenden Figuren 8 a, b sind die Systeme 2^ 
und 2J^ f&r sich dargestellt, und in jeder von ihnen ist der andere Pol- 
kreis in seiner Anfangslage gestrichelt angedeutet. In der Figur 8b 




1) Falls nämlich nicht die Radien von k^ nnd kf, ein rationales Verhältnis 



haben. 



lä 



IVi 



i kinematiiiche Modelle 



r Verzahnungstheo 



Bind aUemal die zweiten Schnittpunkte der Geraden ( iintl der Evolveiite 4 
mit i-o = Vo. "?„ t« =^ ± 1> ± ä . , .) bezeichnet, wobei ^„^i'?, = ^hsr 
ist, wenn b den Radius von J,-^ bezeichnet. Diese Punkte Q^ sind die 
momentanen BerlUinuigspunkte der Evolvente l,^ in ^,, und der Evol- 
Tenten e^ in £^, wenn die Systeme sich in der Anfangslage befinden, 
"ir fassen unsere Betrachtung in den Satz zusammen: 

(12) Ist die Proßkurvt l^ des Systems £^ eine gmcöhnliche Evolvente 
des Pdlhreises k^, so besteht die vollständige Envdoppe alUr Lagen von 
h int System E^ avs einer gespitzten Trockoide e und aus einer unendlichen 
oder endlichen Antahl geieöhntidier Evolventen des Polkreises A„, je nacii- 
dem das Badiencerhältnls von /-^ und k^ irrational oder rati<mal ist.*) 



% 5, Beweis des Satzes (11) and Folgerangen. 

Wir gehen nun zu der in AuBsicht genommenen analytischen Be- 
rechnung der Hilfspothahn und damit zugleich zum allgemeinen Be- 
tmse des Satzes fll) über. 

Ea seien der Polkreis k und die Profilkurve / bei Zugrunde- 
legung eines rechtwinkligen Koordinatensystems durch ihre analytischen 
Gleichungen in Parameterdarstellung bezw. 
mit dem Parameter x und X gegeben. 
Femer sei der Punkt L auf l in seiner 
Anfangslage L^ durch ^ = X^ bestimmt und 
Übrigens auf einen hinreichend kleinen von 
Lg auslaufenden Bogen von l beschränkt. 
(Fig. 9,) Man kann dann die Gleichung 
der Normalen von l im Punkte L auf- 
stellen und die Schnittpunkte P, P' der 
Normalen mit k durch Funktionen des Para- 
meters X von X bestimmen. Einer der Schnittpunkte, etwa P, sei 
im folgenden bevorzugt und die Strecke LP mit r, LgP^ mit r^ 
boKK lehnet, wo P„ der zu L^ gehörende Schnittpunkt ist. Fernerhin 
■ei der Einfachheit halber sogleich eine solche Wahl dos Parameters x 
tuigenommen, daß dieser den Bogen P^P des Kreises k darstellt. Die 
Htrucke r ist nach dem Vorstehenden ebenfalls eine wohlbeatimmte 
liHinkliun dos Parameters x, r = Fix). Es sei nun von dem Falle ab- 
guielion, daß r — const. ist; derselbe führt zu einem der Beispiele I 




l) Awf Aie durch diesee Beispiel veranaiJiaulichte allgemeine Aufgabe, 
k»l gm«t>*aBD Kurven k^, k,, and I^ die vollständige Enveloppe aller Lagen 
ft Uu ^iwn £t ■» begüininen sei, wollen wir nicht nShei eingeben. 
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und n, die im vorigen Paragraphen bereits erledigt sind. Man kann 
dann stets die inverse Funktion x » f(ir) bilden. 

Für die gesuchte Hilfspolbahn h^ deren Existenz wir einstweilen 
voraussetzen wollen, führen wir Polarkoordinaten (r^ tp) in ihrem System 
Zj^ ein, wobei in der Anfangslage der Nullpunkt mit L^ und die posi- 
tive Richtung der Polarachse mit L^P^ zusammenfallen möge^ sodaß 
in der zu bestimmenden Gleichung ^ ^ ^(f) der Hilfspolbahn die 
Größe r die frühere Bedeutung daneben behält. Da nun die Bogen- 
länge s der HiKspolbahn zwischen den Radienvektoren r^, r gleich dem 
Bogen X'^^ P^P sein soll^ so gilt für die Hilfspolbahn die Gleichung 

s - f{r). Aus ihr und |^ = ]/l + r«(^)' folgt: 



oder 



d. h. 



rM->/l+r.(^)' 



r 

(1) 9 -J^Vifir))' - 1 dr. 



ro 



Da f(r) bekannt oder doch im einzelnen Falle berechnet werden 
kann^ so ist durch dieses bestimmte Integral die gesuchte Gleichung 
der Hilfspolbahn in Polarkoordinaten (r^ q>) gegeben.^) 

Wir haben jetzt jedoch noch den Beweis nachzuholen ^ daß die 
durch diese GL bestimmte Kurve h in der Tat die gewünschte Be- 
dingung erfüllt^ d. h. daß bei ihrer Abrollung auf k von der Anfangs- 
lage aus der Nullpunkt ihres Systems 2^^ von L^ aus den Profilkurven- 
bogen { beschreibt. Dies folgt aber sofort aus folgender geometrischen 
Überlegung: Die vom Nullpunkt des Systems 2J)^ hierbei beschriebene 
Bahnkurve stellt ersichtlich die Enveloppe der um die einzelnen Punkte 

1) Die Gleichung (1) scheint mir bisher nicht aufgestellt zu sein. Ich möchte 
jedoch auf eine Arbeit des ISjährigen J. Cl. Maxwell hinweisen: The Theory of 
Rolling Curves (1849), Transactions of the Royal Society of Edinburgh Vol. XYI, 
Part V, oder Scientific Papers Vol. I, S. 4—29. Dort stellt Maxwell in An- 
lehnung an Euler andere Gleichungen auf, welche die drei Kurven, die Polkurve, 
die Hilfspolkurve und die Profilkurve (the Fixed curve, the Bolled curve, the 
Traced curve) mit einander verknüpfen. Eigenartig ist der Max well sehen Arbeit, 
was auch besonderes Interesse erweckt, die Behandlung einer großen Zahl einzelner 
F&lle und spezieller Beispiele. In der Einleitung wird auch auf die ältere Literatur 
hingewiesen, deren Autoren Yarignon (1704), de la Hire (1706), Nicole (1707) 
(in „the History of the Royal Academy of Sciences^^), Willis (Principles of 
Mechanism, 1841) sind. 
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P mit der zugehörigen Strecke r beschriebenen Kreise dar^ muß daher 
mit der Profilkurve { identisch sein, da für diese das Gleiche gilt. — 
Bei der Untersuchung, wie weit der Punkt L auf dem gegebenen 
Bogen l wandern kann, ohne daß das Integral seine Bedeutung verliert, 
müssen wir zunächst an die Beschränkung erinnern, daß die Normale 
in L natürlich stets den Polkreis Tc reell schneiden muß. Wir wollen 
jedoch noch die Frage diskutieren, die xins zu interessanten, später zur 
Anwendung kommenden Resultaten führt, wann hei Fortsetzung des Inte- 
grdls längs eines nickt ins Unendliche sich erstreckenden Bogens l, ohne 
daß tcir hierbei einen singulären Punkt des Bogens überschreiten oder 
erreichen, dasselbe unendlich unrd.^) Dies ist nur möglich, wenn der 

Integrand —'Yif'ir))^ — 1 von erster oder höherer Ordnung in bezug 

auf dr unendlich wird. Der Punkt L von l, für den solches, wie wir 
annehmen wollen, eintritt, sei jetzt der Einfachheit halber geradezu als 
der Punkt Lq mit den Koordinaten ar^, y^ gewählt. Da, wenn L bis nach 
Lq sich bewegt, mit dl auch ds » dx und dr gegen konvergieren, 

d. h. unendlich klein von positiver Ordnung in bezug auf dl werden — der 

ds 
Fall r = consi ist ja ausgeschlossen — so ist ^ = f{r) für r = r^j 

endlich oder unendlich von einer Ordnung, die kleiner ab 1 in bezug auf 
dr ist Es bleibt daher nur der Fall zu behandeln, daß Tq = ist, also 
L^ mit Pq zusammenfallt, was in der Folge angenommen sei. 
Der Polkreis k sei nun durch die Grleichungen gegeben: 



(2) 






1} Jede Singalarittt auf dem in Betracht kommenden Bogen l soll also ans- 

geschlossen sein; auch r ist nach der Festsetzung stets als endlich anzusehen. 

Hiermit sind abo auch solche an sich interessante Fälle ausgeschlossen, wie sie 

durch die folgenden 8 Beispiele illustriert seien, hei deren Beschreibung wir der 

Einfachheit halber gleich von der Hilfspolbahn ausgehen wollen: Die Hilfspol- 

(j 
bahn sei in Polarkoordinaten durch die Gleichung 1) 9 «= — (hyperbolische Spirale) 

C C ^ 

oder 2) 9 — = oder 8) 9 « gegeben, wo C und r^ positive Eonstanten 

r Tj f j r 

seien. Der beschreibende Punkt sei im ersten FaUe der asymptotische Punkt, in 

den beiden andern der Mittelpunkt des asymptotischen Kreises r^^r^. Im ersten 

FaUe ist die Profilkurre l eine sich asymptotisch um den Polkreis ib oooft 

windende Kurre, mag die HUfispolbahn den Kreis k „innerlich^ oder „äußerlich** 

berühren; ähnlich in den beiden andern iWen, wobei im letzteren bei innerlicher 

Berührung des Kreises k zu unterscheiden ist, ob r^ ^ als der Radius von k ist 

In allen diesen flQlen wird bei entsprechender Fortsetzung des Integrals f(r) »= ex), 
ev. noch r=«0. 



Von Fbibdrich Schii.limo. 
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wo (Iq; tj^ die Koordinaten des dem Punkte L^ entsprechenden Punktes 

Pq von k und der Parameter x gleich dem Bogen P^P ist. Ebenso 
sei die Kurve l, auf dasselbe rechtwinklige Koordinatensystem bezogen^ 
gegeben durch die Gleichungen: 



(3) 



y = yo + yi-^ +' 



2 






wo der Parameter A ebenfalls den Bogen L^L bezeichnen möge. Da 
Lq kein singularer Punkt der Kurve ist; so können Xq und y^ nicht 
gleichzeitig verschwinden, was ebenso auch fQr ^ und tJq gilt.^) 

Es sei die, positiven Werten von X entsprechende Richtung der 
Tangente in Z^ als die positive bezeichnet und diejenige Richtung der 
Normalen in L^ ab die positive, welche zu der positiven Richtung der 
Tangente liegt wie die positive y-Achse zur positiven a;-Achse. Ist 
dann mit a der Winkel der positiven Richtung der Normalen in L 
gegen die positive a:-Achse bezeichnet, so ist: 

dx 



sm a = 



dX^ 



(4) 



dy 

Es folgt dann nach (3): 

sin a = iz:^ + a:^' • il + • • • , 
cosa = -y; -Vo'^ 

Die Normale im Punkte L(xy), deren Punkte durch die Koordinaten 
Xf y bezeichnet seien, ist dann durch die Gleichungen mit dem Para- 
meter r gegeben: x^x + coBa-r, 

y = y + sin a • r . 

Soll die Normale den Kreis k im Punkte P mit dem Parameter x 
schneiden, so gewinnen wir folgende beiden Gleichungen zur Fest- 
legung zusammengehörender Parameterwerte x, iL, r: 



Vo 



mit den Anfangsbedingungen: 
(6) 






So "" ^Of 

% == yo- 



1) Vgl. Scheffers, EinfittiniDg in die Theorie der Eurren in der Ebene 
und im Räume, Leipzig 1901, S. 20 ff. und 71. 
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Der Einfachheit halber sei jetzt das Koordinatensystem so ge- 
wählt; daß die positive llichtung der y -Achse mit der pomÜTen Bidi- 
tong der Normalen in Lq identisch ist. Dann ist x^ = 1, 9%"^^? 
(femer noch Xq-^O, du « - 90® für ;i - 0, also in der Entwidding 
für sin a das Glied erster Ordnung in bezug auf l fehlt).*) 

Da wir uns femer auf beliebige Nähe von Lq beschrinken, lo 
können wir an Stelle von k, A, r einführen rfx, dl, dr. Die GleichimgeD 
(5) gehen dann über in: 



(ö-) 



(i; dx + ^« </x« ^- . . .) - {dk + ^- dA» + • • ■) - WidX + ■ ■ ■)dr, 
(vi dx + -f dx» +•••)- (*;» rfi' + •••) + (1 + '^dl* + • ■ ■)dr, 



oder bei Vernachlässigung höherer Glieder: 

(5") 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

/"(O)- lim Cy)- \ - V-— A, 

wo d' der spitze Winkel der Tangenton von k und l im Punkte I^ 
sei, d. h. 

(13) f\0) bedeutet (ahgcselien vom Vorzeichen) das ReziproJce wm 
Sinttö des spitzen Winkels ^, unter dem sich die Kurven k, l im Punkte 
Lq schneiden. 

Wir unterscheiden nun die drei Falle: 
1) r(0) ist von 1 und oo verschieden, 2) f\0) - 1, 3) /"(O) = oo. 
Der erste Fall führt sogleich zu folgendem Ergebnis: 
Falls die Kurven k, l weder sich unter einem rechten Winkel im 
Punkte Lq schneiden noch sich dort berühren, wird der Integrand der 
Formel (1), S. 13, für lim r — r^ — von der ersten Ordnung unendlich 
groß in bezug auf dr, das Integral selbst wird dalier bei Annäherung 
an die Stelle Lq logarithmisch unendlich, oder mit anderen Worten: 

(14) Schneidet die Profilkurve l den Polkreis k unter einem von 0® 
und 90® verschiedenen Winkel, so hat die Hüfspolhahn entsprechend einen 
logarithmischen Asymptotenpunkt. 

Wir werden später den Satz (14) noch an einem bestimmten Bei- 
spiel näher studieren (vgl. S. 26); jetzt wollen wir nur noch be- 

1) Vgl. Scheffers, 1. c. S. 6, Satz 1. 
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merken^ daß die Bogenlänge der Hilfspolbahn von einem endlichen 
Punkte L bis zum Asymptotenpunkte gleichwohl endlich bleibt, wie es 
von der logarithmischen Spirale q>^C'\gr selbst wohlbekannt ist. 

Im zweiten Falle f'{0) = 1, d. h. wenn i^o ^ ^ ^^*; ^^^ ^®^ 
Integrand der Formel (1) für lim r = von niedrigerer als der ersten 
Ordnung unendlich klein oder endlich, sodaß auch das Integral bei 
Annäherung an die Stelle Lq endlich bleibt, d. h. 

(15) Schneidet die Profilkurve l (in einem nicht singidären Punkte) 
den Polkreis unter rechtem Winkel, so besitzt die Hilfspolbahn entsprechend 
keine asymptotische Singularität, 

Veranschaulicht wird dieser Fall durch das Beispiel III, S. 10 
(Fig. 7) in dem Momente, wo der Punkt L den Polkreis k erreicht 

Im dritten Falle f(0) = 00, d. h. wenn ly^ = 0, abo 6<J = 1 ist, 
ist nach der ersten der Gleichungen (5") in erster Annäherung dk = dx, 
nach der zweiten dieser Gleichungen demnach dr ==^ C- dx*", wo C eine 
von verschiedene Eonstante und m eine positive ganze Zahl ist, die 

^ 2 ist. Folglich wird j- = T W ^ ^^™ r = unendlich groß von 

der Ordnung 1 in bezug auf dr. 

Der Integrand wird demgemäß für r = unendlich groß von der 
Ordnung 2 in bezug auf dr und das Integral selbst unendlich 

groß wie r- , sodaß die Hilfspolbahn in der Nähe des L^ ent- 

sprechenden Punktes in erster Annäherung durch <jp = — ^ dargesteUt 

wird, wo c eine nicht verschwindende Eonstante bezeichnet. 

(16) Berührt also die Profilkurve l (in einem nicht singuiären 
Punkte) den Polkreis k, so hat zwar die entsprechende Hilfspolbahn einen 
algebraischen asymptotischen Punkt, doch bis zu ihm eine endliche Bogen- 
länge, von einem endlichen Punkte an gerecJinet. 

Um ein Beispiel für diesen dritten FaU zu erhalten, sei zu dem 
Ereise k mit dem Radius b seine Tangente im Punkte Lq als Profil- 
kurve l gegeben. Zur Anwendung der Formel (1) S. 13 sei jetzt indes 
die äußerste Normale von l, welche den Ereis k noch reell trifiFt, als 

die bei der Ableitimg der genannten Formel benutzte Anfangslage 

► ► 

der Polarachse gewählt und hier mit L^P^ (anstatt LqPq, wie S. 12) 

bezeichnet Dementsprechend seien von P^ und L^ die Bogen x und 

2, gemessen. (Fig. 10.) Dann ist: 

, .6 — r 

5 = X = • arc sin — ^ , 

Zattschrlfl f. Mathematik ti. Physik. 51. Band. 1904. 1. Heft. 2 
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wo r ^ LP die Lange der Normalen in einem beliebigen Punkte L 
bis zum Kreise bezeichnet. 
Es folgt: 

und nach Formel (1): 

r<:6 r 

9""/tVj1 — 7ii — :Äi— l^*^ oder y = / -^^ . ^ dr. 

b b 

Dies Integral laßt sich leicht auswerten und ergibt : 
(7) 9 = 1 — __^ ^ + arcsm-^, 

wo für das betrachtete Interrall ^ r ^ 6 die Wurzel positives Vor- 
zeichen bekommt und die üngleichui^n — ^ arc sin — ^ ^ gelten. 
In der Tat wird dem Satze (16) entsprechend f&r lim r =» die 
Amplitude 9 unendlich groß Yon derselben Ordnung wie lim ^^, 

wahrend die Bogenlänge der Kurve vom Punkte r =^b, 9 » 0, bis zum 

Asymptotenpunkt b — betragt 

Um die vollständige Grestalt der durch die Gleichung (7) definierten 
Kurve besser zu überblicken, führen wir das neue Polarkoordinaten- 

System {r, ^) ein, das durch die Transformation ^* = -^ — 1 + 9 &Qfi 

dem fiüheren unter Beibehaltung des Poles hervorgeht. Die Gleichung 
(7) geht dabei über in: 

(O t^-^ — - ^ ^-farcsm-j~ 

oder 

(1 -) * = arcoos-jr ^^ ^^ ^, 



, 1. 

wo den Ungleichungen ^ r ^ 26 entsprechend x ^ arc cos —=-- : ^ 

gelten möge und die Yoneichen der Wurzel und des ersten Gliedes 
stets die gleichen sind.^) 

Die vollständige Kurve ist symmetrisch zur neuen Polarachse und 
besitzt dementsprechend zwei asymptotische Punkte, ihre GresamÜange 
betragt 2bx. Wir haben es hier mit einem interessanten Beispiele 
einer ,^enauen GeradfÜhrung^ zu tun, wie der folgende Satz naher er- 
läutert: 



1 Vgl Maxwell, The Theoiy of Rolling Curvea (1849). Scientific Papen I, 
S. 24, Exemple 3. 



Von Feibdmch Si 

(17) Bt^t die durch die 

\Glekhttng (7") dargestellte Kurve 

liei richtiger Berührung auf dem 

I Kreise mit dem Kadius b ab 

I (Fig. 10), so beschreiben ihre bei- 

\äen eusatnmenfdilenden Asymptoten- 

wnkte ein Stück einer Tangente 

Kreises, und zicar tcird eine 

dem Durehmesser des Kreises gleiche 

Strecke doppelt beschritten, icenn 

dt£ Kurve vollständig von einem 

Lüs zum andern AstfmptolenpunJäe 

labroUt. Jn dem Momente, wo P^ 

I «fer der gegenüberliegende Punkt P', 

(Fig. 10) der Be- 

Vrührungspunkt ist, ist der Kreis selbst Krünurnrngskreis der Kurve.^) 



r. 


L 


L, 
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Beispiel einer Profllkurve und der vollständigen Enveloppe ilirer 
Lagen im anderen System, Modell 6. 

Die geschilderten allgeineineii Verhält- ^'» "■ 

le za veranBchaulichen aoU nun zunächst 
das Modell 6 (siehe Tafel U) berufen sein, 
tttr das die zweite Beivegungsart (vgl. S. 5) 
gewählt ist. In dem einen System, 2!^, sehen 
wir dieselbe Steinersche Hypozykloide ge- 
zeichnet, der wir bereits im Modell 4 be- 
gegnet sind. Im System X^ ist dami die 
vollständige Enveloppe aller ihrer Lagen bei 
Abrollung der Polkreise k^ und k,^ auf ein- 
ander dargestellt. Diese Enveloppe besteht 
einmal aus der vierspitzigen Epizykloide d, 
die auch im Modell 4 vorkommt, sodann 
noch auß 2 zweispitzigen Epizykloiden e^, c, 
und aus einer vierspitzigen Epizjkloide i 
als gemeinsamer Bahnkurve der 3 Spitzen 
■ der Hypozykloide. Von einem beliebigen 




I) Auf die altgememere, ebenso einfach sich erledigende Aufgabe, alle Hilfa- 
I polbabnen xu beitiiiimen, deren jede mit einem fest mit ihr verbundenen Punkte 
bei Abrollung auf einem gegebeneu Ereiae eine geradlinige Strecke bescbreibt, 
Mi hier nur eben bingewieBen. 
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Punkte P der Polbahn Ic^ lassen sich nämlich^ abgesehen von den Ver- 
bindungslinien des Punktes mit den Spitzen, stets drei reelle Normalen 
auf die Hypozykloide fällen (Fig. 11), den drei Berührungsstellen der- 
selben mit den drei genannten Epizykloiden d, e^, e^ für den Moment 
entsprechend, wenn der ausgewählte Punkt P der Berührungspunkt 
von k^ und kf, geworden ist. 

Von den beiden Hilfspolbahnen, die sich zu der Hypozykloide 
konstruieren lassen, ist die eine, h, der Kreis, der auch im Modell 4 

als solche benutzt ist (Fiir. 12). Die 

Piff 12 \ o / 

andere voUstandige HiKspolbahn A', ist 
zerfallen und besteht aus einem Kreis h'^, 
dessen Radius gleich | von dem des Pol- 
kreises kf^ ist, und einem h^^ in dem be- 
schreibenden Punkte L berührenden 
Kreise h^ mit gleichem Radius wie der 
Polkreis i^ (Fig. 12). ^ (In dieser Hin- 
sicht ist es interessant, die Fälle zu ver- 
gleichen, von denen der vorliegende den 
Übergang darstellt, wo nämlich an Stelle 
der Hypozykloide eine entsprechende ver- 
schlungene oder gestreckte Hypotrochoide 
tritt, wie deren erste ebenfalls das 
Modell 4 zeigt, und den Grenzübergang zu unserm Falle zu studieren, 
der insbesondere das erwähnte Zerfallen der zweiten Hilfspolbahn h' 
noch deutlicher macht.) Den drei reellen Normalen vom augenblick- 
lichen Pol P aus entsprechend (Fig. 11) sind in jedem Moment relativ 
zu den Systemen 27^ und Z*^ eine Lage der Hilfspolbahn h und zwei 
von h' zu berücksichtigen, also wieder abgesehen von den drei Lagen 
von A' entsprechend den drei Verbindungslinien von P mit den Spitzen 
der Hypozykloide. 

§ 7. Methode der Äquidistanten, Triebstockverzalmung, Modelle 7 u. 8. 

Gegeben seien wie im entsprechenden Modell 7 (siehe Tafel H) 
unter Zugrundelegung der zweiten Bewegungsart (vgl. S. 5) die beiden 
Polkreise A*^ und \ mit dem Radienverhältnis 2 : 1, ein Punkt D im 
System 27^, der speziell auf der Peripherie von k^ gewählt ist, und 
seine Bahnkurve d^ im System 2^ bei Abrollung der Polkreise, eine 

1) Die Hilfspolbahnen h und h[ entsprechen der doppelten Erzeugung der 
Hypozykloide als solche mit freiem oder mit bedecktem Zentrum, vgl. meine 
Arbeit in dieser Zeitschrift Bd. 44, 1899, S. 221. (Sonder-Abdr. S. 9.) 
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Epizykloide mit den zwei Spitzen D' und D". Zum Punkte D, der 
eben als Grenze eines Kreises mit unendlich kleinem Radius aufgefaßt 
werden kann, ist die äquidistante Kurve, der Kreis l, gezeichnet. Diese 
wird dann in allen ihren Lagen umhüllt von einer in die Earren- 
züge t, und /, sich zerlegenden Kurve, die, wie leicht zu übersehen 
ist, ihrerseits die Äquidistante der Epizykloide rf„ bildet Die 
Karvenzüge f, und i^ sind unter sieh kongruent, nur gegen einander 
um 180* gedreht, und haben je 2 Spitzen, die Bie in einen kleineren 
nnd einen größeren Bogen zerlegen. Zu der vollständigen Agitidistante 
der Epizykloide d^ oder der voUständigen Envelaj^ aller Lagen 
Ton l gehören überdies noch die beiden mit l kongruenten Kreise 
V, l" um die Punkte D' und D". Jeder dieser Kreise berührt die 
Kurvenzüge (\ und i^ in den Endpunkten E[, E^ und E'^„ E'^ der A„ 
tangierenden Durchmesser Ton /' und l" und stellt zugleich die Krüm- 
mungskreiae der Kurvenzüge in diesen Punkten dar (vgl. Satz G, S, 6). 
Diese letzte Eigenschaft ersteht man am einfachsten daraus, daß ja die 
Epizykloide d, und ihre Aquidistanten /, , ij Evolventen derselben 
Evolute sind. Diese Evolute ist eine zu il^ ähnliche Epizykloide d', 
deren Scheitel in den Spitzen von d^ liegen. ') Sie ist auch im Modell 7 
eingezeichnet. Auf dieser innerhalb l.\, liegenden Evolute d' liegen 
daher auch die Spitzen der Kurvenzüge i*, und )j'), sodaß z. B. der 
Bogen der Evolute d' von D' bis zu der benachbarten Spitze von 
i, oder /, gleich dem Radius von l ist. Diese Tatsache gestattet ana- 
log auch leicht die Fälle zu übersehen, daÜ etwa der Radius des 
Kreises l im Gegensatz zu der Annahme des Modelles, gleich oder 
größer als der Bogen der Evolute (/' von D' bis zu einer ihrer Spitzen 
(d. h. als der vierte Teil der gesamten Bogenlänge von rf') gewählt 
ist, wobei dann die Aquidistanten (\, l^ ieine Spitzen mehr be- 
■itzen. 

Schließlich ist noch in dem durch eine Glasscheibe dargestellten 
Systeme H die Eingrift'skurve e gezeichnet; sie stellt eine verschlungene 
Pasculsche Schnecke dar (vgl. S. 2). Ihre Entstehung ist am besten 
bei Annahme der ersten Bewegungaart (vgl. S. 5) zu überblicken. Man 
erhält ja die momentanen Berührungspunkte K^, K^ des Kreises l und 
der Aquidistanten i^, ij (siehe die Abbildung des Modells 7, Tafel II), 



•, ähnliche geepittte Tro- 
, vgl. BurmBBter, Lehr- 



" 1) Die Evolute einet gespititen Trochoide ist eim 

choide, deren Scheitel in den Spitzen der erateren liegeu 
buch der Eineiaatili, Leipzig 1S8S, 3. 159. 

3) Die Spitzen von i, , f, gehen daher mit anderen Worten auü solchen 
Pnokten der AqnidiBtanten d^ hervor, deren Kriimmnngaradien gleich dem Badius 
iet Kieisea I sind. 
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wenn man auf der Verbiadungslinit' des Poles P mit D von letzterem 
Punkte aofl den R&dius von / beiderseits abträgt (vgL Satz 3, S. 3). 

(17) Je Hoclidctn der Radius von l größer, gleich oder kleiner als 
der Dmchmeit$er von k^ ist, uird die Eingriffskurvc e demnach eine ge- 
gtreekte, t/espitzle oder verschlungene Pascalsche Kurve. 

Diß allgenteitien VerhältniaBe der „Methode der Äquidislantea" indes, 
von dem nneer Modell einen speziellen Fall zur Anschauung bringt, 
■«en durch folgenden Satz angedeutet: 

(18) Sind d^ und rf, sicei zu einander geltörende Proßlkurvett , so 
gilt gleiches auch von ihren entsprechenden Äquidistanten. 

Daji Spezielle unseres Beispieles beruht eben darin, daß die eine 
I'rofilkurve, d^, in den Punkt D zuHammengezogen ist. 

Das Modell 8 zeigt nun die Verwendung der geschilderten Methode 
bei der Trifhaiochverzahnung. ') Die Poikreiso des Modelles sind dieselben 
wi« TOrliin. Die ZÜbne des einen Rades bestehen aus Zapfen (Trieb- 
ntücken) mit kreisförmigem Querschnitt, dem Kreise l des vorigen 
Mndelles entsprechend. Die Begrenzung jedes Zahnes des anderen 
KadcH (Zahuflanke) wird, soweit sie wesentlich ist, von Bogen der 
dem Kreise l entsprechenden Profilkurve r,, i^ gebildet, die eben nach 
dem Vorstehenden die Äquidistanten der Bahnkurve d^ des Zapfen- 
mittelpuuktes sind.') 

Wir sehen in dem Modell femer wieder die Eingriffskurve e (blan) 
des Kystema 2.' eingezeichnet, eine aus zwei fast gleich großen Schleifen 
hKStehende l'asculsche Kurve. 

Doch eine wichtige Bemerkung ist hier noch zu machen, derent- 
wegon wir der Deutlichkeit halber auf das vorige Modell zurückgreifen. 
Oor als Zuhnbegrenzung zu benutzende, an eine Spitze S angrenzende 
bogen des Aquidistantenzweiges i, muß, wie leicht zu erkennen ist, 
dam kleineren der von seinen Spitzen begrenzten Teile entnommen 
werden. Nun dringt dieser Bogen jedoch, wie ein solcher in der 
Figur 13 durch Schraffierung hervorgehoben ist, wo der Deutlichkeit 
wvtfiiu Ulmrdies der Querscbnittakreis / des Zapfens wieder größer als 
im MüduU 8 gewählt ist, während der Bewegung in das Innere des 
KiWtM ' hinein, am meisten, wenn letzterer steh mit seinem Mittcd- 



^ Ty). 1. B. Bach, Hasch inetielemente, Stutt^rt 1901. S. S33. 

V \ä» Ttiobttotkrenahiiaiig wird zar PunktrtrzaJmung (vgl. Bach , Haschinen- 
^ StoMgart laoi, S. !33), wenn der kreialonnige Querechnitt jedes Zahnes 
Im *ich auf seinen Mittelponkt D luiiainiiieiixielit, der dann t«ch- 
im» Ecke oder SpiUe aa dem Rade ausgebildet wird. Diese Punkt« 
Ah die veientliche Zahnbegrenzung, während jeder Zabn des andern 
^■1 ^ Bahnkurve d^ begreuEt, wird. 



Von Friedrich Schillino. 
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punkt im Punkte D' befindet (d. h. wenn l Krümmungskreis im 
Punkte E[ ist) nnd würde folglich, streng theoretisch genommen, nicht 



Fig. 13. 



Fig. 14. 





Fig. 15. 



w: ' 






bis zur Spitze 8 als Zahnbegrenzung benutzt werden können, sondern 
nur soweit er außerhalb des um D' beschriebenen Kreises l verläuft, 
d. h. in der Figur 13 bis zum Punkte F,^) 

Doch um diese Verhältnisse genau zu übersehen, wollen wir unter- 
suchen, was geschieht, wenn trotzdem der Bogen \ bis zur Spitze S 
zur wesentlichen Zahnbegrenzung') benutzt wird. Es ist bequem, zu 
diesem Zwecke für einen Augenblick das Rad im System 27^ oder das 
Rad 27^, wie wir kurz sagen wollen, 
als das treibende') anzusehen, und 
zwar möge es sich entgegengesetzt 
dem Drehungssinne des Uhrzeigers 
drehen. Wir verfolgen nun successive 
den Eingriff eines Triebstockes mit 
dem Mittelpunkt B in einen Zahn 
des Rades Z^. Dieser Eingriff be- 
ginnt mit der Berührung beider im äußersten Berührungspunkte R 
der Zahnflanke von 2^. Von dieser Anfangslage der ersten Berührung 
aus wollen wir die Drehungswinkel a und ß der Systeme Z^ und 27^ 
rechnen, wobei a allemal als Funktion von ß bestimmt ist. Bei der 
weiteren Drehung des Rades 27^ wandert dann der Berührungspunkt 
auf der Zahnflanke von 27^ bis zum Punkte 5, der Spitze des Bogens i^, 
wobei das Verhältnis a : ß gleich der Eonstanten c (in unserem Beispiel 




1) Vgl. z. B. Barmester, Lehrbuch der Kinematik, Leipzig 1888, S. 186. 

2) Die unwesentliche Zahnbegienzung denken wir natürlich so gewählt, daß 
sie wirklich unwesentlich isf, d. h. die Bewegung nicht beeinflußt. Vgl. Anm. 1, S. 25. 

3} Im Modell 8 ist dagegen das Rad 2 als das treibende konstruiert. 
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gleich y,) ist; wie es sein soll.^) Es seien die Größen a, ß in einem 
rechtwinkligen Koordinatensystem gedeutet^ und die Funktion a^ c - ß 
sei der bisher betrachteten Drehung entsprechend durch die Strecke Oü 
veranschaulicht (Fig. 15). 

Um die weitere Bewegung zu verfolgen, könnte man annehmen, 
daß diese zunächst nach dem Gesetz a^ c • ß sich fortsetzte. Doch 
dann würde der Zahn des Rades Z^ mit der Stelle S in den Trieb- 
stock des Rades 2^^ eindringen. In jedem Moment wird daher das 
Rad 2^^ sich noch um einen solchen kleinen Winkel b über den Winkel c • ß 
hinaus gedreht haben, daß der Punkt S wieder auf der Peripherie des 
Triehstockes liegt. Der Winkel b ist natürlich ebenfalls eine Funktion 
von ßf die von zunächst bis zu einem größten dann erreichten Werte 
wächst, wenn der Mittelpunkt des Triebstockes auf dem Kreise A;^ (oder 
der momentane Pol im Punkte D') liegt (Fig. 13), um darauf wieder 
bis zum Werte abzunehmen. Von diesem Zeitpunkte an tritt der 
Eingriff des nächsten Triebstockes mit dem nächsten Zahne in sein 
Hecht. Die Funktion « *- ß • /J + * wi schematisch durch den Bogen UVW 
der Fig. \h veranschaulicht, wo V dem Maximum von b entspricht 
und W auf der Verlängerung von OU liegt. Das Verhältnis der 
Winkolg()Nchwiudigkeit<*n ü)^ : co^, das durch die Richtungskoeffizienten 
der Tangenten der Kurve UVW gegeben wird, bleibt also nicht kon- 
stant gleich Cf wie vorhin, Hondem ist zunächst größer als c, dem Punkte F 
entnprechend gloi<*h c^ und dann kleiner als c. Da also in der Tat die 
Bewegung ntreng genonunen nicht mehr nach dem vorangestellten 
Gesetze w^ : w^ — c erfolgt, dürfte, wie wir bereits sagten, der Bogen \ 
nicht bis zur Hpitxe zur Zahnbegrenzung des Rades Z^ benutzt werden. 
Nun erweint nich indeß in den praktischen Fällen, wo der Durchmesser 
der Triubstöcke doch verhältnismäßig klein gewählt wird, das Ein- 
dringen des Hogens i^ mit der Spitze S in den um D' beschriebenen 
Kreis / so gering, daß es in der Zeichnung überhaupt nicht scharf 
dargestellt werden kann.') (Im Modell 7, wo doch der Kreis l weit 
größer gewählt ist als in praktischen Fällen, ist der besseren Deutlich- 
keit wegen dieses Eindringen etwas stärker gezeichnet, als es wirklich 
statthat; im Modell 8, wo der Durchmesser der G Triebstocke des 
Uades £f^ gleich 0,5 mm gewählt wurde, ist, um dieses Eindringen zu 

l) Utvr d()in Berührungspunkte S entsprechende momentane Pol ist von D' 
,KSg 13) uuoh angenähert um die H&lfte des Radius von l entfernt. 

t) t>ie streng rechnerische Behandlung dieser Frage dürfte ihre Schwierigkeit 
tiaWu. Schon die Abnutaung der Räder würde übrigens zweifellos größere Ver- 
«^nUttcungüu in der Konstanz von «^ : w^ bewirken, als dieses Eindringen von i\ 
tu Uuu Kjr«ii» l uiu l^'* 



) 8. Uethode der sekundären Polbahnen; EToIventenverzahnnng; 
ModeUe 9—11. 



Von Fbiedmcb Scartusr.. 25 

veranschauJichen, ebenfalls die Epizykloide d' ttinzagezeichnet, auf der 
die Spitzen von p'„ i, liegen.) 

Es kann daher unbedenklich der Bogeti i, bis zm Spilee S als 
Zahnflanke- des Rüdes £„ benutzt utid dementsprfvkend, was für die 
praktische KonstrvkUofi der Zahnräder wichtig ist, das durch dett ein- 
iKlnen Triebstock und seinen gegnerischen Zahn beivirkte Abrollen der 
Polkreise k^ und Aj wenigstens bis dahin gerechnet werden, daß der 
Mittelpunkt des Triebstockes momentaner Pol wird. Nehenliin sei 
aocb bemerkt, daß die an wesentliche Be^nzung der 12 Zahne des 
Systems £^ teils von Bogen zaiu Polkreis k^ konzentrischer Kreiae, 
teils von Radien des Poltreises gebildet ist.') 

I 

^H^ Im Modell 9 erkennen wir unter Zugrundelegung der ersten Bewegungs- 
^^n (vgl. S. 5) in den mit Glasscheiben versehenen Systemen 27„ und Z^ 
außer d«n Poifcreiaen /i^ und A\ zwei zu ihnen konzentrische Kreise k'a 
lind ki,, die .sekundären Polbahnen'', mit demselben Radien Verhältnis wie 
k^ und k^. Die durch Äbrollung der Polbahnen l,\, und k^ aufeinander 
bestimmte Bewegung der beiden Systeme wird jetzt dadurch hervor- 
gerufen, daß eine technisch als Zahnstange ausgebildete Gerade g, die 
dann durch den Pol P geht, auf den mit Zahnrädern versehenen sekun- 
dären Polbahnen ohne Gleitung abrollt. Ein auf g beliebig gewählter 
Punkt L beschreibt hierbei gleichzeitig in den Systemen X'^ und £^ 
zwei Kurven, /„ und 1^, gewöhnliche Evolventen der Kreise kä und kl, die 
in jedem Moment einander in L berühren und daher entsprechende 
Profilkurven darstellen. Eine mit der Geraden g sich deckende Gerade 
im System £ stellt zugleich die Eingriffskurve dar. 

Die praktische Anwendung dieser Profilkurven bei der als Evol- 
venlenoerzahnung bezeichneten Zahnrad er koiistruktion ergibt sich nach 
Analogie der früheren Fälle von selbst.') Wir sehen sie im Modell 10 
veranschaulicht. Bogen solcher Evolventen paare in der Nähe ihrer 
Spitzen bilden wieder die wesentlichen Teile der Zahntianken, während 
die Zähne sonst noch durch konzentrische Kreise und Radien begrenzt 
werden. Im System £^ sind vier, im System 2?^ drei solche Evolventen- 
bogen gezeichnet; überdies ist auch hier im System £ die EingrifTskurve 



1) Diege von der Spitze S auBgebende radiale Begrenzung würde streng ge- 
DODunen auch das konstante Verhältnis der Winkelgeechnindigkeiten atOren, was 
pnktiscb jedoch wieder nicht in Betracht kommt. 

8) VgL z.B. Bach, Maschinenelemeate, Stuttgart 1901. S. 233 ff. 
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als Gerade ^^ hinzugefügt. Man pflegt, um technisch brauchbare V«r- 
hältnisae zu bekommen, den Winkel, unter dem diu Zentrale AB die 
Gerade ji^ Bchneidet, als 10° zu wählen. In unserem Modell ist dieser 
Winkel indes kleiner als 70" gewählt, da sonst die Verhältnisse bei dem 
kleinen Maßstabe nicht deutlich genug werden würden. 

Wir beschränken uns im folgenden auf den Teil der Figur im 
System 2^^, der also aus der Polhahn k^, der sekundären Polhalin A» 
und der Evolvente /j besteht. 
Nach Satz (11), S. 9 muß es nun 
auch eine Hilfspolbahn '* geben, 
sodaß durch deren Abrollung auf 
h^ von einem mit ihr fest verbun- 
denen Punkte L ein vorgegebener 
Bogen der Profilkurve l^ erzeugt 
wird. Da die Normalen von l^ 
den Polkreis /.*„ unter konstantem 
Winkel schneiden, ao müssen die 
Hilffipolhahnen solche Kurven 
sein, welche ihre Radienvektoren 
nach dem Punkte L ebenfalls 
unter konstantem Winkel schnei- 
den (Fig. 16), d. h. 
(19) Jede Hilfspolbahn, reiche durch ihre ÄhroUung auf dem Kreise k^ 
einen Bogen der zum lomentrisdiai Kreise ki gehörenden getcöhnlichen 
Evolvente erzeugt, ist eitic logaritlimische Spirale mit ihrem Asymptoten- 
punkt als dem die Evolvente beschreibenden Punkte. ') 

Wir wollen dies Resultat auch analytisch ableiten anknüpfend 
an die Betrachtungen der Seite 13ff. Die Radien der Kreise kf, und Id 
seien mit b und b' bezeichnet. Unter Beibehaltung der früheren Be- 
zeichnungen r, r^, s (S. 13) ist dann (Fig. 16): 




P„L„ -PL = 



-LP' ~ L^P^- 



r)-^^fir), d.h. r(r)-- 



PolgUeh ergibt sich nach Formel (1) S. 13 



^=>f)"-"8i 



1) Vgl Maxwell. The Theory ot HoUing Curvee. Scientific Papera I, g 
sowie BarmeBter. Lehrbuch der Kinematik, Leipzig I88B, S. 186. 
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Da -^coB^J ist, unter ip den konstanten Winkel zwischen FL 
und der Tangente in P an den Kreis ]c^ verstanden, so ist: 

f = _tg,I., 
and es folgt als Resultat: 

(20) Die Gleichung der als Hilfspolbahn auftretenden logariüimisdien 
Spirale ist: 

' — tg if" ■ lg - , wo ^ Bugleich der Steigungstcinkel der logariVt- 
i Spirale ist. 

Zur Veronschaulichiing dieser Verhältnisse bietet sicli das Modeü 11 
dar. Als Erweiterung des Modells 9 konstruiert zeigt es eine solche 
logarithmische Spirale h, welche gleichzeitig auf k^ und /,-, abrollend 
mit ihrem Asymptotenpimkt zusammengehörende Bogen der Evol- 
venten l^ und l^ beschreibt. 

Da die Bogenlänge S der logarithmisdien Spirale von einem ihrer 



so kann die Hilfspolbahn bis zum Asymptotenpunkt ohne weiteres auf 
k^ und k^ abrollen. Der Punkt L wird dann gerade nach den Schnitt- 
punkten T^ und Tj von l^, l^ bezw. mit k^, k^ gelangt sein (Abbildung 
des Modelles 11 auf Tafel IT). Da hierbei die logarith mische Spirale 
sich unendlich oft überschlagen muß, so kommt das Modell dem 
Augenblick der vollständigen Abrollung natürlich nur nahe, jedoch 
hinreichend nahe, um den weiteren Verlauf leicht überblicken zu 
lassen. 

Femer ist es interessant, am Modell zn beobachten, wie die Spitee 
der Evolvente l^ zustande kommt. In der auf der Tafel II dargestellten 
Lage des Modelles 11 schneidet die logarithmische Spirale h den Pol- 
kreis k^ noch in dem Punkte Q. Dieser Punkt rückt bei einer 
solchen Äbrollung von h auf i^, bei der t^ sich entgegen dem Sinne des 
Uhrzeigers dreht, näher und näher an den momentanen Pol P heran, 
bis er in dem Augenblick mit P selbst zusammenfällt, wo der Asymp- 
totenpunkt L die Spitze von l^ beschreibt. Der Beweis beruht auf 
dem Hilfssatze: 

Der Krümmungsmittelpu7tkt für einen beliebigen Punkt P einer logti- 
m Spirale ist der Sdinittpurdd der Normalen mit dem Lote im 
mptoienpunkt L auf dem Badiusvekior PL. 
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Wir können daher das Resultat wie folgt aussprechen: 

(21) Bei der AbroUung der logarithmisdieti Spirale h auf dem Pol- 
kreise kf, tcird in dem ÄugefMicke vom Asymptotenpunkte L die Spitze 
der Evolvente \ heschri^hen, wenn der Polkreis der Krümmungskreis der 
logarithmischen Spirale in ihrem Berührungsputikte ist. 

Was nun den spitzen Winkel d" betrifft^ unter dem die Evolvente Z^ 
den Polkreis Ä*^ im Punkte 2V schneidet, so sei in Figur 17 die logarith- 



Flg 17. 




Pig. 18. 




mische Spirale h in einem solchen Momente gezeichnet , wo ihr noch 

übriger Bogen PL bis zum Asymptotenpunkt L sehr klein ist, sodaß 
man sowohl den Bogen LN wie PN von If, und A'^ als geradlinig be- 



trachten kann. Da nun nach obiger Formel S = 



PL^PN^ 



PL 

COB tff 



cosrf) 



der Bogen 



ist, so folgt: 



^PLN^9(fi, d.h. 



(22) Der Winkel d", unter dem die Profilkurve If, den Pdkreis k^, 
schneidet, ist das Komplement zu dem Steigungswinkel ^ der Spirale. 

Das gleiche Resultat folgt auch unmittelbar sowohl aus der geo- 
metrischen Eigenschaft, daß die Normale von {^ in JV ebenfalls den 
Winkel ^ mit k^ bildet als aus dem allgemeinen Satze (13) S. 16, da 



ist. (Bei dieser Gelegenheit wollen 



8in ^ b' cos t^ 

wir noch auf die beiden Grrenzfälle hinweisen, daß ^ = 0° oder 90® ist, 

d. h. nach der Formel cos ^ = r der Hilfspolkreis kl mit dem Pol- 
kreis \ zusammenfällt oder sich auf den Mittelpunkt von \ zusammen- 
zieht und die logarithmische Spirale in eine Gerade bezw. einen Kreis 
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übergeht. In letzterem Falle wird ans der Evolvente If, ein zn A'^ 
konzentrischer Ereis.) 

Was schließlich im allgemeinen Falle die Gesamtheit aller möglichen 
Hil&polbahnen A^ znr Erzeugung der einzelnen Bogen der Profilknrve If, 
betrifft^ so erkennt man jetzt leicht: 

(23) Es lassen sich insgesamt vier verschiedene logarithmische Spiralen 
konstruieren (Fig, 18), von denen mit ihren Asymptotenpunkten zwei, \ 
und Äj, je einen der l)eiden außerhalb i^ gelegenen Bogen der Evolvente l^,, 
die anderen zwei, h, h' je den aUemai übrig bleibenden, die Spitze ent- 
haltenden Bogen der Evolvente beschreiben. 



Beitrag znr Kinetik ebener (j^etriebe. 

Von Otto Mohk in Dresden. 

19, Bas Gesetz der Bewegung eines Getriebes. Die folgende Mit- 
teilung bildet eine Fortsetzung der Abhandlung über die Geometrie 
der Bewegung ebener Getriebe im 49sten Bande dieser Zeitschrift. 
Im Abschnitt 10 dieser Abhandlung wurde angegeben^ wie die Be- 
schleunigungen aller Teile eines Getriebes auf geometrischem Wege 
bestimmt werden^ wenn fQr den betreffenden Zeitpunkt bekannt sind: 
der Lageplan, der Geschwindigkeitsplan und außerdem die Dreh- 
beschleunigung eines Gliedes^ das als das geführte Glied des Ge- 
triebes bezeichnet wurde. Die zuletzt genannte Größe ist in der 
Regel nicht gegeben, sondern sie ist aus den auf das Getriebe ein- 
wirkenden Kräften K zu bestimmen. Das Prinzip d'Alemberts, das 
in Verbindung mit dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten zu 
diesem Zwecke benutzt werden kann, spricht aus, daß die Arbeits- 
geschwindigkeit der Kräfte K eben so groß ist wie die gleichzeitige 
Arbeitsgeschwindigkeit der Kräfte 

F= mv'y 

die den Massenpunkten m des Getriebes ihre Beschleunigungen v' er- 
teilen, unter Arbeitsgeschwindigkeit einer Kraft K versteht man das 
Produkt aus der Größe der Kraft und ihrer Schubgeschwindigkeit, 
d. L der Projektion v cos (r, K) der Geschwindigkeit v irgend eines 
Punktes der Ejraftgeraden auf die Kraftrichtimg. Das Vorzeichen der 
Arbeitsgeschwindigkeit wird durch den Kosinus des Winkels {v, K) 
bestimmt. Jenem Prinzip zufolge ist also für jeden Zeitpunkt: 

(63) 2 ^^ ^^^ (^^ ^) ^2 ^^ ^^® (^^ ^' 



so 
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weim dieae Summen auf alle Kräfte K, V ausgedehnt werden, die bei 
der Bewegung des Getriebes Arbeit verrichten. Die Gleichung (63) 
enthält das Be^egungagesetz eines jeden Getriebes. 

20. Die Zerleffuttg der Bewegung des Getriebes. Um vermittels 
der Gleichung (63) die unbekannte Drehbesehleunigung des geführten 
Gliedes 1 berechnen zu können, wird es nötig, die hier betrachtete und 
mit I zu bezeichnende Bewegung des Getriebes nach den Regeln des 
Abscbnittes 10 zu zerlegen in eine bekannte Bewegimg U und eine 
unbekannte Bewegung IIL Die Bewegung I wird bestimmt durch die 
gegebene Drehgeschwindigkeit ojj, des geführten Gliedes 1 und durch 
seine unbekannte Drehbesehleunigung ta,'^. Diese Größen haben in den 
Bewegungen II und III die Werte: 

»u - »„, «>;= - » 

und 

Die beiden Bewegungen I und U haben sonach denselben Ge- 
Bchwindigkeitsplan, der ebenso wie der Bescbleunigungsplau der Be- 
wegung II nach Abschnitt 10 und 11 gebildet werden kann. 

Für jeden Punkt des Getriebes ist die Beschleunigung vj der Be- 
wegung I die Resultante aus den Beschleunigungen iij und fj der beiden 
Bewegungen II und III, Die Arbeitsgeschwindigkeit der Kräfte V ist 
also gleich der algebraischen Summe der Arbeitsgeschwindigkeiten der 
Kräfte mv^ und mVy Bezeichnet man mit v, die Geschwindigkeiten 
dar Angriffspunkte in der Bewegung I, so nimmt Gleichung (63) hier- 
nach die Form an: 

(64) ^mvjv^coB(v^, v^) ^^ Kv^c<,s{v„ K) ~^mvXcoB{Vi,v^). 

21. Die Arbeitsgeschwindigkeit der Kräfte m«,. Die Bewegung HI 
ist eine Anfangsbewegung, d. h. ihre Geschwindigkeiten sind gleich Null. 
Ihr Beschleunignngsplan ist daher geometrisch ähnlich dem Ge- 
schwindigkeitsplan der Bewegungen I, II. Für jeden Punkt des Ge- 
triebes hat die Beschleunigung i;^ die Größe 



sie ist der Richtung and dem Sinne nach der Geschwindigkeit v^ gleich 
oder entgegengesetzt, je nachdem die Größen a^^ und a[^ gleiche oder 
entgegengesetzte Vorzeichen tragen. Die Arbeitsgeschwindigkeit der 
Kräfte mi'j hat folglich den algebraischen Wert: 

(65) _2'""';"'™"(''"'i)-?'2»"'!- 



i 



Voi 



31 



Die Summe ^inv\ bezeichnet den doppelten Betrag der im ganzen 
Getriebe entlialtenen kinetischen Energie. Um ihn zu berechnen, be- 
zeichnen wir fiir irgend ein Glied des GetriebeB mit m die Gesamt- 
maBSe, to, die Drehgeschwindigkeit, S den Schwerpunkt, P den Qe- 
schwiudigkeitspol des L^eplans, i den Trägheitshalbmesser des Gliedes 
bezogen auf die normal zur Bildfläche gerichtete SchwerpunktBachae, 
M einen Punkt des Gliedes von der Masse tn, s den Vektor VM und 
i den Schwerpunktsrektor PS. Da 



y 



, 80 hat die Summe für das Glied den Wert 



warn A die Hypotenuse des durch die Katheten r and z bestimmten 

rechtwinkligen Dreiecks bezeichnet (Fig. 67). Dieser positive Wert 

ist für jedes Glied des Getriebes zu bestimmen, 

und darauf ist die Summe für olle Glieder zu '' *'* "' 

bilden: 



(66) 




\ 



23. Die Zusammensetzung der Kräfte nn\. Um 
die Kräfte »»«J für ein Glied des Getriebes zusammen- 
zusetzen, bezeichnen wir mit (oj seine Drehbeschleunigung. Die Koordi- 
naten X, y eines Punktes M (Fig. 68) werden auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem bezogen, dessen 

Anfangspunkt mit dem Schwerpunkt S '- *''«■ "*■ 

des Gliedes und dessen iJ-Ächse auch 
k' dam Sinne nach mit der Strecke 

Znsammenfällt, die den Schwerpunkt S 
mit dem Besohl eunigungspol Q des 
Öliedes verbindet. Wir erinnern daran, 
daß der Punkt Q vermittels des Be- 
schleunigungsplanes durch die Bedingung 

QSM~ Q"S"M" 
'bestimmt wird. Die ^-Ächse hat den durch die Gleichung 

(»,i)-iW 

bestimmten Sinn, und der Vektor QM wird mit s bezeichnet. Die 
Kraft mvL des Punktes M setzt sich nach Abschnitt 7 aus zwei Kom- 
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(67; 



ponenten Yon den Großen emtol und emto^ zusammen. Die erstgenannte 
Kraft hat Richtung und Sinn der Strecke MQ, während die zweite in 
der Richtung uud dem Sinne der Geraden MN wirkt, die mit MQ 
den Winkel (MN, MQ) gleich 90« oder gleich 270» Grad einscUießt, 
je nachdem a^ positiv oder negativ ist. Die Komponenten mv^ und 
mvy der KisA mr^ in den Richtungen der Koordinatenachsen haben 
daher die algebraischen Werte; 

mvs = mof (g — x) -\- rnca^y, 
mvy = — fncj\y + m(o^{q — x). 

Zur Vereinüachung der Betrachtung machen wir hier die in der Regel 
erf&Ute Voraussetzung, daß die Bildebene eine Sjmmetneebene des 
Gliedes ist Die f&r je zwei symmetrisch belegene Massenpunkte zu- 
sammeugesetzten Kräfte mv^ liegen also alle in der Bildebene. Nach 
einer bekannten Eigenschaft des Schwerpunktes sind die Summen ^ mx 
und ^ my gleich Null; folglich haben die Komponenten F,, V^ der 
Resultanten F, die Werte: 

Vp = ^, mVy = ma^q. 

Diese Gleichungen sprechen aus, daß die Resultante F, Richtung und 
Sinn der Schwerpunktsbeschleunigung v'^ und die Größe 

F, = wvj 

hat. Die Ixige dieser Kraft bestimmt man durch die Abszisse 

Sä = x^ 

ihres Schnittpunktes A mit der :r -Achse, und zwar vermittels der 
Momentengleichung in bezug auf den Schwerpunkt: 

oder 

(69) X, ^*. 

Man hat also, um den Punkt Ä auf geometrischem Wege zu bestimmen, 

normal zu QS die Strecke 

SJ^i 

aufzutragen und JA normal zu QJ zu ziehen. 

23. Die Arbeitsgeschwindigkeit der Kräfte K und mv^. In die Summe 
^Kv^ cos (v, , K) sind alle äußeren und inneren Kräfte K einzuführen, 
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die bei der Bewegung des Getriebes Arbeit vei-ricliten, für die also weder 
0, noch aoa(t\,K) gleich Null ist. Zu den arbeitenden Kräften ge- 
hören auch die Bewegiings widerstände, insbesondere die in den Zapfen- 
I^em, FühmngeB und Gelenken entstehende Reibung. Eine ffenaiie 
Bestimmung der Reibungsarbeit ist schon aus dem Grunde unmöglich, 
weil das Gesetz der Reibuug, d. h. ihre Abhängigkeit von den Gelenk- 
kräften, den Geschwindigkeiten und von dem Zustande der reibenden 
Flächen nur sehr unvollkomraeii bekannt ist. Eine weitere RL'chnuiigs- 
schwierigkeit ergibt sich aus dem Umstände, daß die Gelenkkräfte Yon 
den Beschleunigungen abhängig sind, und daß es selbst in den ein- 
fochaten Fällen untunlich ist, die Reibungsarbeit als Funktion der un- 
bekannten Drebbeachleunigung rajj des geführten Gliedes darzustellen. 
Man ist aus diesem Grunde genötigt, jene Unbekannte zunächst unter 
Voraussetzung der reibiivriloseii Bewegung oder unter roher Schätzung 
der Reih ungs arbeit zu bestimmen. Alsdann können erforderlichenfalls 
die Gelenkkräfte ermittelt und die Reihungs wider stände genauer berück- 
sichtigt werden. Wir nehmen an, daß die übrigen arbeitenden Kräfte 
K gegeben sind; hierzu gehören die Gewichte der Glieder und die 
Kräfte, die von der Kraftmaschine und von der Arbeitsmascbine auf 
das Getriebe übertragen werden. Es empfiehlt sich, die auf der rechten 
Seite der Gleichung (64) stehenden Arbeitsgeschwindigkeiten der Kräfte 
K und wipj zusammenzufassen. Da die Arbeitsgeschwindigkeit der 
Kräfte »ii'j das negative Vorzeichen trägt, so ist für jedes Glied die 
ilesultante R der auf das Glied wirkenden Kräfte K und der gewendeten 

t Kraft V, zn bilden und ihre Schubgeschwindigkeit t'^cos(r,, Jf) zu 
ttestimmen. Die auf alle Glieder ausgedehnte Summierung ergibt dann: 
Itsn kann diese Summe auf graphischem Wege bilden, indem man 
äie Krüfte M in folgender Weise in den Geschwindigkeitsplan versetzt. 
Es sei F'A'B'C'D' der Gescbwindig- 
keiteplan des Getriebegliedes ÄBCB i..vi«.6» s. Fig. Jo. 



,B). 




ren Richtung und Sinn durch die Bedingung 



ZaiUBbrfn f Mltfasn 



{B, Ji') = iKI« 

Bl. BiDd. 19W. l. H.fl 



beatimmt sind. Die Arbeitsgeschwindigkeit der Kraft R wird ilanti 
dargestellt durch die Größe 

nv,cos(v„R) = R' P'D' sia(P'D;R'), 

d. b. durch das Bt&tiscbe Moment der in den Gescbwiudigkeitsplau ver- 
setzten Kraft f" in bezug auf den Pol F', wenn der Hebelarm der 
Kraft mit dem Geschwindigkeitsmaßstahe gemeaaen wird. Verfahrt 
man mit allen Kräften R m der angegebeuen Weise und bestimmt 
darauf die Resultante R' der in den Qeschwindigkeitsplan versetsten 
Kräfte R' sowie deren Hebelarm C, in bezug auf den Pol P', ao ergibt 
das Moment JCü, die Arbeitsgeschwindigkeit aller Kmfte K und mv'^: 



(71) 



^ Kvi(-os(t\, K) -^mv'^v^aysiv,, 



) = R'i 



Es ist zu beachten, daß die Geschwindigkeit F, eine algebraische Größe 
ist; sie trägt das positive Vorzeichen, wenn das Moment R'r^ den 
positiven Sinn der Uhrzeigerdrehnng hat. 

24. Die Ih-elAeschleuniguny ta[y des gefiüirten Gliedes. Die 
Gleichung (64) ergibt in Verbindui^ mit den beiden Gleichungen (ß5) 
und (71): ^^ 



(72) 



Ä'E 



Ä- 



2"-~ 2< 



Um die Bedeutung dieser Gleichung zu veranacbaulichen, versetzen wir 
jeden Massenpunkt M des Getriebes nach dem im Geschwindigkeitaplan 
ihm entsprechenden Punkt M' und bilden hierdurch den Körper G, 
den wir um eine normal zur Bildebene durch den Pol F' gelegte feste 
Drehachse schwingen lassen. Wir erinnern daran, daß der Maßstab des 
Geschwindigkeitaplanes 



1 cm = 



X cm sek' 



ist (Abschnitt 1). Werden die Abmessungen des Köi-pet 
LUn genma Bstabe 



gemessen, so bezeichnet in bezug auf die Drehachse F': die Größe (—-) 
den Hebelarm der Kraft R', also R' -— das statische Moment der 
Kraft R', und^»i(— -1 das Trägheitsmoment des KSrpers G. Die 
Gleichung (72) spricht demnach aus, daß die Drehbeschleunigung ra,', 




I 
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rdes geführt«!! Gliedes ebenso groß ist wie die Drehbeachleiinigung des 
I Körpers G unter Einwirkung der Kraft H'. 

Die Gdenkkräfte bei rdbungshser Bewegung drs Getriebes. 
I Nachdem die Drehbeechleuuigang ta,', des geführten Gliedes durch 
' Gleichung (72) bestimmt worden ist, kann der Beschleunigungsplau der 
Bewegung I gebildet werden. Man kann darauf für jedes Glied die 
gegebenen Kräfte Ä" mit den gaeendeten Kräften mi\ zu ihren Resul- 
tanten S zusammen- 
setzen. Die graphische '" '^' " 
Beatimmmig der Ge- 
lenkkräfte soll an einem 
Beispiel erläutert wer- 
den. Das in Fig. 71 
dargestellte Getriebe be- 
steht aus dem ruhenden 
Oliede und den fünf 
bewegten Gliedern 1 
his 5. Das Getriebe ist 
io dem Gelenke B fest, 
in dem Gelenke A 
horizontal verschiebbar 
gelagert. Sj bis Sj sind 
die oben bezeichneten, 
aaf die bewegten Glieder 
einwirkenden Kräfte S. 
Diese Kräfte sind nicht 
voneinander unabhän- 
gig; sie erfüllen die 
dorcb Gleichung (63) 
ausgedruckte Bedin- 
gung, nach der das 
Tuhfinde Getriebe unter 
Einwirkung der Kräfte 
-Si bis .Sj; und der beiden 
inflagerkräfte S^, S^ 
flieh nidd in Bewegung 
ür<ie. Das Ge- 

'iebe bildet in diesem Zustande ein statisch bestimmtes Fachwerk, in 
Jiem ei'nS tab fehlt; der fehlende Stab könnte erforderlichenfalls mit 
■ier Spannung Null zwischen zwei beliebige Knoten, z. B. E und G, ein- 
igefügt werden. Die aus den fünf Lasten S, bis Sj hervorgerufenen Auf- 
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lagerkräfte S^, Sf, werden bestimmt wie bei der Berechnung eines ein- 
fachen Fachwerkes. Daß die sieben Kräfte S eine Gleichgewichtsgmppe 
bilden; soll durch den Ausdruck 

Oz. s, + s, + s, + s, + s, + s, + s, 

dargestellt werden. In dem Kräfteplan (Fig. 72) kommt diese Tatsache 
dadurch zum Ausdruck , daß die sieben Kräfte S ein geschlossenes 
Polygon bilden. Wir ersetzen nun jede der Belastungen S^ bis S^ 
durch zwei Knotenlasten^ was durch die Ausdrücke 

Sj ^Bj + Ci, 

Äj -:_L Cj + D2, 

S, E, + F„ 

dargestellt wird. Wir zerlegen also die Kraft« S an den tciUkihiich 
ffrHüMUfii Punkten H^H^ , , , H^ in die angegebenen Komponenten^ die 
auf die Qelenke der betreffenden Glieder wirken. Die Zerlegung ist 
in) Kriift«plau dargestellt Hierdurch werden wohl die inneren Kräfte 
der Getriebeglieder^ nicht aber die Gieichgeirichi^iiiHffUHgen g^Lndert: 
d«iin K« IV die beiden Knotenlasten C, und D^ haben dieselbe Arbeits- 
gt^ohwindigkeit wie die resultierende Last iS^. 

Wir beieiohuen ferner t. B. mit G^ die Kraft« die vom Gelenk G auf 
da» GUtHl ä ülMSurtragen wirt), und haben zu beachten^ daß jedes Glied 
im Gleiohgt^wivht sich beündet uut^r Einwirkung der Kraft S und der 
YUtt ihm aufiiutt«hmendeii Gelenkkräfte. Die hieraus sich ergel>enden 
ttluf Glt^ichgi^wich^nruppen: 

O S^ - ,1, - t.,-- t\ \\ - A, - S, • G, - /; 

k^'.t^tt i» Ki^VinUä uoch nicKi dwpf«?u41i w^iwc. weil die Eiek- 
tm^fm v^ tWWttkkmft^ uitty^k;uml ^^ubkL l>*^:^^^^fil kC^iuh^ lUMclt den 
K#^^ iwr sw^"^^"*^^ Siailik dw ^*«*Ar^V Wi^ittut:; w«nkii« die 
wil^r Käiwuriu^i^ %ier ^si»^^^b«NBi^tt Kftoi«rad;A$t<ett $kh büvWa. Wir be- 
moh^ett ^ R All t^ u»i I\ ^ Kriüfc^^ dW xv^jtt <^w K'kik'^irat Söi» 
Vt> ^M vLae tWiwtk^ t «ii(j l> ilkiMWi||^«i w«>ieaL Btröie KfifW ;ufttier- 
^'irtMMtt $ic4L >JV>ii ^«wwfriwr 3iur Jh^rv^ ^it?vtt >umii ^*aii tn^^»t iä Kriit^ 
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plan die gemeinschaftliche Bezeichnung CD, Die Eräftepolygone der 
sieben Knoten können in der hierunter angegebenen Reihenfolge ge- 
bildet werden: 

o = c, + c, +c, + c,+ c„ 

= D, + D, + D, + Z),+ 7)„ 

(75) ^O^E, + E, + ^/+-B^, 

Nachdem die Stabkräffce bestimmt worden sind^ ergeben sich die 
Gelenkkräfte ^ indem man für jeden Knoten eines jeden Gliedes das 
Kräftepolygon bildet: 



(76) 



.0 








^.A^ + A, + A, + A,, 

= C, + C, + Ci = C3 + c, + c, + c„ 
= Z)^ + A + D, + A^D8 + A + A, 

c £, + E, + ^, ^ E, + ^, + J5„ 



0^ 

Beispielsweise befindet sich das Glied 2 (Fig. 73) im Gleichgewicht 
nnter Einwirkung der beiden Knotenlasten C,, D, und der drei Ge- 
lenkkräfte C,, 2),, Gg. Indem aus jedem 
der drei Stabe CD, DG, GC ein Stück 
herausgeschnitten und durch die Stabkräfte 
ersetzt wird, entstehen drei Gleichgewichts- 
gtuppen, bestehend aus den Kräften 



^t) (^d> C'y, (7,, 
D,, A, D,, A, 

^cf ^dy (^if 








^ ^ 



deren Polygone im Kräfteplan dargestellt werden. 

26. Dtc Beibungsarbeit utid ihr Einfluß auf die Beschleunigungen 
des Getriebes, In der Gleichung (72) 



^11 '^ ^** "-^ 



R'v, 
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wurden in der Arbeitsgeschwindigkeit R'v^ die Reibungs widerstände 
Temachlassigt. Jeder Bewegimgswiderstand yermindert die kinetische 
Energie des Getriebes, er vermindert also den numerischen Wert der 
Drehgeschwindigkeit o^j. Bezeichnet ^ Ä die Summe der pasiüveti 
Werte aller Arbeit^eschwindigkeiten der Widerstände, so ist der he- 
rkktipte Wert (a^^^ der Drehbeschleunigung des geführten Oliedes 

wenn das Vorzeichen von ^Ä dem Vorzeichen von cs^^ eiiigegengesetzt 
gewählt wird. 

Die positiven Einzelbetrage, aus denen sich die Summe ^A zu 
sammensetzt, können berechnet werden, wenn, was freilich in der 
Regel nicht der Fall ist, die Reibungskoeffizienten f bekannt sind. 

Ein einfaches Gelenk, z. B. das Gelenk F 
^' ^^ "* in Fig. 74, verbindet rirei Glieder 4 und 5 

miteinander. Die beiden Gelenkkrafte sind 
von derselben positiven Größe 

Sie erzeugen an der Oberflache des Grelenk- 
Zapfens vom Durchmesser d einen Reibungs- 
widerstand von der Größe fF^. Ist die Dreh- 
geschwindigkeit o^ des Gliedes 4 algebraisch 
größer als a>^, so ist irf^Ö4 — a^ der positive 
Wert der relativen Geschwindigkeit der beiden 
reibenden Flachen gegen einander. Die Arbeitsgeschwindigkeit der 
Reibung bat demnach fi!r das einfache Gelenk F den positiven Wert 

Ein Dü^i^^enk, i, B. das Gelenk K [F\g 74», verbindet drei 
Glieder 6, 7» 9 miteinander Der Gelenkrapfen ist mit etilem Grliede 
starr verbunden« und för die Gri^ßt^ der Keibnngsarbeit ist es »ieW 
srleichgültig« welches Glietl den Zapfen trigt; wir nehmen beispielsweise 
an« daß das Glied 7 dfn Zapfen tHi^t^ i^nd daß algebraisch 

isi. Das Di^ppiftl^eleittk A' btmutv^Ut a)«\> autt vlen iwei ein&chen Gdenken 
iwischen den Gliederte t>. 7 \u\d 7, ^\ und die Arbeits^rnch windigkeit 
der Reibung hat «ufv4g^ Gleiohuu>j v^^^^ ^''^^^ pv>«itiven Wert 
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Gelenke mit melir als drei Gliedfini kommen in den gebräucblicben 
Getrieben nicht top und brauchen daher hier nicht berückBichtigt zu 
werden. 

27. Bf^ekutifien sicischen der Anzahl der Glieder eines Getriebes, 
der Amahl der Gelenke rt«rf der Stiäie. Wir bezeichnen mit e die 
Anzahl der einfachen Gelenke des Getriebes, mit d die Anzahl der 
Doppelgelenke, mit s die Anzahl der Stäbe, mit tj die Anzahl der 
Glieder und nehmen im, flaß etwaige Schieberverbindungen nach Ab- 
schnitt 5 durch Gelenkverbindungen ersotjct worden Bind. 

Um {e-\-d) Gelenke starr miteinander zu verbinden, sind 
2 (« + d) — 3 Stäbe erforderlich. Wenn ein Stab einer solchen 
starren Verbindung beseitigt und ein zweiter festgehalten wird, ao ent- 
steht ein Getriebe. Daher ist 

(801 s = ?(p + (f) - 4 = 2{r + rf - 21, 

Die Anzahl der Stäbe ist also stets gerade. In der Anzahl s sind, 
wie aus den vorstehenden Angaben hervorgeht, anch die Stäbe ent- 
halten, die zur starren Verbindang der mhenden Gelenke erforder- 
sind. 

Jedes der e einfachen Gelenke nimmt ntcei und jedes der d 
Doppelgelenke drri Gelenkkräfte auf, und da jede Gelenkkraft sicei 
Unbekannte enthält, z. B. ihre Projektioneu auf zwei feste Achsen, so 
enthalten die Gelenkkräfte 2(2e + 3rf) unbekannte Größen. Außer- 
dem sind drei unbekannte Auflagerkräfte zu bestimmen; in dem Ge- 
triebe Fig. 71 z. B. die vertikale Lagerkraft S^ und die beiden 
Komponenten von S^. Die Gesamtzahl der Unbekannten ist sonach 
e + 6rf -j- 3. Die Berechnung dieser Größen ist, wie aus Ab- 
itt 25 hervorgeht, eine bestimmte Aufgabe Die unbekannten Kräfte 
iben nun folgende Bedmgungen zu erfüllen: 

1) Ein jedes Glied befindet sich im Gleichgewicht unter Einwirkimg 
Kraft S und der vom Gliede aufzunehmenden Gelenkkräfte. Diese 

igong ergibt für jedes Glied drei, für g Glieder also 3^ 
Gleichongen. 

2) Jedes Gelenk befindet sich im Gleichgewicht unter Einwirkung 
der von ihm aufzunehmenden Gelenk- und Lagerkräfte Da diese Be- 
dingung durch nvei Gleichungen ausgedrückt wird, so ergeben sich 
2(e -f- rf) Gleichungen. Endlich ist zu beachten, daß die Kräfte S 

Gleichung (63) von einander abhängig sind. Diese Gleichung 
sich ergeben, wenn die [Ar + 6'/ 4- 3) unbekannten Kräfte aus 
3f; + 2c + 2d) gegebenen Gleichungen eliminiert werden. Folg- 



^halb 
beb 



i ist: 



{%g + 2e + 2(0 - (4c + l5rf + 3) = 1 
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oder 

(81) <, = 2i±^. 

Die Anzahl der Glieder mit Einschluß des ruhenden Gliedes ist dem- 
nach ebenfaUs stets gerade, und die Zahl e + 2d + 2 ist teilbar durch 
drei. Aus den Gleichungen (80) und (81) folgt noch 

(82) i€ + 6d = s + a^r. 

Demnach ist (4e — s) teilbar durch 6 und (s + 3g — 6d) teilbar 
durch 4. 

Beispiele. Für das in Fig. 71 dargestellte Getriebe ist: 

e = 7, d = 0, 5=10, g^Q 

und den Bedingungen (80) — (82) gemäß 

5 = 2(e + d - 2) = 10 = 2(7 - 2), 

4e + 6rf = 5 + 3^ = 4 . 7 = 10 + 3 . 6. 

Femer ist für das Getriebe Fig. 74: 

c = 9, rf = 2, s=18, (^==10 

und übereinstimmend mit den Gleichungen (80) — (82): 

s = 2(e + d - 2) = 18 - 2(9 + 2 - 2), 

e+2(l + 2 9 + 4 + 2 

(/== J g = lU — - - . 

4c + 6d - .s + 3(/ = 4 • 9 + 6 . 2 = 18 + 3 • 10. 

28. Die innereti Kräfte ehies Getriebegliedes. Um die Kräfte zu 
bestimmen, welche die Festigkeit eines Getriebegliedes in Anspruch 
nehmen, zerlegt man das Glied durch Schnitte, bei einem stabförmigen 
Korper z. B. durch Querschnitte, in eine Anzahl Ton Teilen 1,2,3,... 
Für jeden dieser Teile bestimmt man den Schwerpunkt, die Masse 
w»i, »if^, iHj, . . ., die Sohwerpunktsboschleimigung Vj, r'^, r,, ... und 
die Resultante der äußeren Kriifto K^, A",, A'j, . . . Die Teile sind so 
klein zu wählen, daß die Kräfte wv* mit gtmügender Genauigkeit durch 
die Kräfte »^vj, w,f'^, . . . or8otf.t werden kimnen. Jeder Teil, z. B. der 
Teil 2, befindet sich im Gleichgewicht unter Einwirkung der Kraft K^\ 
der getcendeten Kraft fH^v'^ tnul der innortMi Kräfte, die von den be- 
nachbarten Teilen 1 und 1) dun^h die tn^nnondon Schnitte auf den 
Teil 2 übertragen wenlen. Die Kontigkeit doM Glieiles wird demnach 
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ebenso in Anspruch genommen wie die eines ruhenden Körpers^ auf 
den die gewendeten Kräfte ni^v[, m^v'^, . . . und die äußeren Kräfte K 
mit Einschluß der Gelenkkräfte einwirken. 
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yei*wandlimg der Polygone in Dreiecke von gleichem 

Moment beliebigen Grades. 

Ein neues Verfahren zur graphischen Bestimmung von Momenten, Schwer- 
linien, sowie des Rauminhalts von Drehungskörpem. 

Von J. ScHNÖCKEL in Aachen. 

In dieser Zeitschrift Band 49 (1903) Seite 372—381 hat der Ver- 
fasser nachgewiesen^ daß sich krummlinig begrenzte^ ebene Figuren 
mit Hilfe eines einfachen Apparats in Dreiecke von gleichem Moment 
Terwandeln lassen. Der Gedanke, die Kurve durch eine ausgleichende 
Gerade zu ersetzen, sowie das praktisch zur Flächenberechnung vielfach 
angewendete Verfahren der Verwandlung von Polygonen in Dreiecke, 
ließ vermuten, daß letztere rein konstruktiv auch nach dem statischen 
Moment, dem Trägheitsmoment und nach Momenten beliebigen Grades 
ausgeglichen werden könnten. 

Die Lösung der Aufgabe erfordert eine Erweiterung des über die 
Verwandlung der Polygone nach Fläche bekannten Lehrsatzes, und für 
die Praxis bedarf es keines eigenen Apparates, sondern nur zweier 
Zeichendreiecke und einer Eopiemadel. Die Konstruktion der Schwer- 
linie und reduzierten Pendellänge eines Polygons gestaltet sich in dieser 
Weise viel einfacher als es mittelst graphostatischer und anderer Me- 
thoden möglich ist, und hat auch den Vorteil großer Sicherheit und 
Genauigkeit. 

Dem Ausgleichungsprinzip liegt die Lösung folgender geometrischen 
Aufgabe zugrunde. 
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Verwandlnng der Polygone in Dreiecke ubw. 



Flg. 1. 



Ein Polygon in ein anderes von gleichem Moment beliebigen Oradee 
zn verwandeln, welches eine Seite weniger hat. 

Das Polygon MNK^K^K^K^K^ (Fig. 1) soll in ein Sechseck von 
gleichem Moment tt-ten Orades verwandelt werden. Die Momenten- 

gleichnng möge lauten ^ =^l xy'^dy^ wo y das Lot von einem be- 
liebigen Punkte des Polygons 
auf MN als X-Achse (Leit- 
linie) bezeichnet. 

Will man den Linienzug 
NK^K^ durch eine ausgleichende 
Gerade ersetzen, ohne das ,,Mo- 

ment ten Grades'^^ =^1 xdy = 

Fläche des Polygons zu ver- 
ändern, so zieht man nach 
einem bekannten Lehrsatz der 
Planimetrie K^Ä^ \\ K^N. Dann 
ist AqK^ die gesuchte Gerade. 
Zur Ausgleichung nach dem 

statischen Moment ^, =^J xydy 

macht man S^i^^i ^-4^ und erhält 
A^K^ als ausgleichende Gerade. 
Das Siebeneck MNK^K^K^K^K^ 
ist in das ihm bezüglich des sta- 
tischen Moments gleiche Sechs- 
eck MA^K^K^Kj^K^ verwandelt 
worden. 
Zieht man zur Ausgleichenden ersten Grades K^A^ die Parallele 
A'i-4|, io gleicht A^K^ den Linienzug NK^K^ nach dem Moment 

y ** jxy^iiy ^TrSgheitsmomenf^ aus. 




V 



Allgemein wird das Polygon nach dem Moment 



X 



in em 



anderes verwandelt, das eine Seite weniger hat, indem man zur Aus- 
gleichenden {H -- IVten Grades K^A ,-,x die Parallele K^A^ zieht. Das 
gesuchte Polygon ist MA^K^K^K^K^. 

Für »• — — 1 und — 2 versagt das Verfahren, wie spater in der 
Theorie bewies»eu wird; dagt^gen ist die Ausgleichung nach dem Moment 

^.-j^*" / f<'y 9^^T einfach. Man aieht »u .VA^ die Parallele VK^ 
und dann A^ ^^K^ | TA^ Pas momentengleiche Sechseck ist 
M A^,^\K^K^h^K^^ 
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Fig. 2. 



Für ^^/ ») findet man den Punkt ^(-«) aUgemein, indem man 

-fi^A-«) N -^ A-n+i) macht. 

Sobald n ein Bruch ist, wird die Ausgleichung unmöglich und 

nur annähernd durch Interpolation zwischen Ä„ und ^^^ ausführbar. 
Praktische Anwendung des Ansgleiohnngsprinzips. 

Durch mehrfache Anwendung obiger Konstruktion kann man m-Ecke 
in (m — 1)-, (w — 2)-Ecke und schließlich in Dreiecke verwandeln, 

ohne das Moment ^^ =J s^y^dy zu verändern. Praktisch führt man 

die Verwandlung folgendermaßen aus. 

Man gibt dem Polygon eine solche Lage, daß die zur Leitlinie 
gewählte Seite MN (Fig. 2) nach rechts fällt, legt ein Zeichendreieck 
am besten aus Gelluloid mit 
der Kante bei N in der Rich- 
tung NK^ an und verschiebt 
es an einem zweiten Dreieck 
parallell bis K^ . Der in der 
Figur 2 mit bezeichnete 
Schnittpunkt der Parallelen 
mit MN wird jetzt durch 
Aufsetzen einer Kopiemadel 
vorübergehend festgehalten, 
aber nicht mit Bleistift usw. 
bezeichnet. Man dreht die 
Kante um bis sie in die 
Richtung OK, fäUt, hebt 
die Nadel vom Papier und 
Terschiebt am zweiten Drei- 
eck wiederbisJTi. DerSchnitt- 
ptmkt 1 der Kante wird mit 
der Nadel markiert, ohne 
weiter bezeichnet zu werden. 
Die Gerade (in der Figur 
nicht ausgezogen) \K^ er- 
setzt den Linienzug NKyK^ 
nach dem statischen Moment. 
Die Kante wird nun um die 
Nadel bei 1 bis K^ gedreht, dann die Nadel entfernt und das Dreieck 
parallel bis K^ geschoben. Nachdem die Kante wieder um den Schnitt- 
punkt mit MN gedreht und das Dreieck bis K^ verschoben ist, erhält 




M* 



9^ 
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man die (Gerade l'K^f welche nun den Linienzug NK^K^K^ nach dem 
statischen Moment ausgleicht. Danach ergibt sich l"^^ als aus- 
gleichende Gerade des ganzen Linienzuges. 

In entsprecliender Weise ist der Punkt 0" gefunden worden, dessen 
Verbindungslinie mit K^ den Linienzug NK^K^K^K^ nach Fläche aus- 
gleicht. Bei Verwendung einer Kopiemadel ist jede dauernde Bezeich- 
nung Tou Zwischenpunkten, wie 0, 1, 2 usw., unnötig und stört nur 
die Übersichtlichkeit Beachtet man, daß zur Ausgleichung nach dem 
««tatischen Moment für jede Polygonecke zwei parallele Verschiebungen 
dt*8 Dreiecks und zwei Drehungen um die Nadel erforderlich werden, 
so sind Irrtümer ausgeschlossen. Die Resultate, welche durch Ver- 
wandeln der Polygone in Dreiecke gleicher Fläche praktisch gefunden 
wunden, seichnon sich durch große Genauigkeit aus, und dasselbe kann 
man auch von dem hier yerallgomeinerten Verfahren behaupten. 

Macht man JfP=J3fA'^ (,Fig. 2\ zieht dann PS | Ö^ und 
endlich ru MS die Parallele 55', so ist dies eine Schwerlinie des 

Polygons MNK^K^K^K^. 
^'f * Diese Konstruktion ist we- 

sentlich einfacher als sie 
die graphische Statik mit 
Hilfe des Eriftezoges lehrt 
und dürfte daher allen be- 
kannten Methoden zur Auf- 
findung des Schwerpunktes 
einer ebenen Figur vorzu- 
«efaen sein. 

Beseichnei man das 
Ia^i Tom Endpunkte der 
.Vusigieicliung K^ auf MN 
mit tk 5Hl> ist das Volumoi 
tW durch Rotution des Li- 

cTrc^turtim Ihriimmpsiörpers 

Je hMw«r tiM- iM-Ä^i <}ov A\^^f^>ohnnlr x«^ini «to ä> großer ist auch 
5 je Xi^wiKl Ärv Kl^nf^)^^)^>^tuNw<^«. *«* ^)ene:n ^a$ K^^smltat beiroi^ht 
Fi;t r^.iic V^r^«fto)«njy «t^^ fi^n.W W,^-f «i n;TC Axi^^thäcbeii einer 
Ttvlv^^wv^ior % ■• 1 )NWmUo)<M \ <^>'*^^>^>e^v,)w^Nr^ i:7>r, Th^^ungi»! des 

W7*«t «? 'Rc*:* iM^**)^ 'Vw ^^NWA*^l ^ Win <5^^W ^'^ ^«^ -»1 f» — S^ Eiiuel- 
^>ipe!rKi90iM(ft 







>. I 
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Fig. 4. 



J>V 



In Rücksicht auf die im ersten Abschnitt beschriebene Verwand- 
lung eines m-Ecks in ein {m — 1)-Eck gleichen Moments vom n-ten 
Grade erübrigt es sich, auf die praktische Ausgleichung nach dem 
Trägheitsmoment usw. mit Zeichendreieck und Eopiemadel einzugehen. 

Die (in Fig. 3 nicht ausgezogenen) Geraden l^, und 2K^ gleichen 
das Fünfeck MNK^K^K^ nach dem statischen imd Trägheitsmoment 
aus. Macht man MP' =- ^MK^ und zieht zu IP' die Parallele 
2L, so ist das Lot von L auf die Leitlinie MN die reduzierte Pendel- 
länge des Polygons. 

La Fig. 4 gleichen die Geraden O^, und IK^ den Linienzug 
NK^K^K^, die Geraden (TÄ, und PZ, den Zug MK^K^K^ nach 
Flache und statischem Mo- 
ment aus. Es empfiehlt 
sich immer, den von der 
Leitlinie am weitesten ent- 
fernten Punkt zum End- 
punkt der Ausgleichungen 
zu wählen, da anderofalls 
die Dreiecksbasen axxSMN 
sehr groß werden. Macht 
manwiederFP^J ÖTä,, 
setzt die Entfernung 00' 
mit dem Zirkel von 1' 
aus bis Ä ab und zieht 
iSII^P, so ist die 
ParaUele SS' zu MN 
Schwerlinie des Polygons 
MNK^K^K^K^K^, Der 
Inhalt des Drehungskör- 
pers ist F= \y^^ ' 11'. 

Etwas anders ge- 
staltet sich die Konstruk- 
tion der Schwerlinie, wenn 
die Leitlinie das Polygon schneidet wie in Fig. 5. Die (nicht aus- 
gezogenen) Geraden OJEj, O'Ä,, IK^ und l'Jfg gleichen das Polygon 
NK^K^K^K^K^M nach Fläche und statischem Moment aus. Um auch 
hier zu einer einfachen Konstruktion der Schwerlinie zu gelangen, be- 
BÜmmt man einen Punkt V so, daß seine lotrechte Entfernung von 
MN dem Lot von K^ auf letztere gleich ist. Die Geraden (0) V und 
(\)V gleichen den Zug NK^K.V, die Geraden (0')F und (1^ den 
Linienzug MK^K^V aus. Setzt man von (1) aus die Länge 11' bis 
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B ab, 80 ist (1 ') BK^ das Dreieck, welches dem Zehneck NK^K^ . . . MK^ ... -Kg 
inbezug auf das statische Moment gleicht. Macht man nun 



Flg. ß. 




das statische Moment 



^- is, S-^M, 



X' 



W- l"M. 



In Fig. 3 ist das Trägheitsmoment 



In Fig. 4 ist 



J?^ = 00' + (0)(0'), 

so ist ABK^ dem 
Polygon flächen- 
gleich. Die Paral- 
lele (PyS zn ^P , 
schneidet JSjST, im 

Punkte S der 
Schwerlinie. Der 
Einfachheit wegen 
legt man die Achse 
tunlichst so, daß 
sie die Figur nicht 
schneidet. 

Ist y das Lot 
vom Endpunkte der 
Ausgleichung auf 
MNy 80 wird in 
Fig. 2 die Fläche 
des Sechsecks 



2'o=iyOO'und2',= iyil'- 



Für das Zehneck (Fig. 5) ergibt sich als Fläche 



2.- 

als statisches Moment 



iy|()0' + (0)(o')] = iv^£, 



2',= \f- [ff - (i)(i')] --= W- (i')ß. 



Von J. SCHNÖCKEL. 
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Theoretische Begr&ndimg der in den beiden ersten Abschnitten auf- 
gestellten Behauptungen. 

Das in Fig. 6 dargestellte Polygon NK^K^K^K^M werde 
durch die ausgleichende Gerade AK^ in das Fünfeck AK^K^K^M von 

gleichem Moment n-ten Grrades ^^ ^ jxjf^dy verwandelt. Schneidet 

die yerlängerte Polygonseite K^K^ die Achse in V, so ist der For- 
derung genügt, wenn die Dreiecke VNK^ und VAK^ momenten- 
gleich sind. 

Fig. 6. 




Durch partielle Integration kann man ^^ zwischen den Grrenzen 

und y unter der Form ^ = / ^ , dx darstellen. 

Bezieht man die Koordinaten Xy y auf die Gerade VK^ und a, ß 
auf NK^y so lautet, wenn f als Funktionszeichen dient, die Bedingung 
etwas allgemeiner als Gleichung (1) in des Verfassers anfangs erwähntem 
Aufsatz 

(1) j)ly)dx --fmda = K. 



y=0 



fi=^0 



Entsprechend der dortigen Gleichung (la) ergibt sich aus den Be- 
ziehungen 



die Formel 



(2) 



«=y/'? da=^~dß 



y=y if==y 

fmdx - ^fmdß = K 

y=0 (i—O 
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Schreibt man wieder y statt ß und entnimmt aus Fig. 6 die Be- 
ziehungen 

y = p sin £^ X =^ Q cos £ = r + <y, 

dy = dQ sin £, dx = dp cos f , 
so geht (2) über in 

cos e I f(ff sin f)dp / /"(p sin s)dQ ^ K 



oder 



(-'r'-OJ^^^'^^^^''^^-^- 



In vereinfachter Gestalt erhalt man als Relation zwischen £, 6, p 
und K 

(3) J-J>(psin.)rfp = ir. 

Für den speziellen Fall der Momente n-ten Grades 

yn + l 



(3a) m - „ ^ , 

wird 

(4) '^^-M'"» = if. 

Integriert man und bedenkt ^ daß diese Gleichung für alle Werte 
von 6 und p gilt, so findet sich^) 

(5) <rp-+» = ..,;+•»('• + ^^±l)A-. 

Sin« ^ 

Diese Formel läBt eine einfache, geometrische Deutung zu. 
Zur Verwandlung 0-ten Grades (nach Fläche) kann man nach (5) 
schreiben (vergl. Fig. 7) 

(6) «To = <r . (;) = V. 

Denn zieht man OK^ i XK^, so geht aus der Ähnlichkeit der Dreiecke 
I 0A\ und VXK^ die letzte Gleichung hervor. 

Soll der Linienzug XKy K^ nach dem statischen Moment (w = 1) 
:iuss;t^lichen werden, so ist auch Formel [O) imd (tu 



i'^ 



.. = ,.(;v. «■?.(•) = 11- 



1 Kormel {b) läßt sich auch aus der in des Verf. oben erwähntem Aofsatx 
>k'itv -uH entwickelten Schlußformel (6) [r = m • h] ableiten. 
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Wenn TK^ B ÖE,, folgt Gleichmig (7) aoa der Ähnlichkeit der 
Dreiecke VIK^ und 70Ä,. 

Ganz analog erhält man fOr das Trägheitsmoment (n ^ 2) durch 
Paralletzieheu zur Ausgleichenden 
ersten Grades IK^ nach (5) und (7) "'■ '■ 



©■= 



Hiemach ist die Eonstraktion 
der Punkte n auf MN fOr Momente 
nten Grades ohne weiteres einzusehen, 
und es bleibt nur noch übr^, die 
Verwandlung nach Momenten nega- 
tiven Grades ^ = ( — dy aus 

Formel (5) geometrkch abzuleiten. 
Für M — — 1 und — 2 lauten 
die Momentengleichongen 

2',-.r/f"'!'--/f' 

In beiden Fällen werden die 
Formeln (3 a) resp. (4) logaritbmiacb 
und fOhren zu keiner geometrischen 
Konstraktion. 

Ma cht man ZKjWNK^ und dann 
(- S)Kj B ZK^, so wird 

and 

(8) (_3)F-^r?s = 



Gin Vergleich mit Formel (Ö) ergibt für k - 




Die Gerade (— 3)Kf gleicht also den Linienzng NK^Kf nach dem 
Moment ^ aus. 

Die Parallele (- 4)Z, zu (- 3)Ji; ist Aasgleichende (- 4)-ten 



ZritMhitfl f. HMbtniliUk o. Fbjrik. tl. Bud. 1M4 1. Hrfb 
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Grades, denn aus der Ähnlichkeit der Dreiecke F(— 4)J5l2 und F(— 3)Äi 
und nach (8) folgt 

Stereometrisch wird die Formel (5) für w = 2 in einfacher Weise 
nach der Guldinschen Regel abgeleitet. 

Das Ausgleichungsprinzip bedingt, daß das statische Moment des 

Polygons ^ = y/y*^^ konstant bleibe, wenn die Seite NK^ (vergL 

Fig. 6) in die Lage AK^ übergeht. Es muB auch das Integral 

njy^dXf der Inhalt des Drehungskörpers um MN^ konstant bleiben, 

wenn das Polygon durch allmähliche Ausgleichung in ein Dreieck, der 
Körper also in einen Kegel verwandelt wird. 

Der Inhalt des Kegels VNK^ ist das Produkt aus der Dreiecks- 
flache VNKi und dem Wege des Schwerpunktes D oder in einer Formel 
ausgedrückt 

(l^tfsina) • 2n • (jpsin«) = K. 
woraus folgt 

ÖQ^ = öqqI = — :-, . 



Die allgemeine Formel, mit deren Hilfe* die Momente nach voll- 
zogener Ausgleichung zu berechnen sind, ergibt sich aus Gleichung (2) 

für jK" = 0. Man setzt nach (3a) f(y) = ^-j^ und integriert die linke 
Seite zwischen den (Frenzen und y, sodaß man schlieBlich erhält 

r„ (siehe Fig. 6) ist die Projektion resp. die Summe der Pro- 
jektionen der ausgleichenden Geraden. Für Fig. 3 ist r^ = 1 Jfcf, r2='2M'^ 

für Fig. 4 dagegen r^ = 00' = l'Ä, r^ = 11'. In Fig. 5 setzt sich r^ 
und rj aus der Summe resp. Differenz zweier Projektionen zu- 
sammen. 

Es fehlt nun noch der Beweis für die im zweiten Abschnitt an- 
gegebene Konstruktion der Schwerlinie und der reduzierten Pendellänge. 
Der Abstand der Schwerlinie SS' (vgl. Fig. 2 und 4) von der Achse 
MN ist nach mechanischen Grundsätzen in Rücksicht auf (9) für n = 
und 1 
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Da in Fig. 2 die Strecke PM =^ i^*-^ ist, so wird das Lot von 
P auf die Achse gleich |y. Ferner ist 0"P || 1"Ä Nach den Pro- 
portionssätzen verhält sich dann 



i7:|y = l"Jlf:0"Jf = ri:ro. 

Es ist also SS' Schwerlinie des ausgeglichenen Polygons, 
unter reduzierter Pendellänge versteht man den Quotienten 

fxy^dy ^Jy^dx 
fxydy \Jy*dx 

Dieser Ausdruck geht nach Formel (9) über in 

(11) i= JL = ^jJ^l:lii = iy3. 

Vergleicht man die Formeln (10) und (11) mit einander, so zeigt 
sich, daß in Fig. 3 P' M ^ -K^M sein muß; an die Stelle von und 
1 treten hier 1 und 2. Dann ist das Lot von L auf MN gleich Z. 

Die größte Genauigkeit erreicht man bei diesem Verfahren, wenn 
die Ecken des zu verwandelnden m-Ecks durch feine Nadelstiche be- 
zeichnet sind. Der mittlere Richtungsfehler ft der ausgleichenden Ge- 
raden setzt sich für das Moment ^ aus den Abweichungen von (wie 

oben gesagt) 2(w + l)(w — 3) Einzeloperationen zusammen. Diese 
sind ebenso oft positiv wie negativ und rechtfertigen das Fehlergesetz 



f* = ± -Ky2(n -f l)(m - 3). 

Die Eonstante K muß sehr klein angenommen werden, da die 
Resultate sich durch eine erhebliche Genauigkeit auszeichnen. 

Aachen, im Februar 1904. 



Über instantane Schranbengeschwindigkeiten nnd die 
yerzahnimg der Hyberboloidräder. 

Von Martin Disteli in Straßburg i. E. 

(Mit einer Tafel, Pig. 15— 15d.) 

In den folgenden Ausführungen handelt es sich um die geometrische 
Zusammensetzung und Zerlegung instantaner Schraubengeschwindigkeiten, 
einerseits um daraus die Mittel zur zeichnerischen Darstellung der yer- 
Bchiedenen Typen der Schraubenaxoide zu gewinnen, andererseits um 



r)2 über inatantane SchmnheDgffirliwiniligbeiti'D -nsw. 

ZU einer geonietriech genauen Verzahnung dieser Axoide, iaabesondei« 
der Hyperboloidrüder zu gelangen. 

Das VerzalinungB prob lern zweier Hader an windBohiefen oder ge- 
kreuzten Achsen gehört bereits einer früheren Zeit an und geht anf 
'Jh. Olivier') zurück, der schon 1815 den Gedanken erfaßte, Bewegungen 
um zwei sich nicht schneidende Achsen direkt aufeinander zu über- 
tragen. Olivier gab 1816 eine Verzatinung zweier Räder bekannt, 
deren zylindrische Grundkörper zu gekreuzten Achsen gehören und 
Zähne tri^en, die sicli beständig längs einer geradlinigen Strecke be- 
rühren, alao zur tlbertragung njecbauisclier Arbeit tauglich sind. 

Dieses Beispiel einer Linien Verzahnung, welches auch durch Modelle*) 
veranschaulicht wurde, blieb infolge seiner Einfachheit lange Zeit da.s 
einzig bekannte einer wirklich ausfübrbajen Verzahnung; denn wenn 
auch im Laufe der Zeit noch weitere Versuche hinzugekommen sind, 
welche bereits von hyperboloidischen Grundkörpern ausgehen, so haben 
diese doch die Allgemeinheit der Olivierschen Auffassung kaum 
erreicht. ') 

Diese allgemeine Theorie Oliviera liegt aber auf dem Gebiete 
der Scbraiibentbeorie. In der Tat läßt sich denn auch durch Heran- 
ziehung dieser, namentlich durch die Herren Sir Robert Ball, 
V. Klein, E. Study u. A. bekannt gewordenen Theorie, das Ver- 
zahnungsproblem gerade im wichtigsten Falle der Linien Verzahnung 
in einer Weise lösen, die der bekannten Zjkloidenverzabnung der 
Stirn- und Kegelräder in vollstiindiger Analogie zur Reite gestellt 
werden kann. 

Von den dynamischen Fragen des Problems ist im folgenden ab- 
gesehen; wir beschränken uns vielmehr darauf, die geometrische Form 
der Zahnilanken durch kinematische Betrachtungen zu bestimmen und 
reichen zu diesem Zwecke mit dem einfachen Mittel der Zusammen- 
setzung von Seh rauben gesch windigkeiten aus. Diese führt naturgemäß 



1) Theodore Olivici, Theorie Q^oin^trique des Engrenages. Paria ISIS, 
welchen Werk eine chrooologiache Angabe aller Ätbeite» enthUt, welche OÜTJer 
1816 bis 183S iib^r VeTKahnungBiirob lerne veiöffeutlicht hat, 

S) Nach AngaboD Olivier», Seite 118 a. a. 0. zuerst 1831 an der £eole 
Poljtochnique; dann durch T. RittersliauB, an der ModellftuEstellung 1832 in 
München aiisgitstellt. Yorgl. Katalog niatbcmatiBcber Modelle uaw. von W. Djck, 
III. Abt. Seite 314, wo das Modell beaohrieben ist. Vergl. auch: Putzer, Spiraloid- 
rUder, Zeitschrift des Voreiaa dentacber Ingenicvue, der im wesentlichen den Aue- 
filhrungen Oliviers folgt. 

3) Vergl. A.Schoeufließn. M. Grübler, Enc;lilopädie der mathematischen 
Wiueniühan«!! ; Band IV,, Heft 2, Seite ä<il und die diesbezüglichen weitereu 
Litern tuiangaben Seite S66 fT. 



Von Mast IN Disikli. 
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deo bekannten Eigenschaften des Zylindroids oder PI üek ersehen 
.onoids, zu den mit dieser Fläche ziisammenhäDgendeii Aaoidscharen 
und dadurch von selbst auf eine Verzahnung sowohl der Schrauben- 
axoide als der Hyperboloide. Es läßt sich voraussehen, daß durch Ein- 
fahning der mit den Schrauben des Zjlindroids zusammenhüngenden 
Systeme linearer Komplexe verschiedenen Resultaten eine elegante Her- 
leitung gegeben werden kann; wenn in den vorliegenden Ausführungen 
von diesem Hilfemittel nicht Gebrauch gemacht wurde, so geschah es 

dem Bestreben, das Ziel durchweg mit möglichster Einfachheit zu 

liehen. 
Die Zusammensetzung der Schraubengescliwiudigkeiten muß zum 
Zwecke der Konstruktion geometrisch interpretiert werden und geschiebt 
in einer bereits früher besprochenen') und jetzt vervollständigten Weise, 
welche in einem speziellen Falle schon von Lewis') zur Konstruktion 
des Zylindroida benutzt worden ist, 

V Die Brauchbarkeit der Verzahnung und der Hyperboloidräder kann 
allerdings vom geometrischen Standpunkt aus nicht entschieden werden. 
Jedenfalls aber bleibt dem Verzalinungsproblein schon seiner Äuseban- 
Itchkeit wegen ein theoretisches Interesse gesichert, und dies umsomehr, 
als die mit dem Problem zusammenhängenden Aufgaben mit zu den an- 
regendsten Anwendungen der darstellenden Geometrie gerechnet werden 
dürfen. 



von 

^■jirTei 



I 



1. ZnBammensetzung inBtaatajier SchraubeiigeBohwiiidigkeiten. 

Wir betracliten zwei feste Achsen o^ und "„ von gekrennter oder 
windschiefer Lage. Die gemeinsame Normale derselben wählen wir als 
Achse 2, den Mittelpunkt 31 der kürzesten 
listanz 0,0^, welche die Länge 2a * ' 

iben möge, als Anfangspimkt eines recht- 
inkligen Koordinatensystems (Fig. 1). 
ie positive Richtung der Achse e gehe 
rechts; die positiven Richtungen 
Achsen Oj nnd Oj seien so festgelegt, 
daß der von ihnen eingeschlossene Achsen- 
winkel 2ß ein spitzer Winkel ist. 

Die Achsen x und y des Koordi- 
natensystems seien parallel zur innem 

und äußern Winkelhalbierenden des Achsen wink eis gezogen. Die 
,fosttive Richtung der Achse x liege nach der Seite der positiven 
1} Vergl. diese Zeitschrift, Band 46, Heft I u. S, Seite 131 ff. 
S) Vergl. T.C.LewiB, MesHBnger of Mathemaläci. Vol.II. Seite 1—6, 1873. 
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Bicbtungen von o, und o,; die positive Richtung der Achs 
festgelegt, daß von der positiven Seite der Achse z aus gesehen (_+ x) 
durch Drehung im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers nach (+ y) 
gebracht werden kann. Dieses Koordinatensystem M(x, y, z) heifie 
knrz das MIltelpitrilissi/staH. 

Jede Gerade g, welche die Achse s in einem Punkte F recht- 
winklig schneidet, heiße eine Achse. Sie ist bestimmt durch den Ab- 
stand Q ihres FuBpunktes F vom Mittelpunkt M und durch den 
Winkel « gegen die positive Richtung der Achse x. 

Der Winkel a liegt vorläufig zwischen Null und vier Rechten, nnd 
es sei diejenige Seite der Achse y als positiv bezeichnet, welche durch 
die Richtung der positiven Achse x angezeigt wird, falls diese in der 
Richtung von x nach 1/ um den Winkel k gedreht wird. 

Vom Fußpunkte F aus denken wir jetzt in der Achse g eine 
Strecke k von bestimmter Länge aufgetragen; nach der positiven Seite 
der Achse fi. falls h positiv ist, nach der entgegengesetzten, falls b 
negativ sein sollte. Diese Strecke heißt nach Sir Robert BalP) der 
Wimlufu/sparamder der Achse. Geometrisch bestimmt er durch jeden 
Punkt des Raumes eine Schraubenlinie, welche <j zur Achse und h zur 
reduzierten fianghöhe hat. Die Gesamtheit dieser Schraubenlinien 
bildet die Ballucke Schraube^ sie ist nach rechts oder links gewunden, 
je nachdem der Windungsparametcr eine positive oder negative Strecke ist. 

Fügen wir der Strecke h noch eine zweite von F ausgehende 
Strecke o der Achse hinzu, der wir ebenfalls bestimmte Länge nnd 
bestimmten Sinn gehen wollen, so kann ra die um die Achse statt- 
findende Winkelgeschwindigkeit darstellen, die von der positiven Seite 
der Achse aus gesehen im Sinn des Uhrzeigers oder im entg^en- 
gesetzten dreht, je nachdem a eine negative oder positive Strecke ist 
Soll die in der Zeiteinheit erfolgte Amplitude rp bestimmt sein, so ist 
allerdings auch die Angabe der Einheit sstreckc c erJbrderlich, weil f 
den auf dem Einheitskreis gemessenen Bogen von der Länge a 
bedeutet. Die Strecke e denken wir uns in der Folge gegeben. 

Durch das Hinzutreten von m wird an der Achse g eine bestimmte 
Translationsgeschwindigkeit von der Größe ha hervoi^enifen, und es 
erhält jeder Punkt des Raumes eine Geschwindigkeit von bestimmter 
Größe, deren Richtung in die Tangente der durch den Punkt gehenden 
Schraubenlinie der Schraube fällt. Der Inbegriff dieser GeBchwindig- 
keiten, die durch g, h, a vollständig erklärt wird, nennt man eine 

1) Vergl. Sir Robert 8. Ball, A Treatiae oa the Theorj of Screws, Cwn- 
bridgelBOO, sowie die daranf beiügliclie Abhandlung von F. Klein, Zur Schrauben- 
theorie von Sil Robert Ball Diese Zeitechiift, Band 47, Seite 237 ff. 
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Schravhengeschwindigkeit^ die Gesamtheit der Bewegungen aller Punkte 
des Raumes eine Schraubenbewegung. Wirkt die Oeschwindigkeit co nur 
momentan, so heißt die Schrauhengeschwindigkeit und die Schrauhei^- 
bewegung eine instantane. 

In der Folge haben wir es stets mit instantanen Schrauben- 
geschwindigkeiten zu tun; ist die Schraube (g^ h), an der die Schrauben- 
geschwindigkeit wirkt, schon bekannt, so werden wir diese kurz mit 
o selbst bezeichnen, und wo es nicht auf die absoluten Werte der auf- 
tretenden Geschwindigkeiten, sondern nur auf ihre Verhältnisse ankommt, 
die Einheitsstrecke weglassen können. 

Sind p, q, r, Uy Vy w jetzt die Komponenten der instantanen 
Schraubengeschwindigkeit o bezogen auf das Mittelpunktssystem, so ist 
bekanntlich 

P = O cos CCy 

g = o sin a, 

u = Ajj — gp = (Ä cos a — Qsma)(X)y 
V ^hq +p(f =^ {hsina + QCOsa)a)y 
u;=» 0. 

Wird jetzt an der festen Achse o^ eine Schraubengeschwindigkeit cd^ 
Yom Windungsparameter h^, ebenso an der festen Achse o^ eine 
Schraubengeschwindigkeit cd, vom Windungsparameter A, angebracht, 
so soll die Differenz o » Oj — o^ dieser beiden Schraubengeschwindig- 
keiten dargestellt werden, welche bekanntlich wieder eine Schrauben- 
geschwindigkeit ist, deren Achse wir gerade mit g und deren Windungs- 
parameter wir mit h bezeichnen können. Man erhält aber die 
Komponenten jp^, g^, %, v^ und Pt? &? ^^ ^s ^®^ Schraubengeschwindig- 
keiten o^ und o, inbezug auf das Mittelpunktssystem aus den Gleichungen 

(1), indem man setzt: 

p = T a, a = T /J. 

Die Komponenten der gesuchten Schraubengeschwindigkeit o sind dann 
bestimmt durch die Gleichungen: 

P = A -Pi = (oJj - öl) cos /J, 
/gv 2 = ft - «1 = (o'2 + ©Jsin/J, 

tt == tij — Ui = (Ä^ COS /J — a sin /J)©, — (A^ cos ß — asin /J)cöi, 
i; =« v, — Vj = (Äjsin ß + acos/J)©, -f (A, sin/J -f acos/J)©!- 

Die Vergleichnng dieser Werte der Komponenten mit den entsprechenden 
ans den Gleichungen (1) ergibt die Bestimmung von a, q, h und o. 
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Führt man nämlich die Winkel a^ und o, ein^ welche die positive 
Richtung der Achse g mit den Achsen o^ und o^ einschließt^ so ist 

(8) a, — a + /J, «2 « a — /?, ^ ~* <^j =* 2/J, 

und es wird alsdann: 

^ ^ sin 2 1? sin a, sin «i ' 

d. h. 

(5) (Dj sin 0^ = Og sin a^ 
und 

(6) (D* — (öj + »2 — - 2a}i(Ü2 cos 2/S. 

Die erste Gleichung sagt aus, daß die resultierende Winkelgeschwindig- 
keit 09 nach Größe und Sinn durch die Yerbindungsstrecke des End- 
punktes von (Ol mit dem Endpunkt von co^ dargestellt wird. Sie ist 
der gesuchten Achse g parallel. Bezeichnen wir jetzt als positive Seite 
von <7 demjenigen Halbstrahl; dessen Neigungswinkel o^ gegen o^ kleiner 
oder gleich zwei Rechten ist; so erhält o durch die Gleichungen (4) 
ein bestimmtes Vorzeichen^ das positiv oder negativ ist; jenachdem 
der lYeil von cd nach der positiven oder negativen Seite von g ge- 
richtet ist Die letzte Gleichung zeigt, daß gj' eine Invariante inbezug 
auf jede Änderung des Koordinatensystems ist. 

Die Yergleichung der Werte für u und v ergibt femer: 

{!) h sin ä/) — — ^4 sin 0| cos a^ + A, sin a| cos o, + 2a sin c^ sin cc^, 
(8) psin 2/) — (A| — h^^ sin CC| sin a, -j- a sin (e^ + o,). 

Durch diese Gleichungen ist die Lage der Achse g und der resultierende 
Wind\mgspanuneter bestimmi Beachtet man, daß infolge (3) die beiden 
Gleichungen 

sin CC| cos «I sin - /J — — sin* «, + sin «^ sin «, cos 2^, 

sin ffj CO« «I sin 3/1 — + sin' «j — sin ccj sin «, cos 2ß 

idcnUscK bestehen« so wird 

A »in* S^ — i^ *üi' 14 ~ sin «1 sin «, (vi^ + V ^^ - ^~ • ^ *^" -^^^ +*t ^^ 

o«kNr in Kück^icht auf \^4^ 

vlO^ Aw* - A»J 4 ^j^ 4 »^ - 5«tg2|i^«Ho,co»2/i + ä,«^. 

IWhcKiicii aK^ ir^, ir^« ir die längs iW Achsen c\« o^, p wirkenden 
TmaslatiKXtts^^McKwiiidigkciUai« »iMiaß man hat 

SM fotl^: 
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Die Große tco) ist demnach die Inyarianie der Translation inbezug auf 
irgendwelche Änderungen des Koordinatensystems. 

Für die Vorstellung der Lage der resultierenden Achse g ist es 
aber zweckmäßiger, die Entfernungen 

O^F^^r^ und O^F=^r^ 

ihres Fußpunktes F von Oj und 0, zu berechnen. 
Setzt man also 

(13) ri==-Q + a, r^^Q-^a, r^^r^-=- 2a, 

und führt man noch die Differenz 

(14) Ä, - A, = 2A„ 

der Windnngsparameter ein, so folgt aus Gleichung (8): 

rj sin 2/J = 2(a cos Oj — ä^, sin «,) sin a^y 
r, sin 2ß = 2(a cos «^ — ä^ sin Oj) sin a^. 

Kombiniert man diese Gleichungen mit (7), so kann man auch \ und 
A, durch den resultierenden Windimgsparameter h ausdrücken. Es er- 
gibt sich 

, , , . 2a sin«, 

.. * • 1 o*Tj 8in2jS8ina, 

Ju^ h + Tm cotff of, r-^Tä -. — . 

Durch Elimination von 2a aus den Gleichungen (15) erhält man die 
weitere Beziehung 

(17) 2Äo = rj cotg «1 — r, cotg a,, 

also mit (14) die Gleichung 

(18) r^ colg «1 + Ai = r^ cotg a, + Äj = — g. 

Addiert man andererseits die Gleichungen (16) und berücksichtigt die 
letzte der Gleichungen (13), so folgt: 

(19) Aj + Äj = 2 A + ^i cotg cc^ + r, cotg a, — 4a cotg 2/J 

oder mit Rücksicht auf (18): 

(20) Ai + Äj + 2a cotg2/J ^h-q. 

Durch die vorstehenden Formeln ist nun die gesuchte resultierende 
Schraubengeschwindigkeit vollständig bestimmt. 

Mit der Bestimmung der resultierenden Sehraubengeschwindigkeit 
Oj — (o^ ist aber jetzt ein bestimmtes kinematisches Problem gelöst. 
Verschraubt man nämlich die resultierende Achse g mittelst der an o^ 
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und f>, bestell enden Schraubengeschwindigkeiten , so beeclireibt g i 
Schraubenregel flächen Sj und Sj,, und es ist aus der Lehre von den 
SchraubenHächen bekannt, daß die in Gleichimg (18) mit q bezeichnete 
Größe den Verteilungsparanieter jeder der beiden Flächen längs ihrer 
gemeinsamen Kante */ darstellt. Bei der Verschraubuog von g be- 
schreibt der FuBpuokt F die Striktioasünien der Schrau ben flächen ; es 
ist also F der gemeinsame Zentralpunkt und die Normalebene durch 
g zur Achse e die gemeinsame Zentraleheiie von <i. Daraus folgt-, daß 
die beiden Flächen S, und Sj sich längs der ganzen Erstreckimg von 
g berühren. 

Werden beide Flächen aelbst mit den Winkelgeschwindigkeiten 
o, resp. oj, um ihre Achsen geschraubt, so sagt die Gleichung (5) aus, 
daß die imendlich fernen Querschnitte ihrer Riehtungskegel ohne 
Gleitung auf einander abrollen. Dies findet also auch für die Flächen 
S, und Sj selber statt, und zwar ist ra = WjCjj nach Große und Vor- 
zeichen die relative Winkelgeschwindigkeit, mit der die Flache S, auf der 
F^che S, abrollt. Längs der Erzeugenden <i aber findet Gleitung beider 
Flächen statt, und es ist w die relative Gieitgeach windigkeit, mit der 
die Fläche S, auf der Fläche Sj gleitet. Diese beiden Schraubenflächen 
bilden also zwei entsprechende Axoide für ein konstantes Verhältnis 
ihrer Winkelgeschwindigkeiten. Wir können daher sagen, die Axoide 
gehören zu den Schrauben (o,, A,) und (oj, Aj) und können h als den 
Gleitparameter derselben bezeichnen. Alsdann ergibt sich das Resultat: 

StMen die su den Schrauhen (o,, Aj) und (o,, ä,) geJtörigen Schrauben- 
axoide für ein gegebenes VerMUnis ihrer Winkdgeschmndigkeiien, o^ und 
o, ermittelt werden, so bestimme man die residtierende Schrauben- 
geschwindigleil ra =- o, — w, . Alsdann ergeben die Adise g, Winlel- 
gesektcindigkeit a> ujid Windutigsparametei- h derselben die BerUhrungs- 
kante, relaiive BoUgeschwindtgkeit und Gleitparameler der relaticm 
Gleitung der Axoide, wahrend h ■ ra die relative GleHgeschuindigheit 
säher ist. 

Bezeichnen wir jetzt im weiteren die Winkel, welche die Tangenten 
/, und ^ an die Striktionslinien in ihrem gemeinsamen Schnittpunkt 
F mit den Achsen ö, und o, einschließen, mit ff, und i 



(21) 
und e 



und 

(23) 



r^ eotg f) 



;,,_- 



rj cotg 9 



sich für den Verteilungsparameter q die 
q = r,(cotg*, - cotgsi) = r^ ^^ 



g = fj (cotg #, — cotg Kj) = r, ■ 



©■j, so ist I 

e Werte: 
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Setzt man andererseits die Werte von \ und Ä, aus (16) in die 
Gleichung (7) ein, so folgt: 

Asin2/J = '. "* cos(^, — «,) — *.^-^ co8(^- — cc^), 
'^ sin ^, ^ ' ^^ 8in ^, ^ * ^' ' 

also mit Berücksichtigung der Gleichungen (22) und (23) 

(24) ^__gB2g_^ Bi^^^.-t .^liS' . 

^ ^ sm «j sin a, ^ sin (^j — ofj) sm (^, — or,) 

Nehmen wir jetzt an, daß der Gleitparameter h verschwindet, so ist 

nach (20) 

q (A^ + Äj 4. 2a cotg 2/J). 

Es verschwindet aber nach (24) h dann und nur dann, wenn die 
Gleichung 

(25) a-i - ^2 = 2/3 

erfüllt ist. Wegen (22) und (23) ist aber in diesm Falle 

^1 — «1 = -Ö-j — Og = tf , 

wo d wegen des nicht verschwindenden Yerteilungsparameters q von 
Null verschieden sein muß. Die Gleichung (^18) nimmt jetzt die 
Form an 

(26) . ^^ ^ - .- ^'. ^ == 

^ '' »m üfj sm ^j sm or, sm ^, 

oder 

(27) 114 _ ^^ _ 0. 

Die Gleichung (25) sagt aus, daß die Tangenten t^ und ^ in i^ zu- 
sammenfallen, d. h. daß die Striktionslinien sich berühren; die Glei- 
chung (27) zeigt, daß von beiden Striktionslinien entsprechend gleiche 
Bogen durch die Zentrale gehen. Diese Linien rollen also ohne Gleitung 
auf einander, und dies ist somit wegen h ==^0 auch für die Schrauben- 
axoide der Fall. 

Wenn also die SirilUwnsUnien zweier nicht devdoppahlen Schrcmben- 
axoide sich herühren, so rollen die Flächen ohne Gleitung auf einander 
ab, und es ist jede eine auf der andern abunckdbare Biegungsfläche, 

Nehmen wir jetzt umgekehrt an, der Verteilungsparameter q ver- 
schwinde, so sind die Axoide zwei developpable Schraubenflachen D^ 
und D,. 

Es ist jetzt ^ ^ r. 

d"! — «1 = -^j — a, = 0, 

d. h. die Striktionslinien oder Rückkehrkurven der Flächen haben in 
F die gemeinsame Tangente g. Trotzdem sich die Striktionslinien be^ 
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rühren ; findet Gleitung längs der Berührungskante statt, denn der 
ei parame er ^ = A^ + h^ + 2a cotg 2ß 

hat einen von Null verschiedenen Wert. Da jetzt 
(28) Äj = — r^ cotg «1 , ^ = — *'2 cotg «j 

ist; kann man diesem Ausdruck auch die Form geben: 



(29) 



\3in=of, jsin'of,/ sin2(J ' 



und es verschwindet demnach die Gleitung nur, falls der Klammer- 
ausdruck den Wert Null hat, d. h. 

Zwei devehppahle Schraubenaxoide Dj und D, rollen nur dann ohne 
Gleitung auf einander dby falls die Bedingung 



(30) 
erfüllt ist. 



sin* cf. 



sin* a. 



§ 2. Graphische Darstellung instantaner Schraabengeschwindigkeiten. 

Sollen die im vorigen Paragraphen aufgestellten Formeln dazu 
dienen, diejenigen Bestimmungsstücke zu liefern, welche zur Kon- 
struktion der Schraubenaxoide nach den Methoden der darstellenden 

Geometrie notwendig sind, 
so müssen wir darauf aus- 
gehen, die vorigen Formehi 
graphisch darzustellen und 
die imbekannten Größen 
aus den gegebenen durch 
geometrische Konstruktio- 
nen abzuleiten. 

Wir denken uns im 
folgenden die Achse o^ am 
einfachsten vertikal und 
wählen die durch sie und 
die Achse z gelegte Ver- 
tikalebene als Zeichen- 
ebene. Die Achse o^ habe 
in z den Fußpunkt Oj, 
wobei die Entfernung 0^ 0^ 
wiMibv uiit 2a bezeichnet sei. Wir führen jetzt in Fig. 2, rechts von 
i\ ^im Haitanrißebene ein, bestimmt durch ihre vertikale Spur s in 




.>-"*' 
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der Zeichenebene. Auf tlieae Ebene denken wir die Achsen r*, imd o, 
orthogonal projiziert und diese Projektionen o, und nj mit der Seiten- 
ebene nach rechts in die Tafel der Zeichnung niedergelegt, Die Pro- 
jektionen oj und dj schließen dann den Achsenwinkel 2ß ein. Durch 
diesen Winkel ist somit die Achse o, im Itanme fixiert; ist 2^ negativ, 
so wird die Seitenebene nach links in die Tafel gelegt. 

Ziehen wir jetzt in der Ebene der Zeichnung die Parallelen o, 
nnd 0, durch 0^ resp. 0^ zu o'i und oj, so schneiden sie sich in einem 
Paukte A^. Durch die Ecken der Dreiecke AiO^O, geht dann ein 
Kreis K, dessen Mittelpunkt Mg auf dem Durchraesser -IiO, liegt und 
der den Hadins 

''o ^ ^äp 

hat. Es mag aber gleich bemerkt werden, daß wir uns von der Be- 
stimmung, 0, solle vertikal sein, sofort befreien kömien, indem wir dem 
Punkte Aj auf dem Kreise eine andere Lage geben, wodurch der 
Ächsenwinkel Üß nicht geändert wird; die zn A^ 0, und A^O^ parallelen 
Projektionen o[ und oj drehen sich aber um den Punkt Z, d. h. es 
drehen sich auch die Achsen o, und o^, ohne ihre gegenseitige Lage 
lu ändern, um die Achse s. 

Sind jetzt a^ tmd u, die Endpunkte der von A^ aus auf o, und 
% nach Größe und Sinn aufgetragenen Winkelgeschwindigkeiten, so ist 
die Strecke (o, Wj nach Größe und Pfeilrichtung die resultierende Winkel- 
geschwindigkeit a; und die ParaUele g' zu ihr durch Z ist demnach die 
Projektion der gesuchten Schraub enachse. Es ist aber überflüssig, y' 
zn ziehen, vielmehr können wir die ParaUele ff zu y' durch A^ selber 
legen. Sie schließt gegen o, und o, die Winkel a, und a, ein und 
sehneidet den Kreis K zum zweiten Male in einem Punkte G. Dieser 
Punkt G bestimmt umgekehrt die Gerade g durch A^ eindeutig, wir 
wollen ihn mit Ball den Bildpunkt von g und den Kreis A' überhaupt 
den Bildkreis nennen. 

In der Fig. 2 erscheinen k, und «, als positive Winkel. Um jetzt 
die Lage der Achse </ durch ihren Fußpunkt F in der Achse s zu he- 
mmen, denken wir die Windungsparameter ?', und li^ in den durch 
SPj und Oj gehenden Vertikalen .^[Oj und vljOj als Strecken 



O.B,' 



und O^Hj = 



^etr^en und zwar nach oben, falls sie positiv sind. Ziehen wir 

ist die Verbindungslinie A der beiden Punkte 11, und i?,, welche die 

•amäeracfise heißen möge und durch G die Vertikale GS, so schneide 



über 
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diese die j-Achse id einem Punkte S. Alsdann ist. auch in Rnckeichf^ 
auf die Vorzeichen: 

AO,-ii||j: 0,0. 



a^ß 



BIQO^; 



GS-- 



i8p - 



o,s = 



n-^r 



o.s^- 



Nach den Gleichungen (15) ist demnach: 

r,8in2ii= OiSsin2,3-GS^Bin2/J, 
also 

wenn 2e den Winkel der Paranieterachse h gegen die Achse z bedeutet.- 
Fällt man alao von G das Lot p, welches die Bildsdtne heifien magy 
auf die Parameterachse, so trifft es die Achse z in einem Punkte F 
derart, daß 

GStg2i = FS 
ist. Somit wird jetzt 

>; ^ O^S - FS = O^F, 

rj= O^S~FS^ 0,K 

Damit sind die Abschnitte r, und r, konstruiert, und es ist die Laga 
der Achse g vollkommen bestimmt. Daraus folgt: 

Fällt man vom Bilde G Ar Achse g das Lot p auf die Parameter- 
achse, so geht es durch den Fußpunkt F der Achse. Südsehne und 
Parameterachse stehen also stets auf einander rechtwinklig. 

Die obenstehenden Ausdrücke der Strecken ergeben weiterhin 
VQ,S — ft, ■ 0,S 



- A, sin Oj cos a, + Äj sin a, cos a^ =• — — 



18(1 



Nach (7) ergibt sich daher: 

h6m2ß ^ sin 2/3 

h = GS^ 



= Bm2ß- SB. 



also 



GS + Bin2^Sff, 
SH = GH, 



I 

i 



d. h. Die Vertikale durch das Bild G der Achse g bis sum Scimit^nH 
H mit der Parameteraciise stellt nach Größe und Sinn den resultierenden 
Windungsparameter h dar. 

Der Parameter h ist positiv, falls der Endpunkt H oberhalb des 
Anfangspunktes G der Strecke GH liegt. Ziehen wir endlich noch 
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die zum Mittelpunkt M^ symmetrisch liegende Parallele h* nxkh, welche 
als konjugierte Parameterachse bezeichnet werden kann^ und schneidet 
die durch G gezogene Vertikale diese in <^, so ist die in vertikaler 
Richtung gemessene Distanz der beiden konjugierten Parameterachsen 



und da 
so folgt 



QH^ Ai + Äj + 2acotg2/3 ^h-q, 

QH^GH+QG^h+QG, 

QG = -q, also q^GQ, 



d. h- Die Vertikale vom Bilde G der Berührungskante bis zur kon- 
jugierten Parameterachse stdlt fia>ch Größe und Sinn den gemeinsamen 
Verteilungsparameter beider Axoide da/r. 

Zieht man in Fig. 2 im weiteren die Linien H^F \md H^F^ so 
schließen diese nach Definitionsgleichung (21) gegen die Vertikalen 
Ä^O^ und A^O^ die Steigungswinkel ^^ und ^^ der Striktionslinien 
ein. Man erhalt also die Bilder T^ und T^ der Tangenten t^ imd ^ 
im gemeinsamen Punkt F, indem man ^I\ parallel H^F und Ä^T^ 
parallel H^F zieht. 

Wenn die Parameterachse h sich rechtwinklig zur Bildsehne p ver- 
schiebt^ so ändern sich \ und \ gleichzeitig um denselben Betrage und 
es durchlaufen T^ und T^ auf dem Bildkreis zwei projektive Punkt- 
reihen. Rückt die Parameterachse ins unendliche^ so fällt T^ nach 0^ 
und T, nach 0,. 

Es mögen jetzt in Fig. 3 G und L die reellen Schnittpimkte der 
Bildsehne p mit dem Bildkreise sein. Geht die Parameterachse h durch 
G, so verschwindet der Gleitparameter A, 
die Flächen S^ und S^ rollen ohne 
Gleiten, imd es fallen daher ^ imd ^, 
also auch T^ und T^ in einen Punkt T 
zusammen. Dieser Punkt wird also be- 
stimmt durch die Gleichung (26) 



Fig. 8. 



r- 




sin a^ sin ^^ sin a, sin d, ' 

welche nach der bekannten Potenzeigen- 
schaft des Kreises aussagt, daß die drei 
Punkte Cr, F und T in einer Geraden 
liegen, d. h. daß T mit L zusammenfällt, also L ein Doppelpunkt der 
projektiven Reihen 7\, T^ ist. Die Tangenten ^ und t^ fallen daher 
in l zusammen und es ist ^L parallel H^F. 

Sollen demnach zwei Schrcmbenaxoide ohne Gleitung aufeinander retten j 
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SO muß die Paranteterachse durcJi den Bildpunit G ihrer BerUhrunjs- 
liante gehen. 

Offenbar bestimmt jetzt auch umgekehrt die durch L gehende 
konjugierte Parameterachee h* zwei aufeinander abwickelbare Axoide, 
die l Zur Berührüngskaute und g znr gemeinaamen Tangente der 
Striktiünelinie haben und zu deu Windungaparametem 

a;= o,h\ und a:= o,hj 

gehören. Es ist also (i das zweite Doppelelement der projektiven 
Punktreihen 1\ uud T^, somit die Bildsehne die Perspektivachse der 
Projekt! vität und A^G parallel H\F. 

Es bestimmt aber die Pararaeterachse h* auch an der Berilhrungs- 
kante g zwei Axoide, für welche der Verteilungspararaeter q verschwindet, 
so daß g, /, uud /^ zusammenfallen. Diese Äxoide sind also developpahle 
Schraubentlächen ; desgleichen die beiden Axoide, welche die Parameter- 
achse h an der Kante l beetinimt. Daraus folgt: 

Sollen durch die Wmduntfsptirameter /ij und Aj zuei developpaUe 
Scliraubenaxoide Dj und D, erzeugt u-erden, so muß die konjuffieiie 
Farometerackse durch den Bildpunlct G der Berührimgskante gelten. 

Ziehen wir also schließlich noch die Bildsehne p* durch die Punkte 
(1* und L* der Figur 3, so entsteht der Fußpunkt F* und es ist 

A^G- II HIF' und A^L• \\ H^F\ 

Durch F* gehen zwei neue Kanten p* und i*, und es ist g* normal 
zu l und l* normal zu g. Die Parameterachse h bestimmt an g* zwei 
abwickelbare, an l* zwei developpable Äsoide und für A* ist es um- 
gekehrt. 

Setzt man noch 

Ä, + Ag + 2ocotg2j3 = 2x 

so ist nach Gleichung (20) 

h — q = 2x. 

Demnach ist für die Kanten;? undy* in bezug auf die Parameteracbse h: 

h^ = 0, q,^ ~2x 

und für die Kauten l und l* 

q^ ^0, h, = + -2x 
somit 

*,--?,■ 

Für die Pararaeterachse k* ist dagegen 

A; -i- A;-|- 2acotg2/3 2x, 
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und es kehren somit die obigen Größen das Vorzeichen um. Fassen 
wir aUes zusammen, so folgt: 

Sind hj^ und h^ ewei gegebene Windungsparameter, so hestimmen sie 
zwei Paare nicht devdoppabler Axoide für reines BoUen und zwei Paare 
devdoppabler Axoide für gleitendes Roüen. Die Bilder der Berührungs- 
kanten der ersten Polare sind die Schnittpunkte der Parameterachse h, 
die der beiden andern Paare die Schnittpunkte der kcnjugierten Achse h* 
mit dem Bildkreis. Der gemeinsame Gleitparameter der devdoppablen 
Paare ist entgegengesetzt gleich dem gemeinsamen Verteüungsparameter 
der nicht devdoppaiblen Paare, und es ändern diese Parameter nur das 
Vorzeichen für die neuen Axoide, die entstehen, wenn h mit A* ver- 
tauscht wird. 

Sollen endlich die Axoide deloppabel sein und zugleich ohne 
Gleiten rollen, so folgt mit A = g = aus (20) 

Ai + Ä8 + 2acotg2/3 = 0. 

Diese Gleichimg drückt aus, daß jetzt die Parameterachse in Figur 4 
durch den Mittelpimkt des Bildkreises geht, daß demnach die Bild- 
sehnen p xmd p* die Tangenten des Bildkreises in den Endpunkten 
der Parameterachse sind. Die Developpablen sind in der Weise auf- 
einander abwickelbar, daß ihre Stricktionslinien in der Abwicklung kon- 
gruente Kreise werden. Es sind nämlich die Radien dieser Kreise gleich 
den Krümmungsradien der Stricktionslinien, haben also die Werte 

und somit ist nach Gleichung (30) in der Tat 

Daraus folgt, daß die Striktionslinien im gemeinsamen Punkte F sich 
oskulieren, also den nämlichen Ejrümmungskreis besitzen. Der Krümmungs- 
mittelpunkt läßt sich leicht angeben. 
Ist A in Figur 4 die durch M^ gehende ^**' * 

Parameterachse, welche auf o^ und o^ 
die Windungsparameter A^ und A^ 
bestimmt, so sind G und G* die 
Bilder, F und F* die Fußpunkte der 
Berührungskanten g \md g* zweier 
Paare developpabler Axoide D^ und D,, 
die ohne Gleiten rollen. Nach der vor- 
angegangenen Konstruktion ist aber 

A^G I H^F und A,G* | H^F* 

ZeitMhrift f. Mathematik Q. Physik. 51. Band. 1904 1. Heft. 
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Da aber A^G and AyG* ale Sehnen Über einem Dorchmesser reclifc- 
winklig Bind, so ist auch ff^F rechtwinklig zu H^F*, und es ist daher 



FF* = 



rin'iT = P' ' 



d. h. F* ist der Kriimniungsniittelpunkt iiir JP und F der Krümmnnga- 
mittelpunkt fttr F*. Wir schließen bIbo anf den Satz: 

Geht die Paramelerackse durch den MitlelpunH des Biläkreises und 
sind die Bildsehtuni p die Tangenten des Bildkreises in den Fjndpunkten, 
so bestimmen sie zwei Faare developpdbler Axoide für reines Bollen. Die 
Berührungsianten stehen aufeinander senkrecht, und jede von ihnen ist die 
^Ummungsachse der beiden sieh oshüierenden Rüchkehrhtrren für das 
andere Pacar von Axoiden. 



§ 3. Konstruktive Bestimmatig einiger Schraabenaxolde ans gegebenfll 

Bedingungen. 
Mit Hilfe der graphischen Darstellung eiud wir iiuBtande, die 
Summe oder Differenz zweier gegebener instantaner Schrauben- 
gesch windigkeiten an den windschiefen Achsen o, und o^ zu bilden; 
aber auch umgekehrt jede gegebene Schraubengeschwindigkeit in zwei 
Komponenten zu zerlegen. Jede derartige Aufgabe hängt mit der Be- 
stimmung zweier Axoide für vorgeschriebene Bedingungen zusammen, 
unter den zahlreich sieb darbietenden Beispielen mögen im folgenden 
einige besonders herausgehoben werden. 

Aufgabe 1. Eine gegebene Schraubengeschwindigkeit 
{g,h,a) inzweiKomponenten 
von gegebenen Achsen zu 
zerlegen. 

Es ist klar, daß die Achsen 
Cj und 0, mit g die nämliche 
Achse z normal treffen müssen. 
Sind also in Figur 5 0,, 0^, F 
die Schnittpunkte derselben mit 
der Achse e, o[, öj, g' ihre 
Projektionen auf die Seiten- 
ebene, so gibt die Zerlegung 
von o nach o[ und oj sofort 
% und Uj. Um jetzt noch die Windungsparaiueter \ und //, zu finden, 
ziehen wir o, durch 0, parallel o\, o, durch 0, parallel Oj. Schneiden 
sieh Ol und o, in J^, so ist der Kreis durch AiO^O^ der Bildkreis A' 
unserer Darstellung. Legen wir also A^G parallel g', so ist G das 
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Bild von g, und indem wir in der Vertikalen Qfl= h maehen und die 
Strecke nach oben auftragen, falle h positiv ist, gibt GF die Bild- 
sehne p, somit die durch H gezogene Normale zu jj die Parameter- 
acbse h, welche daher auf den Vertikalen in Oj und 0^ 
Win dun izsparameter 

/., = 0,H, und A, = 0,ir, 
abschneidet. 

Es ist damit zugleich die Aufgabe gelöst: 

Für zwei gegebene Achsen o, und o^ diejenigen Schraubi 

zu finden, welche sich längs einer gegebenen Kante g berühren und 

längs dieser einen gegebenen Gleitpararaeter haben. Das Verhältnis 

ihrer Winkelgeschwindigkeiten ist ■ 

Zieht man noch A, T, parallel U^t , so ist T, das Bild der 
Tangente t^ der Stricktionslinie; da p die Perspektivachse ist, so müssen 
sieh 0,2*, und 0, Tj auf p schneiden, wodurch auch T^ als Bild von 
/, bestimmt ist. 

Aufgabe 2. Eine gegebene Schraubengeschwindigkeit 
(j7j ^1 t") iii eine gegebene Komponente (üj, \, o,) und eine on- 
hekaonte Komponente {o,, A,, Oj) zn zerlegen. 

In der Folge können wir die Seitenebenen entbehren, da durch 
die Bilder die betreflenden Normalen zur Achse 2 ihrer Richtung nach 
schon bestimmt sind. Sind (Fig. 6) 0, und F 
die FuBpunkte der gegebenen Achsen o^ und g '^' * 

in 3 und ist u^ der von ihnen eingeschlossene 
bekannte Winkel, so ist dadurch der Bild- 
kreis bestimmt. Oj wird als vertikal an- 
genommen. Trägt man in den Vertikalen 
I durch 0, nud F die Windungsparameter A, 
■od A mit Berücksichtigung ihrer Vorzeichen 
■f, so ist H^ H die Parameterachse A. 
[ Zieht man jetzt A^0'^ parallel ra,M, so 
H damit das Bild 0'^ der gesuchten Achse, also auch a^ gefunden und, 
■dem man die Bildsehne p durch 0^ normal zur Parameterachse zieht, 
auch der Fußpunkt 0, der Achse Oj selbst bestimmt. Die durch 0'^ 
gezogene Vertikale wird von der Parameterachse in H^ derart ge- 
schnitten , daß Oji/j der gesuchte Windungsparameter Aj ist. 

^Die damit gelöste Aufgabe bezüglich der Schraubenaxoide liegt auf 
Hand. 
Aufgabe 3. Eine gegebene Schraubengeschwindigkeit 
ig, h, to) in zwei Rotationsgeschwindigkeiten zu zerlegen, deren 
Achsen dnrch die gegebenen Punkte 0, und 0, gehen. 
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Da Ä, — Ä, = Bein soll, fällt in Figur 7 die Parameterachse h 
mit der Achse z zusammen, und es ist demnach die Bildsehne p Tcrtikal 
j,,^ , Macht man also FG = A, so ist der durch die 

drei Ponkte 0,, 0„ G gelegte Kreis der BUd- 
kreis, und es sind eomit die Winkel o, und Oj, 
welche die Achse ff mit o, und o^ einschüefit, 
bekannt. Der Kreia braucht nicht gezeichnet za 
werden, da tc, und o, schon bei 0, und Oj vor- 
kommen. 

Die Zeichnung löst auch die Aufgabe, die 
Eehlkreisradien r, und r, zweier Hyperboloide zu konstruieren, deren 
Achsen o^ und Oj gegeben sind, und für welche das Verhältnis der 
Winielgeach windigkeiten bekannt ist. Indem man ff parallel S^«^ 
zieht, erhält man den Bildpunkt G und durch sein Lot auf die Achse e 
den Fußpunkt F, also die Radien O^F^r, und O^F^r^. Die 
Strecke GF=h ist dann der Gleifparameter der Bewegung. Man be- 
merkt, daß dieser nur in den extremen Fällen verschwinden kann, wo G 
mit 0, oder 0, zusammenfällt 

Aufgabe 4. Die auf einem Hyperboloid H^ von gegebener 
Achse 0, und gegebenem Kehlkreisradius r, abwickelbare 
Schraubenfläche Sj von gegebener Achse ö, zu finden. 

Gegeben sind in Figur 8, die drei FuBqnnkte 0,, Oj, F, wobei 
O^F=r^ der Kehlkreisradius ist; femer der Achsenwinkel 2j3, also 
yj ^ der Bildkreis. Weil /f, = ist, geht die Para- 

meterachae h durch 0^; weil A = ist, muB 
sie sich mit der Bildaehne p durch F auf dem 
Bildkreis in G rechtwinklig schneiden. Schlägt 
man also über O^F als Durchmesser einen 
Halbkreis, so schneidet er den Bildpunkt Ö 
der BerUbrungskante 17 aus dem Bildkreis 
heraus. Damit sind die Winkel k, und ß,, 
aber auch die Parameterachse Oj G und da- 
mit der Windungsparameter 0^H^ = h^ der 
Schraubenfläche bestimmt. Er ist in der Zeichnung der Figur S positiv. 
Der zweite achnittpunkt T der Büdsehne mit dem Bildkreis ist 
das Bild der beiden vereinigten Tangenten der Striküonslinien in F. 
Da nach Konstruktion T der Diametralpunkt von 0, ist, eo ist der 
Neigungswinkel *i — « wie es sein muß, da beim Hyperboloid H^ die 
Striktionslinie vom Kchlkreis gebildet wird. 

Stehen die Achsen auf einander normal, so fallt G mit 0^ und 
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die Parameterachse h mit o^ zuBamiuen. Das Hyperboloid geht in eine 
Zvlinderfläche nnd wegen li^ = ao die SchraubenHäcbe in eine Tangentea- 

t ebene des Zylinders aber. 
Aufgabe Ö. Zu einer geBchlosseneu, Bcbnrfgängigen 
Scbraubenregelfläche S^ an der Achse a, die anf ihr abwickel- 
bare Schraubeofläcbe S^ an der Ache o^ zu finden. 
Bekannt ist in Fig. 9, der Bildkreia, und da S, eine geschlossene 
Fläche sein soll, ist r, = 0, also F in Oj; Tj = OjO, = — 2a. Wegen 
A =* schneiden sich die Parameterachse 
und die Bildsehne |auf dem Bildkrele recht- 
winklig. Ist also 0,//, = /(, der gegebene 
Windoi^parameter TOn S,, so liegt G auf 
dem über 0,II^ als Durchmesser be- 
schriebenen Halbkreis. II^G ist also die 
Parameterachse, welche den Windungs- 
parameter 0, ifj = /)j von Sj absclmeidet, 
»wodurch diese Fläche vollkonunen bestimmt 
ist, da die Erzeugende g mit den Achsen 
bekannte Winkel «j uud «, einschließt. 
Der zweite Schnittpunkt T der Bildsehne 
mit dem Bildkreis fällt nach 0,, es ist also die Acbso o, die ge- 
meinsame Tangente dvr beiden Striktionslinieu und zugleich die 
Striktionslinie von S, selbst, auf welcher die zweite Striktionslinie ohne 
üleitong abrollt. Ist 6'* der zweite Schnittpunkt der Parameterachse 
mit dem Bildkreis, so ist O^G* ein Durchmesser, die konjugierte 
Parameterachse A* gebt also durch 0^ und schneidet somit auf der 
Vertikalen durch G den Verteilungsparameter g der Axoide ab. 
Diese Strecke (j ist entgegengesetzt gleich mit Aj, 

twax auch ohne weiteres aus der Gleichung (18) 
für r, = 1) folgt. 
Werden wie in Fig. 9a die Achsen Oj und o, 
ta einander rechtwinklig, so geht die Parameter- 
achse k durch Oj; es ist also li^ ^ 0, d. h, die 
Schraub enää che an o, geht über in ein Hyper- 
boloid i/g, und die Konstruktion zeigt, daß, wenn 
umgekehrt A, = sein soll, die Achsen o, und Oj auf 
einander rechtwinklig stehen. Die Fig. 9b S. 70 zeigt den ausgeführten 
Aufriß beider Biegungsflächen unter Zugrundelegung der halben Dimen- 
der Fig. 9a und mit fi^ = — «j = r- Die Flächen drehen sich 
ftbo mit entgegengesetzt gleichen Winkelgeschwindigkeiten, und es ge- 
I langen gleichbezeichnete Erzeugende einmal zur Deckung. 
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Aufgabe 7. Zwei auf einander abwickelbare developpable 
Scbraabeofläolicn an den Achsen o, und o^ zu konstruieren, 
wenn das Verhältnis der 

Winkelgeschwindigkeiten 
gegeben ist. 

Auf dem bekannten Bild- 
kreifi in Fig. 10, ist G bestimmt 
durch die Parallele Ä^G zu ä^Wj, 
Der durch G gehende Durchmesser 
ist die Parameteracbae; sie ergibt 
die reduzierten Ganghöben A, und 
Aj der RUckkebra ch rauben] in ien 
der Developpabeln Dj und Dj, 
Die Tangente in G ist die Bild- 
sebne p; sie bestimmt die Radien 
0, F = fi und O^F ^ r^ der 
Schraubenlinien, während die 
Tangente p* im zweiten Schnitt- 
punkt G* den Kriimmuugsmittel- 
punkt F* der beiden sich in 
F oskulierenden Schraubenlinien 
liefert. 

Die Berührung kann nie zwi- 
schen 0^ und 0, stattfinden, waa 
übrigens auch die Gleichung (30) 
nUBsagt, Falls statt der Werte von Wj und ra, die Radien r, und r^ 
gegeben sind, finden entsprechend den beiden Tangenten ^ und /i' aus i^ 
an den Bildkreis zwei Lösungen statt. Die 
Berührungs kanten ^undf/' sind im Ebenen- 
hUscbel durch die Achse £ von den Achsen 
n, und 0^ harmonisch getrennt und ge- 
hören zu entgegengesetzt gleichen Verhalts 
nissen der Winkelgescliwindigkeiten. 

Aufgabe 8. Die zu einer ge- 
schlossenen, flachgängigen Schrau- 
henfläche (Wendelfläche) gehörige 
Itiegungsfläche zu konstruieren. 

Wegen r, = fällt in Fig. 11, J" 
imob Ol, wegen <i^ = -, G nach dem 
Duuiwtftklptuikt deu Bitdkmses, den wir vorläuüg als gegeben be- 
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ichten. Es ist also jetzt die Bildsehne p ein Durchmesser, nnd falls 
|£e gesuchte Fläche eine Biegiingsfiäche der Wendelfläehe ist, geht die 
^rameteraclise h durch G und ist Tangente an den Bild- p,g j, 

Es ist alao 0, H, - h^ und O.H^ = 0,G = h^. 
aber umgekehrt A, gegeben, so muß G auf dem 
'•flber OiHj errichteten Halbkreis liegen, und man be- 
merkt, daß von der Achse Oj nur der FuBpunkt 0, 
(zwei Lösungen) oder nur der Auhsenwinkel '2ß feine 
Lösung) gegeben werden darf. 

Soll 2(3 ein epitzer Winkel sein, so muß A, 
negativ, d. h die WendelAäche links gewunden sein. 
I andern Falle wird Hß ein stumpfer Winkel. In dei 
= nach (20) 

A, + A, + 2ocotg2(3 = -g. 




►er wegen te^ = 



= 0, 



■aus folgt: 



-2«tg2^ + ;v 



sin 4/5 - 



K' 



• ist. 



idaß 2(3 > ö wird, falls /i, positiv 

Wird die Parameterachse durch 0, gelegt, so entsteht ein nichl; 
abwickelbares Hyperboloid, geht sie dnrch 0^, so degeneriert die 
Wendeifläche in eine ebene Kreisscheibe, und die entsprechende 
ächraubenfiächc wird developpabel. In allen bisherigen Aufgaben kann 
! der Achse o,, falls o^ fest ist, auf endhch viele Arten gewählt 
grerden. Den geometrischen Ort dieser Achsen werden wir bald bervor- 
teten sehen. 



I § 4. Das Zylindroid, seine Axoidscharen und Mormaleuparaboloide. 
a. Das Zflindroid. 
Liegen die beiden Schrauben (o^, A-j) und (o^, Aj) vor, und läßt 
man das Verhältnis der Winkelgescbwindigkeiteu o), und Pj alle mög- 
lichen Werte durchlaufen, so durebHuft das Bild G der resultierenden 
Achse g den ganzen Bildkreis, während die Bildsehne p sich stets 
normal zur Parameterachse, also parallel zu sich selbst verschiebt. 
Die Gesamtheit aller Achsen fl erfüllt daher eine Achsenfläche, die 
^Urch die Differenz 2h^ der Windungsparameter A, und Aj allein voll- 
indig bestimmt ist und mit G«, bezeichnet werden mag, 
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Beziehen wir zunächst die Lage der Achse g auf das Mittelpunkts- 
System M{x,y,e), indem wir setzen 

a^=>a + ß, cc^^a — ß, aj — o, = 2/3, 

so ergibt die Gleichung (8) 

(32) Q sin 2/3 = a sin 2a + Ao(co8 2a — cos 2/3). 

Unter den parallelen Bildsehnen p gibt es aber eine, welche durch 
den Mittelpunkt des Bildkreises geht. Ihr entsprechen zwei zu ein- 
ander rechtwinklige Erzeugende e und f, welche durch den Fußpunkt 
Fq in der Bildsehne gehen. Machen wir e und f zu Achsen x' und y' 
eines neuen Koordinatensystems, so ist zu setzen 

(33) p' — p-f Äcotg2/3, a'^^^a + e, 

wo a' den Winkel von g gegen x' bedeutet und 2« der Winkel von 
p gegen die alte Achse x ist, sodaß die Gleichung besteht 

Die Gleichung (32) ergibt jetzt: 



Setzt man demnach tga' ^—,y so erhält man als Gleichung der Fläche 0*, 



Dies ist aber in der Ausdrucksweise von Gayley bekanntlich die 
Gleichung des Zylindroids, Den Punkt F^ nennt man den Mittelpunkt^ 
die Erzeugenden e und f die Hauptachsen, die durch die Tangenten p 
an den Bildkreis bestimmten äußersten Fußpunkte sind Kuspidalpunkte 
C, die durch sie gehenden Kanten Torsalkanten t der Fläche 0«,. Alle 
diese Elemente werden durch den Bildkreis sofort geliefert, und es ist 
auch sehr einfach, eine konstruktive Darstellung der Fläche zu erhalten. 
Da nach der Gleichung (35) alle Zylindroide ähnlich sind, so ge- 
nügt es, dasjenige Zylindroid zu zeichnen*), fttr welches Äj = ä, = 
ist, welches also aus einem Büschel vertikaler Bildsehnen entspringt 
Wird also der Bildkreis der Fig. 12 a in die Ebene xy — die Bild- 
ebene für eine schiefe Parallelprojektion — gebracht, so triflfl jede 
Sehne p den Kreis in G und L und die Sehne 0^ 0, in F, Trägt man 



1) Das Bild eines Modeilt, weichet tchon der früheren Ausgabe beigegeben 
ist, findet sich in der Autgabe 1900 Ton Sir R. Ball auf Seite 161. 
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Achse z von M aua in einem 
i wahrer Große aaf — nach 




eJbo in Fig. 19 die Distanz {x, p) va A 
beliebigen Maßstabe, am einfachsten 
vom, wenn p links von 
M liegt — und zieht 
man durch den so er- 
haltenen Punkt Paral- 
lelen zu OG lind OL, 
so erhält man je zwei 
Erzeugende des Zylin- 
droids. 

Will man dieFläche 
durch einen Rotations- 
zylinder begrenzen, so 
hat mau allen Erzeugen- 
den Ton der Äcbe Z ans 
dieselbe wahre Länge zu 
geben. DieBegrenznngs- 
kurve ist eine Kaum- 
kurve 4. Ordnung 1. Art, 
während der Umriß eine 

Steinerache Hjpozykloide ist. Das letztere folgt aus dem Umstände, 
daß außer dem Schnitt mit der Ebene xy die unendlich ferne Ebene 
noch zwei weitere Erzeagende enthält, nämlich die beiden Tangenten 
des imaginären Kngelkreisea, die sich auf 
der Achse s schneiden, wie die Erzeugung aus 

Bild kreis zeigt. 

Indem wir jetzt die Differenz A, — Äj = 2h^ 
variieren lassen, nimmt das Parallelbüschel p 
alle möglichen Richtungen an, nnd wir er- 
halten eine ganze Schar von Zylindroiden, die 
alle aus demselben Bildkreis entstehen. Außer 
den drei unendlich fernen Geraden und der 
Doppelkante z, haben sie alle noch die Achsen o, und o^ gemeinsam. Sie 

^ bilden also ein Büschel von Hegeläächen dritter Ordnung. Daraus folgt: 
) Zted windschiefe Acfisen Oj und o^ beslimnien eindeutig ei» Zylindroid- 
}iK8chel. 

Sind jedoch auf den Achsen o, und o, die Windungsparameter /i, 
önd Ä, gegeben, so ist die Richtung der Bildsehnen und damit ein be- 
gtimmtes Zylindroid festgelegt. Die Bildsehne p ist aber auch bestimmt, 
&ll8 außer den Achsen o, und o^ eine beliebige dritte Achse g durch 
ihren Bildpunkt G nnd ihren Fußpnnkt F gegeben ist, d. h.: 



der j 
^«rii 



eyl N V^ r t 
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Ztcei Schrauben oder drei bdiä/ige ArJaen Oi, o,, g bestimmen das 
Zylindroid eindmUg. 

Liegt ein bestimmtes Zylindroid vor, so kum jede das Par&Uel- 
büschel der Bildsehnen rechtwinklig schneidende Gerade als Parameter- 
aebse aufgefaßt werden. Jede dieser Parameterachsen erteilt jeder Er- 
zeugenden des Zylindroids einen bestimmten Parameter h. Eine solche 
Zaordnnng ncntit man eine Parametervert«iluDg. Aus einer gegebenen 
Parameterrerteilnng erhält man jede andere, indem man die Parameter- 
achse parallel verschiebt, d. h. jeden Parameter um dieselbe Strecke 
zunehmen oder abnehmen läßt. Durch den Parameter h wird aua jeder 
Erzeugenden des Zylindroids eine Schraube, die Parameter der Haupt- 
achsen haben den kleinsten resp. den größten Wert; sie bestimmen die 
Hauptach rauben des Zvlindroids, und man kann ans ihren Werten leicht 
den Parameter irgend einer Achse des Zylindroids ableiten. 

Bezieht man lümlich das Zylindroid auf seine Hauptachsen, und 
setzt man wie früher: 

''■+^' + «cotg2ji = x, 

Bo wird der Parameter h derjenigen Erzeugenden, welche den Winkel 
a' gegen die Achse x' einschließt, nach (7) 



(37) 


'■ " .map "»^ 


Der kleinste Paramet 


r ist also 


(38) 


„ , V-' + K 


und der größte: 




(39) 


ir .. . V'' + K 
"> '+ .m!(> 


Somit wird 




(40) 


// =^ /7, cos'a' + i/.siTi 




Dies ist die Ballsche Darstellung der Parameterverteilung, und man 
bemerkt, daß die von den Endpunkten der Parameter strecken auf dem 
Zylindroid gebildete sogenannte Parameferhirve 5ß in der Ebene (jr'y') 
die Projektion besitzt: 

(40) {x' + j,'»)' - {H-x' + H,i/'y = 0. 

Die Parameter kurven sind also sowohl in der Projektion als auf dem 
Zylindroid selbst umkuraale Kurven (5. Ordnung, Ihre Projektionen 
auf die Ebene (x'y') werden sofort ans der Darstellung erbalten, indem 
man wie in Fig. 13, auf jedem durch 0' gezogenen Strahl die ent- 
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sprechende Strecke h^GH direkt nach beiden Seiten von 0' aus 
aufträgt. 

Für A, = /ij wird die Parametfirachse horizontal und die Kon- 
struktion gibt direkt die von Lewis zuerst gegebene Darstellung der 
Parameter eines Zylindroids. Geht 
die Faranieterachse durch den 
Mittelpunkt des Bildkreisea, so ist 



mos] 

Kie 



also H^ = ~ • 2fl '^^ ' 




''£e Hanptparameter sind entgegen- 
gesetzt gleich und die Parameter- 
kurve iß^ ist Byiumetrisch zu den 
Hauptachsen und Winkelhalbie- 
renden. 

Trägt man jetzt auch die Yer- 
teilungsparameter q auf den Erzeugenden vom Fußpunkt aus auf, so 
folgt aus (20) 

(43) q = h-2x = -x- i^^Y^' cos2a' 
oder 

(44) q = H„-x, d. h. 

h TWe Kurve D der Verleilungsparamefer ist ebenfalls eine Kurve ^, 
mmd etcar diejenige Kurve Iß*, die tur konjugierten Paranieterackse k* 
gefwrt, somit aus ^o durch Yerkürzunp der Badien um den halben Ab- 
stand leider Parametcrachsen enlsteJit. 

Endlich besitzt das Zylindroid 6,, selbst längs jeder seiner Er- 
zeagenden einen Verteilungsparameter g. Schreibt man die Gleichung 
der Fläche bezogen auf die Hauptachsen in der Form (34) 



t ist dieser Parameter 



^ Vc' + hj 



sin 2a 



UAb) 



- cos 2«' = 2ifg. 



! Parameterknrve ® des Zjlindroids entsteht also aus der sjmme- ' 
triscben Kurve $„ durch Verdoppelung aller Radienvektoren. 

Den Schnittpunkten C und C jeder Parameterachse mit dem Bild- 
reis entsprechen auf dem Zylindroid zwei Achsen c und c' mit dem 
rameter Null, also zwei NullscKranben. Sie liegen symmetrisch zum 
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Mittelpunkt jPq^ und ihre Richtungen sind von den Richtungen der 
Hauptschrauben harmonisch getrennt. In der Schraubentheorie heißen c 
und c konjugierte Schrauben^ Wird die Parameterachse parallel yer- 
schoben, so erhalten c und c gleichen Parameter und es tritt ein neues 
Paar von Nullschrauben auf. 

Durch die konjugierten Schrauben werden also die Achsen des 
Zylindroids mit gleichem Parameter involutorisch gepaart; die Haupt- 
sdirauben bilden die Doppdelemente dieser geschaarten Involution. 

b) Die Axcidsoharen und Normalenparaboloide. 

Auf dem Zylindroid 0^ sei eine bestimmte Parameterrerteilung 
durch die Parameterachse festgelegt. Es seien a und a' zwei Schrauben 
des Zylindroids, h und h' ihre Windungsparameter. Wir erteilen ihnen 
die Winkelgeschwindigkeiten o und a. Zerlegen wir diese Schrauben- 
geschwindigkeiten nach den Achsen Oj und o^, so mögen die Kom- 
ponenten G)j9 o^ an der Schraube (o^, h^) und d,, o^ an der Schraube 
(o^ A,) entstehen. Bilden wir jetzt an jeder Achse die Differenz ihrer 
Komponenten, so erhalten wir an der Schraube (o^, hj) die Schrauben- 
geschwindigkeit cd^ — oj und an der Schraube {p^, A,) die Schrauben- 
geschwindigkeit (Dj — o'j. Offenbar ist die Summe dieser neuen Schrauben- 
geschwindigkeiten die Schraubengeschwindigkeit o — a^ die somit zu 
derjenigen Schraube (g, h) des Zylindroids gehört, deren Achse der Yer- 
bindungsstrecke Öcd' paraUel lauft. Da man o und ©' stets so wählen 
kann, daß die Achse g jede beliebige Erzeugende des Zylindroids sein 
kann, so ergibt sich das Resultat: 

Legi man durch eine beliebige Achse g des Zylindroids diejenigen 
Schraubenflädken S und S', tretche zu den Sdirauben an zwei bdiängen 
Aekstn a und a' des Zylindroids gelüiren, so bilden sie ein Pcuxr von 
Schraubcfiojroidai für rirei Winkelgeschwindigkeiten o und o', deren Ver- 
bindungsstrecke fora' der Aclisc g parallel läuft. 

Halten wir ilie Schraube g fest, indessen a und a' das Zylindroid 
durchlaufen, so erhalten wir lauter Schraubenaxoide, die sich längs g 
berühren. Eine solche einfiache Mannigfaltigkeit möge eine Ajcoidschar 
und g ihr Tnigcr heißen. 

Bei gf>gehe9icr Pa9\MmHtYrerteHung ist jede Erzeugende g des 
Zylindtvids Trtiger ei$icr A,voiiischary deren Achsen das Zylindroid 
trfüllen. 

Unter den Flachen der Schar figurieren auch die Schrauben- 
flachen S| und Sj an den Achsen o^ und o,. Da der Gleitparameter h 
an der Achse g ftlr alle FlSclten der Schar derselbe ist^ so folgt: 
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Dt> ftefdlen Sekratibenazoide S, «Mrf S, schroten mit aUcn Sckrauben- 
fiächen der durch sif. bestimmten Axoidsdiar. Die Schar mthält enticeäer 
-käne oder nur Biegungsaxoide, je nachdem Sj und S, mii oder ahne 
l&tung rollen. 

Halten vir die Fläche Sj, welche zur Schraabe (o„ hi) gehört, fest, 
■imd ist h der WindnngBparameter des Trägers g, so können wir den 
vorigen Satz anch so ausBprecben: 

Besitzt ein Axoid Sj, das selbst zur Sehraube (o^, k^J gehört, längs 
der Kante g den Gleitparamder h, so ist der Ort der Achsen aller ent- 
^rreehenden Äxoide seiner Schar, das durch die Schrauben (oy, hj) und 
(g, h) hestirnntUi Zylindroid. 

Eine Asoidachar enthält im aUgemiiinen zwei Hyperboloide, die zu 
len konjugierten Achsen c und e gehören; sie besteht aus lauter 
Ijegungafläcben, falls der Träger mit c oder c zuEamnienftitlt, nnd aus 
lauter developpablen Flächen, falls der Träger mit einer der beiden 
Achsen d oder d' koinzidiert, die sich mit c und c' aaf der Achse s 

»Bchneiden. 
Das Zylindroid allein ohne Parameter Verteilung bestimmt eine 
Kweifache Mannigfaltigkeit von Axoidscharen. Jede Achse desselben 
ist Träger von unendlich vielen Scharen; darunter ist stets eine Schar 
von Biegnngsflächen und eine Schar developpabler Axoide. Die 
beiden Torsalkanten des Zylindroids di^egen sind Träger von je einer 
Schar developpabler und aufeinander abwickelbarer Axoide. Die Strik- 
tionalinien derselben oskulieren sich sämtlich im Kuspidalpunkt der 
Torsalkante, während der andere Kuspidalpunkt der Mittelpunkt des 
gemeinsamen Krümmungskreises ist. 

Liegen daher zwei Kreise, vofi deneti jeder durch dm Mittelpunkt 
des andern geftt in zwei zueinander senkrechte» Ebenett, so bestitninen 

K Achsen tds Torsalkanten ein Zylindroid, welches der Ort der Achsen 
SchrauhetUinien ist, die jeden der beiden Kreise im Mittelpunkt des 
ren oskulieren. 
Auch die zweifach unendlich vielen Hyperboloide aller Scharen 
n sich übersichtlich gruppieren. Da man die Parameterverteilung 
HkCLB so wählen kann, daß ein gegebenes Paar konjugierter Achsen 
den Parameter Null erhält, so bestimmt jede Erzeugende g des Zylin- 
droids mit jedem Paar konjugierter Geraden als Achsen ein System 
von Axoiden. welches aus lauter Hyperboloiden besteht. Solcher 
Syatenie, welche aber keine Seharen sind, gibt es einfach unendlich viele. 
Da die Individuen jeder Axoidachar sieh längs des Trägers g 
berühren, so gehört zu jeder Axoidschar ein eindeutig bestimmtes 
längs g gemeinschaftliches Normalenparaboloid F . Dasselbe besitzt 
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die Achse z and den Träger (/ zu geradlinigen Striktionslinien. 
die Schur zwei Hyperboloide enthält, deren Achsen mit dem Paar kon- 
jugierter Geraden p und c koinzidieren, so folgt, daß diejenigen Er- 
zeugenden » des ForaboloidH, welche g rechtwinklig schneiden, auch c 
und d treffen müssen. Daraus folgt der Satz: 

Entsprechmd den uweifac/i uneiulU'ch vielen Axoidschca'en sind mü 
^nem Zylindroid eweifach unendlich vide Normalenparaboloide verbunden, 
von welchen jedes durch irgend eine Erzeugende g als Striktionslinie und 
irgend ein Paar konjugierter Geraden des Zylindroids bestimmt ist. 

Den unendlich vielen Asoidscharen am Träger g eutsprecheo die 
Normalen paraboloide von g nach allen Paaren konjugierter Geraden; 
einer bestimmten Parameterverteilung des Zylindroids entsprechen da- 
gegen die Paraboloide durch ein bestimmtes Paar konjugierter Achsen 
nach allen Erzeugenden g des Zylindroids. In beiden Fällen bilden 
die Paraboloide ein BiischeL 

Das Zylindroid ist also unendlich oft der Ort der Striktionslinien 
aÜer Paraboloide eines Büschels, Kelches je durch xtcei konjugierie Geraden, 
die Achse z und die endlich ferne reelle Gerade des Zylindroids bestimmt ist. 

Fällt der Träger»/ mit c oder c' zusammen, so berUhrt das Para- 
faoloid P das Zylindroid längs g; andrerseits besteht die zngehörige 
Azoidschar aus Bieguagsaxoiden. Daraus folgt: 

Jedes Zylindroid ist die Enreloppe einer einfach uneadiiclien Schar 
von Normalenparabdoiden und eine Orthogonalfläche aller Axoidscharen, 
teddie aus Biegungsaxoiden bestehen. 

Diesem Satze kann man auch die folgende Form geben: 

FälU man von allen Punkten einer Erzeugenden c des Zylindroids 
die Lote auf die konjt^ierie Erzeugende c', so erfiillm diese ein das 
Zylindroid längs c berührendes Paraboloid. 

Für die Hauptschrauben fällt die Achse c mit der konjugierten c' 
zusammen; ist g eiue beliebige Erzeugende des Zylindroids, so berührt 
das Paraboloid P das Zylindroid längs der Hauptschraube, fallt g mit 
der Hauptschraube selbst zusammen, so findet Oskulation statt, d. li. 

Fällt man von allen Punkten einer Haiiplaclise des Zylindroids auf 
eine Erzeugende g derselben die Lote, so erltält man jedestnal ein Para- 
boloid Pg, welches das Zylindroid längs der Hauptadise berührt. Das- 
jenige Paraboloid, dessen Erzeugende auf der Rauplachse selbst normal 
steten, ist das Schmiegiingsparaboloid rfcs ZyUiulroids. 



g 5. Die Zykloidenverzahnimg der Hyperbololdräder. 
Nach dem Vorausgegangenen bestimmt jedes Schraubenpaar {o,Ä|) 
und (OjA,) fiir ein gegebenes Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten m^ 
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and (Dj zwei bestimmt« korrespondierende Schraubenaxoide Sj und S,, 
die sich längs einer Eraeugenden ij berühren und zugleich eine einfach 
anendliche Anzahl weiterer Seh raube nflä eben S, welche die durch den 
r Träger g bestimmte Axoidachar bilden und deren Achsen a das durch 
I die Schrauben {o^, A,) und ("».'fj) bestimmte Zylindroid erfiiUeu. Diese 
' Axoidscbsr S kann dazu benutzt werden, um zu einer geometrisch 
f exakten Verzahnung der Grundkörper 8, nnd S, zu gelangen, also im 
, Falle diese Hyperboloide sind, eine der Zykloidenverzahnung der 
> Stirnräder oder der Kegelräder analoge Verzahnung von Hyperboloid- 
[ ndero zu erhalten. 

Es sei S ii^end ein Äxoid der Schar, {a,fi) s 



e Sehraube, ß seine 
f S[ und Sj abschrotet, 




Winkelgeschwindigkeit. Damit S gleichzeitig s 
müssen in Fig. 14, die Endpunkte der drei 
Winkelgeschwindigkeiten o,, lo^ und ii iu einer 
Parallelen y zu g gelegen sein, welche über- 
haupt für jede Achse « die Größe der zugehörigen 
Winkelgeschwindigkeit Sl bestimmt. Sind also 
i2j und ß, die relativen Winkelgeschwindig- 
keiten, mit welchen S auf S, und S, rollt, so 
ist Äi dargestellt nach Größe und Sinn durch 
die Strecke (Q,ß undi2; durch die Strecke a^Sii. 
Es ist also 

il, — fl, = 03j — öj = tO. 

Öehen wir von den Axoiden zu den Schraubengeschwindigkeiten über, 
so laßt sich folgendes Resultat aussprechen: 

Büdet mayi die Differenz der Schraubengeschwindigkeit R an der 
Schraube (a, H) einerseits mit ra, an der Schratte fö,, ÄJ, anderseits 
mit (Uj an der Schratibe fo,, h^), so erhält man uwei Schravbengeschwinäig- 
ieilen ß, und fl,, die e»r nämlichen Schraube (g, h) gehören. 

Es mögen jetzt die Achsen o,, o, und a in einem ruhenden Räume 
2^ gelegen sein, mit Oj sei ein Raum ^i, mit o^ ein Raum Sj fest 
verbunden. Es aei l irgend eine Erzeugende der Fläche S'), so erhält 
l im Räume £f, durch Verschraubung der Flüche S um a die absolute 
Geschwindigkeit ß. Durch die Schraubenbewegung von S wird aber an 
der Achse o, eine Schraubenbewegung der Fläche S, , also auch des 
Bftumes 2^ hervorgerufen, welche der Geraden / die Führungs- 
geschwindigkeit o, erteilt. Infolgedessen muß sich l relativ in I^^ mit 



1} E» kauii auch au Stelle i 
r selbet eine Fl&ctie treten. 



! beliebige Oerüde, 



} Raumkurve, 
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einer Geschwindigkeit bewegen gleich der Differenz der abeoluteii miS 
der FührangBgoaeliwindigkeit, d. h. mit der Geschwindigkeit ß,. 

In analoger Weise bringt die Schraubung von S an der Achse o, 
die Geschwindigkeit tu, des Raumes 2., hervor, welche l die FührungB- 
geschwindigkeit a^ erteilt. Relativ zum System 2.', besitzt demnach I 
eine Geschwindigkeit gleich der Differenz der absoluten und derFühmngB- 
geschwindigkeit, also die Gesehwindigkeit ß,. 

Nach obigem Satze gehören aber ß, und ß^ beide zor Schraube 
(^, h). Infolgedessen beschreibt l in 2?, und £^ momentan zwei un- 
endlich schmale windschiefe Flächenelemente, die der nämlichen 
Schraubenääche angehören, sich also längs der ganzen Erstreckung 
Ton l berühren. Läßt man also den BewegungSTorgang während einer 
endlichen Zeit bestehen, so wird l relativ in Jen Küumen X, und I^ 
Ewei Flachen if, und Z^ erzeugen, die in jedem Momente der Bewegung 
sich längs der gemeinsamen Erzeugenden berühren. Infolge der Ver- 
schiedenheit der Winkelgeschwindigkeiten fl, und Sl^ erhält jeder 
Punkt von / momentan gleichgerichtete, aber verschiedene Geschwindig- 
keiten, sodaB die Flächen Z^ und Z^ schief zur Berührongskaute über 
einander weggiciteii. Da l stets eine feste Erzeugende der Fläche S 
bleibt imd ß beständig auf Sj und S, schrotet, so können die Flächen 
Z| imd Zj auch erhalten werden, indem man die Fläche S längs der 
festgehaltenen Grundflächen S, und S, abschroten läßt. Dreht sieb 
S, um «1, 80 wird durch die stete Berührung von Z^ mit X, auch die 
F'läche Sj an o, in Bewegung gesetzt; demnach sind Z^ und Z^ zwei 
entsprechende ZahnHanken für eine sogenannte Kraft Verzahnung. Fällt 
/ in der Anfangslage mit p zusammen, so entstehen zwei Zahnllanken, 
die mau als Hypozvkioiden- und Epizj-kloidenflächen bezeichnen kann. 
Wir erhalten also zunächst das Resultat: 

JCntsprrcJimde Zahtifianken Z^ vitd Z^ xiceier Schraubenaxoide oder 
IIi/pprMoide müssen in jt^m ÄugenUkke der Betcegutig längs der Be- 
rükrungslinit l von iltrj^iffm Schravhenftäche berührt werden, die eu der 
iScAroM&f an der mofHenUtHen Berührunffskante der Axoide gehörL Das 
2forMaJeitparaboloid dieser SchraubeM/lärJie cnihiäi aiso die Jjtgri/fslinien 
«Her rrrsswtgeM, die längs l von der rinen Zahnflanke auf die andere 
aiuigeUbt werden. 

Die SdiraubenflÄche S bat in Analogie mit der Zykloidenverzahna&g 
der StinirSdor «ine doppelt« Bedeutung. Im featen Räume 2^ enthält 
sie die aufeinauderfolgeudeu Lagen der momentanen Berührnngslinie } 
beider /ivhnfln»kr*n ; sie kuin idso als die Eingriffsfläehe der Verzahnung 
bpuiohoet werden. Andererseits ertengt sie durch Abschroten auf den 
Grundflildieu die Zalinflanketi ; sie ist also Eugleicb die Rollääche oder 
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Waletmgsflä^e der Verzahnung. Es ist dies ein? charakterisÜBohe 
Eigentümlichkeit dieser einfachsten Art der Verzahnung; denn es 
können imendlicli viele Eingriffsflächen angegeben werden, welche 
nicht mit der Wälznngsfläche identisch sind. 

Die Fläche S erzeugt aber nur die eine Hälfte jeder Zahnflanke; 
die andere Hälfte wird erzeugt durch eine passend gewählte zweite 
Fläche S' der Aioidsubar, deren Achse im allgemeinen auf der anderen 
Seite der Berührungskante g liegen wird. Zu jeder ZahnÜanke gehört 
dann als Eingriffstiäche eine Kombination zweier Stücke der Flächen S 
and 8', die in g kontinuierlich mit einer Wendekante in einander Über- 
gehen. Eb ergibt sich also das Resultat: 

Sind S, lind S, eicei gegä)ene Schraiäienaxoide oder Hyperboloide, so 
Jcann als Eingriffsfläche jedes passend gewufdte S(Jiraube)ifläc}ienpaar S 
und &' benutzt werden, das der Axoidschar angehört, iceMie durch den 
Tröger g bestimmt wird. Schroten die Madie» 8 und S' als Wäleungs- 
fldciien auf den Grundflächen ah, so erzeugen sie die eur Eingriffsfläche 
gehörenden Zahnflanken Z, und Z^. 

Wenn die koojugiert«n Geraden c und c' des Zylindroida reell sind, 
so existieren unter den Flächen S zwei Hyperboloide, die möglicher- 
weise als Wälzungsflächen benutzt werden können. Sind dagegen beide 
Grundkörper schon hyperboloidiscb, so sind sämtliche Flächen S 
Schranbenfläcben. Da ferner die Flächen S nur dann ohne Gleiten auf 
S, und Sj rollen, wenn g selbst eine Nullschraube ist, also wenn S, 
und Sj selbst Biegungsflächen sind, was bei zwei Hyperboloiden nie- 
mals möglich ist, so ei^bt sich folgender Satz: 

Soüen zwei Hyperboloide verzahnt werden, so kann als Eingriffs- 
flädie und gleichzeitig als Wiüzungsflädie jedes Paar von Schratd^enflädien 
8 und 8' gewählt werden, das der AxoidscJiar vom Träger g angehört. 
Diese Fläeheri sind niemals auf den Grundhyperboloiden abtcickelbar, und 
es kann niemals eintreten, daß die Eingriffs- und Wälzungsfläche selbst 
ein Hyperboloid ist. 

Dieses Resultat ist nicht ohne Interesse; denn es liegt nahe, in 
Analogie mit den Stirnrädern und Kegelrädern die Wälzungsfläche unter 
den unendlich vielen Hyperboloiden zu suchen, welche beide Grundkörper 
längs ff berühren und deren Achsen das durch die drei Geraden o,, o^ 
und g bestimmte Normalenparaboloid erfüllen. Ist o die Achse eines 
solchen Hyperboloids, so bestimmt sie mit o, und g ein Zylindroid G,, 
mit 0, und g ein Zylindroid Q,. Diese Zylindroide müssen aber längs 
g verschiedene Gleitparameter besitzen, weil sonst G, und G, die 
Schrauben an und g gemeinsam hätten, also identisch wären. In- 
folge der Verschiedenheit der Parameter können sich die durch Ab- 

Z«iUcliiiririd>U>cni>likii.Plir>lk. 61 Bud. IWl. l.HaR. G 
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Hvhroten dei llyperholoidH an o auf S, und S, erzeugten Flächen Z, und Z, 
uiiimftlH l)»rUliri>n, aliu auch nicht uls ZahnliiUikeu Verwenduof^ finden. 

§ ti. Konstruktive Darstellang der Verzahnnag. 

hl den Kig. 15 bis lud, Tai. III, ist die Verzahnung des einen 
llypurboluids in orthogonaler Parallel projektion durchgeführt. Die 
lii'iden Ai-hnen sind der Aufrißebene parallel, u^ speziell vertikal in der 
AufriBi'büuo, 0, vor derselben und unter dem Achsenwinkel 3jJ ^ l>0° 
gepi'u (J, geneijtt. Ist 0, 0, der gegebene kürzeste Abstand beider 
AidmeL, wci ist di^r Büdlcreis K bestinimt, die Linie 0, Oj ist zugleich 
dio IVrametorauhse h, und es kann die gemeinsame Berührtuigskante 
1/ auH dem VorhÜltjiiB der beiden Winkelgeschwindigkeiten konstruiert 
werden. Sei -1/ der Mittelpunkt lies ersten Hyperboloids. 

Wird w, : 0), — 3 : 4 gewählt, so ist der Bildpunkt G von _'/ be- 
ktumt, und es suhneidet die vertikale Bildsebne fi durch ans O, O^ 
dio beiden Kehlkrei8ra<lien 

r, = VF und r, = O^F 

hennt, während die Strecke GF dou Oleitparameter h beider Grund- 
kKrpcr diun^toUt Dorsulbe ist negativ. Durch die Eehlkreisradien sind 
b^idp liyiwrltoloido bestimmt; ihre Aufrisse sind Hyperbeln, welclie g" 
tur ^niPtUMuneu Asymptote haben. Die Hyperboloide sind begrenzt 
durch die Kfhlkrcise K, und A',, sowie durch die oberen Teilkreise 
J\ »ud if',, dtnu Kbeuen durch denselben Punkt .4, ron </ gehen, zu 
dfti Avhwu rechtwinklig stehen und die Btteisebenen der beiden Nor- 
ni«l«nk«g»l ..V, ttud .V, der Hyperboloide l&ngs 7\ ood T^ bilden, welche 
di* k^i){Ku»uigskof^ guiannt w«rd«iL 

8tnd ■*, uud f, di« Z&ka«s>hl«n beider Räder, so Terhält sich 

Kltr «^ - M wird «In ^ — l!^, oad «• ist duut die Teilung t d«r 

Uftlw (Am — w iliBli ttalwi SehnttWafic^M dar Axoidschar 
«vtt T%w $ naA mm dw Kui^rib- maA Vtlhma^^KUkm 5. and 
■^ ifc sg A ^1* A cAb m m «wl i m bw»iiiiif. 

^eU^IM wir •■ J. WM« Kk», 4mmi Vmiimi dv nerte Teü 
MM RmAmh itw THUkTMM» f , irt> w ist w «igfaieh im dritfo Teil 
<lm lUliMa wa T^ «ad Mhi vir vwt M' um t» hwlm Tai^jorteo 
«* «wt 4" Ml dÜiMwi Knw l nufc. üki «b» ^ 
«Mt ikn Wik>L<^jwtfcwMi4i(j|fcw>t» iM^ » hwfcal % 
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I sehrotBn also iS^ und S^ auf dem ersten Qrundkörper genau vier- 
■ msl, auf dem zweiten genau dreimal ab. 

Die beiden Tangenten a" und b" selineiden aus dem Büdki'eiB K 
ire Bilder Ä und B heraus, und ihre BÜdeebnen bestimmen auf Oj 0, 



= FF„, 



'FF. 



■ Striktionelinien, als auch die Windungsparameter 
H^ = AF,, E, = BF, 
der Wälzungsflächeu .?„ und i%, wodurch diese vollständig bestimmt 
sind. Beide Parameter haben negative Werte, d. h. S^ und S^ sind 
linksgewTindene Schraubenflächen. Sie sind in den Fig. 15a und 1.'>I), 
I Taf. III, auseinander gerückt, im Aufriß dargestellt; ihre Grimdriase in 
f'ig. 15c finden wir am einfuchsten mittels der horizontalen Schnitte E^ und 
, in welchen die Ebene des Teilkreises T^ , sowie die zum Mittelpunkt M 
Isjmmetriscbe Ebene des unteren Teilkreises T[ beide Flächen schneidet.. 
Die Spurkurven E^ und E, lassen sich aus dem Aufriß allein 
l^orch folgende Lberlegung finden. Denken wir uns eine Seitenrißebene 
liormal zur Aufrißebene durch die Achse der Fläche S„ gelegt und mit 
vordem Hälfte nach der linksseitigen Hälfte der Aufrißebene 
•niedergelegt, so ist der Seitenriß dem Aufriß kongruent, aber um den 
Tierten Teil der Ganghöhe in der Richtung der Achse nach unten ver- 
schoben. Daraus folgt, daß die Kurven E^ und 7;^ durch den Aufriß 
Ivon S^ resp. .S,, allein bestimmt sind. 
Wud also der halbe Schraubengang der Striktionelinien jeder der 
flächen S„ und Sj in 6 gleiche Teile geteilt, und werden die durch 
^ese Punkte gehenden 6 Erzeugenden mit der obem und untern Teil- 
Ixeisebene geschnitten, so erhält man in Fig, 15 c von jeder Spurkurve 
J?_ und E, reap. die Punkte ,'!„, Ä^, . . ., A^ und jy„, iJ,, . . . Bf,, wo- 
bei die in der uutern Teil kreis ebene 7',' liegenden Spurkurven die 
Spiegelbilder zu den obern Spurkurven bezüglich der durch M' 
gehenden Vertikalen sind. Indem man also gleich bezeichnete Punkte 
verbindet, erhält man die Grundrisse von S^ und S^ und zugleich auf 
diesen die Spurkurven in den Kehlkreisebenen. Von diesen sind nur 
I die äußersten Punkte eingetragen. Da beide Wälzungsäächen das 
Hyperboloid längs g berühren, so berühren E^ und E^ ihren Teilkreis 
1 den Punkten -lg resp. B^. 

Um jetzt die Spur der Zahnflanke Z^, also das Zahnprofil C in der 
;ne des Teilkreises jf', zu flnden, muß die Fläi'he S^ auf dem Grund- 
tkÖrper der.irt abgeschrotet werden, daß der momentane Berührungspunkt 
Ider Striktionslinie stets auf dem Keblkreis des Hyperboloides bleibt. 
ftParauB folgt, daß der Querschnitt E^ von S„ in der Teilkreisebene sich 
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kongruent bleibt, also im Onindriß bloß eine Drehung um den Punkt 
M' vollzieht. Da S^ viermal auf dem Hyperboloid abgerollt werden 
kann, so gelangen die 6 Erzeugenden von (S'„ mit denjenigen Erzeugenden 
des Hyperboloidee zur Deckung, welche einer von ^1, ausgehenden Ein- 
teilung dea Teilkreises in 48 gleiche Teile entspricht. Es seien 0, 1, . . ., 6 
diese Teilpunkte. Betracbteu wir also in der obem Teilkreis ebene dan 
Kurvenzug AoA,A,B^B,iBf, legen wir durch diese Punkte die Kreise aas M' 
und machen wir: 

Cti^A^A^, C^O = ÄsBt. 

so erhält man das Zabnprolil C der oberu Ebene 7",. In der untern 
Ebene betrachten wir den entsprechenden gleich bezeichneten Linienzug 
A^AiA^BiB^Bf-, legen wir durch diese Punkte die Kreise aus M' und 
machen wir: 

D^G =- B^A^, D^2 = B^B^, 

D,i> = B^A„ I>rJ = B^B^, 

so erhalten wir das Zahnprofil D der untem Teilkreisehene. Die Ver- 
bind ui^slinien der Punkte C und D mit gleichem Index ergeben die 
Zahnflanke Z„ welche in Fig, 15c eingetragen ist. Wird das Profil 7) 
an der Vertikalen durch M' gespiegelt, ao bildet es nach Festsetzung der 
Zahnstärke mit C zusammen die Pro&lierung des Zahnes in der Teil- 
kreisehene T,. Es ist klar, daß das Zahnprofil in der Kehlkreisebene 
analog bestimmt wird, uud daß die Punkte desselben andererseits die 
Mitten allen Erzeugenden CD der Fläche X, sind. Es ergibt sich 
also das Resultat: 

Die Spurhirven E^ und E^ der ElngriffsflÖctte bilden für jed^^t 
Noimalsclinilt zur Adise die EingriffUnie der sugeltörigen ZahnprofÜf, 
und es sind die Profile selbst bestimmt, weil die korrespondierende Teilung 
der EingriffUnie und des Teilireises beJ:amit ist. 

Da die Eingritt'linie nicht auf dem Teilkreis ohne Gleitnng ab- 
rollt, so gehen die Zahnprotile C nnd D nicht orthogonal durch deu 
Teilkreis und die Zahnachsen nicht durch deu Teilkreiamittelpunkt M', 
sondern sie berühren alle einen bestimmten Kreis R um 31', den zu 
kenneu für die Zeichnung wichtig ist. Wir gelangen zum Radius dieses 
Kreises durch folgende Betrachtung: 

Die Tangeute des Zahnproßls C m A^ ist die Spur der Tangenten- 
ebene der Flanke Z^ durch die Bei-ührungskante g in diesem Punkte. 
Ist aber l ii^end eine Erzeugende von Z^, r ihr kürzester Abstand 
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nad K ihr Neigungswinkel gegen die zugehörige MomentÄnaihse g, so 
wird Z, längs l berührt von einer Schraubenfläche um die Momentun- 
achse vom Windongsparameter /(, nnd es ist demnach der Verteilungs- 
parameter Q der Zalmfianke längti l: 

V =-(_// + r cotg ß). 

F^llt aber l mit 1/ nder mit der Momentanachse in A^ seihst zusammen, 
so verschiebt sich im ersten Zeitmoment j infolge des Gleitparameters li 
in eich selbst, wäbrend die Momentanachse die benachbarte Lage g' 
von ff annimmt. Im zweiten Zeitelement beschreibt demnach 1/ um g' 
ein windschiefes Flächen dement, und du g und g' beide auf dem 
GrundLyperboloid liegen, eo steht die Zentralebene des Flächen Elementes 
auf derjenigen des hyperboloidischen Elementes im Zentralpunkt des 
letzteren senkrecht, und es ist 

Lim (/■ cotg «) = f, cotg tt, = — g. 
Demnach ist der gesucht* Parameter nach (20) mit /i, = /ij = 0, 
Q = ,1 - I, = - 2a cotg 2ß — FF*. 

Durch den Zentralpunkt auf dem Keblkreis, die zur Tangentenebene 
des Hyperboloids normale Zentralebene und den Parameter (^ ist also 
das windschiefe Flächenelenient von X, liiugs g bestimmt, und es kann 
ffir jeden Punkt dieser Linie, welche übrigens für die Gesamtfläche Z, 
eine Euspidalkante ist, die Tangentenebene ang^ebeti werdeu. 

Bezeicbnet u die Länge der Erzeugenden g zwischen Keblkreis 
nnd Teilkreis, Ö den Winkel der Tangenten ebene des Punkt«8 Ag 
gegen die Zentralebene, ©, den Winkel ihrer Spur gegen die Spur 
iler Zentralebene in der Teilkreisebene, so ist, weil a^ den Winkel von 
;i gegen 0, bedeutet: 





'B®'-c-ii^--e ff 


Macht man aln 


in Figur 15c die Strecken 




A,,i "J-, QL^"J' 



SO ist A^L die verlangte Tangente des Zahnprofils C und bestimmt 
als Tangente auch den verlangten Kreis R um J!f'. 

Die Tangenten sämtlicher Zahnprofile in ihren Schnittpunkten mit 
dem Teilkreis sind Tangenten an iJ; bezeichnet man also die durch 
den Zahn mittelp unkt des Teiltreisbogens an R gelegte Tangente als 
Achse des Zahnprofils, so berühren alle Achsen den Kreis li 
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Die Gesamtheit dieser Achsen erfüllt für alle Punkte von <j ein 
hyperbolisches Paraboloid, welches durch die Gnindkörper allein voll- 
ständig beatinimt und von der Wahl der Eingriffsfläche ganz unab- 
hängig ist In der Kohlkreisebene selbst gehen die Zahnprofile recht- 
winklig durch den Keblkreia; je mehr sieh die Teilkreis ebene T^ von 
der Kehlkreiaebene entfernt, um so größer ist die Abweichnng der 
Zahnachse vom entsjirech enden Teitkreisradins, im unendlich fernen 
Punkt von g beträgt sie einen rechten Winkel. Die Zahnflanke Z, 
würde überall rechtwinklig durch das Hyperboloid gehen können, falls 

Q^ q oder A = 

wäre, ein Umstand, der aber erfordert, daß die tinmdkürper aufein- 
ander, abwickelbar sind, was bei Hj-perboluiden ausgeschlossen ist. 

In der Praxis werden die Zahnräder aber nicht durch horizontale 
Schnitte, sondern durch die Normalenkegel ihrer Grundbyperboloide be- 
grenzt. Da der Kegel Ä'j durch Drehung um die Achse Oj sieh in sich 
selbst verschiebt, so bleiben seine Durchdringungskurven mit den 
Wälzungaflächen beim Abschroten ebenfalls kongruente Kurven, und es 
ergibt sich sofort der Satz: 

Die Abwicklungen der Durdidringungskurvcn E* und El der Eitt- 
griffsfläcken S^ und S^ mit dem Ergämungslcegel bilden die Eingrifflinien 
der abgeuiickelten Zahnproße des Ergänmngskegels. 

Da die Spurkurven E^ und £"„ der Eingriffsflächen in der Ebene 
des Teilkreises T^ bekannt sind, T^ aber die Basis des Normalenkegels 
ist, so können aus Grund- und Aufriß von S„ und N,, diese Durch- 
dringungen £* und E^ leicht konstruiert werden. In Figur 15c ist 
für den oberen Teilkreis der Grundriß von E^ gestrichelt eingetragen 
und daraus in Figur löd die Abwicklung der Zahnprofile ausgefiihrt, 
da die Teilung auf dem Teilkreis die alte bleibt. Die Tangenten in 
den Schnittpunkten des abgewickelten Zahnprofils, sowie die Zahn- 
achsen berühren wieder einen gewissen Kreis /f^; man findet den Radius 
dieses Kreises aus Figur 15c, indem man durch die Spitze des Nor- 
malenkegels die erste Tafellinie legt iind diese mit der durch ff und 
die Spur i bestimmten Tangentenebene * des Punktes .^ in üg zum 
Schiütt bringt. , 

In der Figur 15 ist sodann das abgewickelte Profil ftlr irgend 
eine Lage desselben auf dem Kegel aufgewickelt, und ein Zahn nebst 
der Zahnflanke Zi in Grund- imd Aufriß dargestellt. Die Zabnachsen aller 
aufgewickelten Profile erfüllen dabei ein bestimmtes Rotation sbyperbol cid, 
welches 0, zur Achse und die Kegelspitze N^ zum Hittelpunkt hat. 

Was endlich die Begrenzung der Zähne an Kopf und Fuß betrifft. 
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können als Begreu/ungatlächen solche Hyperboloide gewählt werden, 
welche als Äsoide paarweise zuRammengehÖren. Da sich zwei solche 
Flächen längs einer Erzeugenden des Zylindroids berühren, so iat ein 
Eindringen des Zabnkopfes in den Fuß de^ Zahnes des andern Rades 
ansgeschlossen , solang*! wenigstens die Berührirngskantt' tf zwischen o, 
nnd Wj liegt. Handelt es sich um zwei Räder, deren Mitteletenen in 
die Kehl kreisebenen faUen, so können in diesen Kopf- und Fiißkreis 
m der üblichen Weise angenommen werden; dann siud dadurch die 
Begrenznngsbyperboloide vollständig bestimmt. 

Liegt jedoch das Rad an der Teilkreisebene 3",, so zeichne man 
Kopf- und Fußkreis T^ und T^ auf dem Normalenkegel und lege durch 
diese die Hrperboloide. Da diese selbst Äxoide sein sollen, sind ihre 
Kehlkreise bestimmt. Ihre Radien werden erhalten, indem man die 
Schnittpunkte der beiden gewählten Kreise mit dem Zylindroid be- 
stimmt und durch diese die Erzeugenden desselben zieht, welche dann 
auch Erzeugende der gesuchten Äxoide sind. 

Die Schnittpimkte müssen wie im GnindriÜ von Fig. 15, mittelst 
■der eingetragenen Quersclinitte durch das Zylindroid bestimmt werden. 
Diese Querschnitte können leicht auf kurze Strecken in der Nähe des 
Schnittpunktes gezeichnet werden, falls man den Schnitt des Zylindroids 
mit der Tuilkreisebeue bereits gezeichnet hat, was mittels des Bild- 
kreises K geschieht. Die Durchdrin^ngen der Hyperboloide mit den 
Zahnäanken Z sind zwar keine geraden Linien, weichen aber so wenig 
-ton solchen ab, daß sie geradlinig gezeichnet werden können. 

Bezüglich der sogenannten Sicherung des Zaimehigriffes ist zu be- 
merken, daß dazu nötig ist, die Eingrifflinie des zweiten Rades und 
dessen Zahnprofil zu zeichnen. Die beiden Eingrifflinion stehen dajm 
in der Beziehung, daß durch die Erzeugenden der Eingrifi'sfiäche jedem 
'Punkte der ersten ein bestimmter Punkt der zweiten Eingrifflinie zu- 
'geordnet wird. Li zwei entsprechenden Punkten findet allemal gleich- 
zeitig Eingriff statt. Denkt man sich in jedem Rade den Kopfkreis 
eingetragen, so bestimmt dieser auf der zugehörigen Eingrifflinie den 
einen Endpunkt der Eingriffstrecke, sein entsprechender in der andern 
Eingrifflinie ist dann der zweite Endpunkt der Eingriffatrecke. Durch 
die Eingriffstrecke ist dann auch der entsprechende Eiiigriffbogen des 
Teilkreises bestimmt, der größer als die Teilung sein muß und die- 
jenigen Stücke jedes Profils, die überhaupt zum Eingriff gelangen. 
Damit aber hängt wieder die Bestimmung des Gleitweges und des 
Keibungsfeldes jeder Zahnfiauke zusammen, ebenso die Ermittelung 
ler Keibungsarbeit, von welcher die Brauchbarkeit der erhaltenen Zahn- 
)file insbesondere abhängig ist. 
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Eine besonders einfache Verzahnung erhält man noch durcli eine 
eigentümliclie Spezialisierung. Wenn das Büschel der Bildsebnen p 
der Achse z parallel läuft, so zerfallt das Zylindroid in drei Ebenen 
JE,, E,, U, indem sämtliche Erzengende entweder parallel «j oder parallel 
Oj laufen, oder im Unendlichen liegen. Es iat demnach 0, der Bild- 
punkt sämtlicher Erzeugenden von E^ tmd Oj der Bildjiuakt aller Er- 
zeugenden von E^. Die Parameteraebse h ist vertikal, sonst aber un- 
bestimmt; legt man sie durch 0,, so sind die Windungsparameter aller 
Erzeugenden // von E^ unbestimmt, tilr alle Erzeugenden / von E, 
endlich groß und umgekehrt, falls die Parameterach ee durch 0, gelegt 
wird. Somit besteht jede Axoidscbar aus lauter Zy linde rfla eben mit 
pai'allelen Achsen, darunter die gemeinBameTangenteneheneS. Schneiden 
sich also g und l, und liegt g in E^, l in E^, m enthält die Axoid- 
Bchar an g den Zylinder 8[ um o^, diejenige an l den Zylinder S^ uro 
Oj, während S die gemeinsame Fläche beider Asoidscharen und somit 
die gemeinsame Tangentenebene der Zylinder S, und Sj ist. 

Infolgedessen kann S als Eingriffs- und Wälzungsfläcbe sowohl 
für S, als 3, benutzt werden. Rollt S ohne Gleitung auf S, ab, so 
beschreibt p im Räume 2^ eine developpable Schraubentläche Z^, deren 
ROckkehrkurve durch Aufwicklung von g auf den Zylinder S, entsteht 

Durch die Verschiebung von S an S, wird aber an der Achse o^ 
eine Drehung hervorgerufen von der Winkelgescb windigkeit 

and es beschreibt g im Räume i, eine Zylinderevolvente Z, von S[. 
Weil _(/ parallel n, und in S liegt, berühren sich beide Flächen Z, und 
Z^ beslÄndig längs g; sie bilden also die ZahnHanken einer Linien- 
Tenahnong, welches gerade die von Olivier angegebene Verzahnung i^^ 
Sir«Bbnrg i. E., im Dezember 1903. ^M 



Über ein Problem, das mit der Theorie der Turbinen 
Izusanunenhängt. 

Von Gkohq ScnBrFKBS in Dumst^t. 

In Avr Theorie der Turbinen tritt das folgende spezielle Problem 
axdi Ein« iHkompnssibU FlilKsigkoit führt oine solche stati"Häre Stiömong 
ftos, b«i der erstens die tloMchwindigkeit aller Teilchen liiesäbe Größe 
faftt uad bei d«r tweiteua kIIv Strtimlinien auf koi^nienten Drelmngs- 
ki^H verUu&u, ilie swur vonoliieileiie ti^pitivu. «ber gemetns&me AduH 
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haben. Die Stromlinien sollen insbesondere so beschaffen sein, ihiß sie 
tlitrcJt Drehmtg um die Jefese mUeinawler veriaiischi werden, sodaß also 
— um einen modernen matbem atiseben Ausdruck zu gebraueben — dic- 
StrÖmun^ alle Rotationen um die Achse gestattet. Die Frage ist, was 
fiir Kurven die Stromlinien sind. 

Diese Frage ist sofort zu beantworten. Da nänilicb der Abstand 
Ewiscben zweien der Kegel überall derselbe ist, so zieht die Forderung 
der konstanten Geschwindigkeit naeb sich, daß zwei bennchbarte Strom- 
linien auf demselben Kegel überall gleichen Abstand voneinander 
haben müssen. Breitet man den Mantel dieses Kegels mit der Spitze S 
in die Ebene aus, so gehen demnach die Stromlinien dieses Kegels in 
ebene Parallelkurven über. Auch nach dieser Ausbreitung muß jede 
Stromlinie durch Rotation um S wieder in eine Stromhnie übergehen. 
Es handelt sich also um die Bestimmung einer solchen Schar von 
Parallelkimen in der Ebene, die durch Rotation um einen bestimmten 
Punkt S der Ebene in sich übergeht, Parallelkurven in der Ebene 
haben aber gemeinsame Normalen. Demnach geben alle ihre Normalen 
aus einer von ihnen her^'or, wenn man sie um S dreht, d. h. die Nor- 
malen umhüllen einen Kreis, dessen Mitte S ist. Die Stromlinien 
sind also auf der in die Ebene ausgebreiteten Kegelfläche die ortho- 
gonalen Trajektorien der Tangenten eines Kreises, d. h. die Etolveiitm 
eines Kreises mit der Mitte S.*) — 

Angeregt durch dieses spezielle Problem möchte ich im folgenden 
die Frage etwas verallgemeinern. Die soeben erwähnten Normalen gehen, 
sobald der Kegelmantel wieder in seine ursprüngliche Form zurück- 
geführt wird, in geodätische Linien des Kegels über, die Stromlinien 
siml nlso hier orthogotiaie Trcjeldorien von (leudätibchen Limeti. 

Nehmen wir nun an, die Strömung finde nicht gerade längs jener 
kongruenten Drebungskegel , sondern längs einer Schar von Drebungs- 
flächen überhaupt statt, die eine gemeinsame Achse haben, so können 
■ wir nun &agen, unter welchen Umständen die Stromliuien orthogonale 
lajektorien von geodätischen Linien jener Drehungsflächen sind. 

Das Prfiblera sei also dies: 

Eine inkompressibele FUissiffkeit befinde sidt in einer slationaren 
mung um eine Achse so, daß jede Stromlinie durch Drehung um die 

! wieder StronUinien ergibt. Die Geschwindtgleit der Strömung sei 
Die Sfyvmlinien ordnen sich alsdann auf einer Schar i-om 



1) Mein Kollege für WaBBerkraftmaar.hinen, Herr Prof, Pfarr, etellte mir vor 
einiger Zeit das obfge Problem, indem er eine Vermutung anasprach, die durch 
die hier gegebene Antwort bestätigt wird, 
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Drekungsfiäche» um jene Achse an. Wann sind sie orthogonale Tra- 
jektorien von geodätischen Linien der Dr^ungsflädien?^) 

Die teste Achse sei die ^-Aehae, die Differentiation nach der Zeit ( 
sei durch Striche angedeutet. Da die Strömnng stationär sein soll, so 
müssen die Geschwindigkeitskomponenten x\ y' , z' Funktionen des 
Ortes {x, y, s), irei von t sein. Die Bedingung der Inkompressibilität 
ist bekanntlich: 



(1) 



-+ ^ = 0. 



Sachen durch die Gleichung: 



Ist c die konstante Geschwindigkeit, so ist außerdem: 

(2) x"" + y'^ ■{- z'^ = c'. 
Kua seien die in der j:z-Ebene gelegenen Meridian kurven der Drehiings- 

dai^eatellt, die eine willkürliche Konstante u enthalte. Zu Jedem he- 
Btimmten Werte von a gehört alsdann eine bestimmte Meridiankurve 
und damit eine bestimmte Drehungsfläehe. Die Gleichungen der zu 
einem beliebigen Werte von u gehörigen Drehuugsfläche sind dann: 

(3 ) j = »■ cos fr, y = rBin'&, ^ = f{r, u) , 

wit r, fr bekannte Bedeatung haben. Da jeder Punkt {x, y, s) des 
Raumes auf einer der unendlich vielen Drehungsflächen liegt, so gehört 
zu jedem Punkte (r. y, z) ein bestimmtes Wertetripel *■, fr, u ver- 
möge (3), Wir können daher r, fr, u als Koordinaten statt x, y, s 
einföhreu. Alsdann ist, wenn nach der Zeit differenziert wird: 



(4) 



-frVsinfr, 



= (■ sin fr + t 



Ist F eine beliebige Funktion von ir, y, 
fÜhrung der neuen Koordinaten r, fr, « ii 
ist bei jeder Art der Strömung F' = (P', 



i)F 



SF 



dF 



-s-a:' + ■^y' + ^^ 



und geht sie durch Ein- 
eine Funktion «P über, so 



+ 1«»' + 



d» 



1) Ob die LöMuiiB dieees matbematiachen ProblemB auch wirklich für die 
Theorie der 'l'arbinen von Nutzen sein kana, wage ich nicht zn entsrheiden, wenn 
ich auch glaube, eioon Nutzen darin erbticken zu dürfen, daß man die Quer- 
Behäufeln, anl' die daa Wasser aufprallt, längs geodätisch et Linien konstruiert. 
Aber meine Eenntnisäe über Turbinen sind »o minimal, daß icb auch dies nur 
mit allem Vorbehalt ausaprecben möchte. 
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oder, wenn die Werte (4) eingesetzt werden: 

dr ' ^^ ' cu 

Diese Formel gilt für aUe Arten der Strömung, also müssen die Koeffi- 
zienten von r' rechtrf nnd links übereinstimmen, ebenso die von d^' 
und die von u\ Demnach ist: 

cos ^ -5- + sin ^ ^ — h /r Q— = -Q-^ 
^x ' oy '^ dz dr ' 

— rsmd' « — h r cos d" -ä— 



^a; ' dy d9^ 

dz du 



. dF __ d^ 



also auch, wenn wir diese Gleichungen nach p— , -^— , -^- auflösen: 

c jc cy c z 

dF ^d^ Bind^d^ fr o.^* 

-TT- = COS -ö* -^ -:^^ — ' " COS '»•--, 

c^a; er r cd" f,t cu ^ 

cy dr ' r 0^ f^ cu ^ 

dF ^ 1 d^ 

dz /„ du ' 

Setzen wir in der ersten Formel F=* = x', in der zweiten jF= = ij\ 
in der dritten F = O ^ z\ so kommt: 

dx' t.dx' sind^dx' fr ^.dx 

-ö— = cos ^— -TT^ — ^ cos -ö" -K— , 

dx er r c^ f^ cu ' 

dy' • Q.dy' . coB^dy' fr • r.dy' 
dy t r * r c^ fu du ^ 

a« ~~ Z*,^ ai* " 

Durch Einsetzen dieser drei Werte in (1) erhalten wir die Bedingung 
der Inkompressibilität ausgedrückt in den neuen Koordinaten r, ^^ u, 
wenn wir noch rechts Xj y\ z' durch ihre Werte (4) ersetzen. Dabei 
ist zu beachten, daß Xy y\ z' Funktionen von x, y, z allein oder also 
von r, ^y w allein sind, sodaß nach (4) auch r', d-^ u Funktionen von 
r, ^, u allein sind. Da wir femer annehmen, daß die Strömung längs 
der gewählten Drehungsflächen verlaufe, und da auf jeder dieser Flächen 
u konstant ist, so ist insbesondere 
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zu setzen. Somit nimmt die Bedingang der Inkompressibiliiat die 
Form an: 

Da nun jede Stromlinie durch Drehung um die jgr- Achse wieder 
in eine Stromlinie übergehen soll, und da sich bei dieser Drehung yon 
den drei Koordinaten Vy d-, u nur d- ändert^ 90 folgt, daß die Ge- 
schwindigkeitskomponenten r', d"' FufUxtionen von r und %i alleinj frei 
von t und d; sein müssen. Die letzte Bedingung nimmt demnach die 
einfachere Gestalt an: 

er ' r ' f^ 

oder, nach Division mit r': 

^log(rV/;) = 0, 
woraus folgt: 

wo V eine Funktion von u allein sein muß. Haben wir somit 

(P) r = ^^ 

gefunden, so ergibt sich schließlich &' aus der Bedingung (2), die ver- 
möge (4) und wegen «' = übergeht in: 

(6) (l+/?)r'* + r»r» = c*, 

woraus wegen (5) folgt: 

Es sei « der Winkel, den die Stromlinie mit dem Breitenkreise 
im Punkte (r, -ö*, u) der zu einem bestimmten u gehörigen Drehungs- 
fläche (3) bildet. Die Richtungskosinus der Tangente der Stromlinie 
sind proportional x\ y\ z\ die Richtungskosinus der Tangente des 
Breitenkreises nach (3) gleich — sin %', cos ^, 0. Also ist 

— x' sin 9' + y' cos ^ 
COS a == — , 

oder nach (4) und (2): 

cos a =» - 
daher nach (6) und (5): 



; 



Zugleich ist a der Winkel, den die durch den Punkt (r, 9; u) gehende 
orthogonale Trajektorie der Stromlinien unserer Drehungsfläche mit dem 
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Meridian bildet. Nach einem bekannten Satze der Flächentheorie^) ist 
diese orthogonale Trajektorie dann nnd nur dann eine geodätische Linie 
der Drehungsfläche, wenn der Ausdruck 

r« sin« « = (lif^ 

anf der Flache konstant ist, d. h. nur noch von u abhängt. Demnach 
finden wir: 11« 

-^ = 9(«), 

wo <p eine Funktion von u allein sein soll. 

Es handelt sich also darum^ f(r, u) so als Funktion von r und u 
zu bestimmen^ daß: 

ist. Dies läßt sich noch vereinfachen: u war eine Ghroße^ die auf jeder 
Flache konstant ist, aber yon Fläche zu Fläche yariiert. An ihrer 
Stelle können wir eine andere Größe v in die Gleichungen (3) der 
Drehungsflächen einführen, die wir als irgend eine Funktion von u 
wählen dürfen: . v 

Alsdann wird /"(r, u) eine I<\inktion f von r und v, und zwar ist: 

du dv du' 
sodaß die Forderung (8) übergeht in: 

»(«)(^)'fä^)*-(l9"-'- 

Wir können insbesondere ^(u) so wählen, daß 

dijf 1 



du 



y^w 



wird, da <p(u) sicher nicht gleich Null ist. Alsdann reduziert sich die 
Forderung auf : ^^ , /^/\*_ 

Kdv) "" \dr) " 

Mit anderen Worten: Wir hätten yon vornherein durch passende Wahl 
der für die einzelnen Drehungsflächen charakteristischen Größe u er- 
reichen können, daß die Gleichung (8) die einfachere Form annimmt: 

1) Vergleiche z. B. des Verf. Einführung in die Theorie der Flächen, Leipzig 
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«-rt«, «) 

die Gleichung der in der 3^2-Ebene gelegenen Meridiankurven. Also 
hat »ich nach (9) ergeben; Für diese Meridiankurven muß z eine solche 
Funktion von x und u sein, daß 

("» 03'-©"=' 

ist. Zu jedem bestiramten u gehört eine bestimmte Meridiankar ve. 
VetBchieben wir sie ana der j:/-Ebene heraus längs der y-Achse um 
die Strecke «, so erhalten wir eine Schar von unendlich vielen Kurven, 
die, auf die ar^-Ebene zurückproji ziert, die unendlich vielen Meridian- 
kurren in dieser Ebene ergeben. Audera ansgesprocben: Diese nneod- 
lieh vielen verschobenen Kurven sind die Sehnittkurven der Ebenen 
»/ = const. (= m) mit der UllfsjUkhe 

'-fC.y), 

für die nach (10) die Gleichung besteht: 



(II) 



\TsJ 



. 1. 



Die Normale der Fläche e = fix, y) bildet bekauntlich mit der j-Achse 
eineu Winkel, dessen Kosinus gleich 



yC 



ist. Dieser Wert ist aber nach (11) gleich |]/2, d. h. die Tangenten- 
ebenen der Hilfsfläche bilden mit der y-Achse oder mit der a^^-Ebeoe 
einen Winkel von 45". Die Hilfsfläche ist also eine von der a'^-Ebeue 
unter 45* aufsteigende Bösdningsflüciip oder, was dasselbe ist, die Fläche 
der Tangeuten einer solchen Kurve, deren Tangenten mit der x^-Ebene 
sämtlich den Winkel von 45" bilden, d. h. einer unter 45* auf- 
steigenden Schraube^inie auf einem allgemeinen Zylinder, dessen Richtung 
die der y- Achse ist. 

Die auf der z^-Ebene liegende Grundkurve des Zylinders sei miti 
bezeichnet. Schneiden wir die Tangenten fläche der Schraubenlinie mit 
der a:«-Ebene, 'so ergibt sich otfenbar eine Evolvente der Kurve jt. 
Schneiden wir sie mit einer Ebene parallel /.ur a*/-Ebene, so ist die Pro- 
jektion der Sc-linittkurve auf die ars-Ebene ebenfalls eine Evolvente von li. 
Nach den vorhergehenden Erörterungen ergibt sich demnach: 
Die Meridiankttrven der Drehimgsfläclten in der xs-Ebetw sind die 
Evolventen einer beliebigen Kurve h in dieser Ebene. 



Ebenen 
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Wir fsBBen das Ergebnis so zuBammen: 

Bei ehier solchen stationären Strömun/j einer inkompressÜilett 
Flüssiffkdt, die überall diesrlbe konstante Gesckmndiffkeil hat und rfw' 
Drekungett um eine Achse gestattei, sind die Strömungslinien auf 
Drehungsflächen mit dieser Acfise gelegen, und zwar sind si£ dann und 
nur dann orthogonale Trajeklorien von geodätischen Linien dieser Drehungs- 
(läehen, trenn die Meridiankurven der Flächen die Evolvmten einer 
dienen Kurve siml. 

Spenieile Fälle ergeben sich, wenn die oben erwähnte Böachungs- 
fläche in eine Ebene oder einen Kegel ausartet, d. b. wenn die Kurve k 
KU einem im Unentliichf'ernen oder im Endlichen gelegenen Punkte wird. 
Alsdann sind die Meridiankurveii entweder pai-allelä Geraden oder kon- 
zentrisehe Kreise. Im erstercTi Falle sind die Drehuugsääebeu kou- 
grnente Kegel, und so kommen wir zu dem am Anfang erwähnten 
Ansgungefsll zurück, — im anderen Falle sind die DrehungeÖächen 
Ringflächen. 

Daä Wesentliche des Ei^ebnisses liegt darin, daß die Meridian- 
karren der Flächen als Evolventen Paralldkurvim sind, daß also zwei 
der Drebungsflächen überall gleichen Abstand voneinander haben. Die 
Drehungsflächeu bilden also eine Hcbar von ParailelfläciieH. 

Eh leuchtet ein, daß sich diese Betrachtung erheblich verall- 
gemeinem läBt. Da mir jedoch nur daran lag, gerade jene spezielle, 
technisch vielleicht nicht unwichtige Frage zu beantworten, und awai' 
mit explixUer Entwicliung der Ftmneln, so sei nur ganz kurz angedeutet, 
wie man allgemein ohne Rechnung zum Ziele kommt: 

Findet eine beliebige stationäre Strömung einer inkompressiblen 
Flüssigkeit mit konstanter Geschwindigkeit statt, so bilden die von 
irgend einer Kurve ausgehenden Stromlinien eine invariante Fläche. 
So lassen sich beliebig viele Flächen konstruieren, längs deren die 
StrümoQg stattfindet. Greifen wir eine einfach unendliche Schar von 
solchen Flächen heraus und verlangen wir, datt die Stromlinien auf 
diesen Flüchen orthogoniile Trajektorieo von geodätischen Linien seien, 
so heißt dies nach einem allgemeinen Satze von Gauß, daß je zwei 
benachbarte Stromlinien auf einer der Flächen überall gleichen Abstand 
voneinander haben. Daraus folgt, da die Geschwindigkeit konstant sein, 
d. h. jeder Stromfaden einen Querschnitt von überall gleichem Inhalt 
liuben muß, daß also auch von jenen Flächen je zwei unendlich he- 
iiMbbarte überall denselben Abstand voneinander haben müssen, d. h.: 
die Fläcbfij müssen ParallelfUkfien sein. 

DarmNtadt, dnu 4. Januar 1904. 
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Ülüer das Modell einer Fläche dritter Ordnung, die das 

Verlialten einer knunmen Fläche in der Nähe eines 

parabolischen Punktes darstellt. 



Von Padl Stäckel i 



Kiel. 



1. Sowohl für die Theorie der krummen Flächen selbst als anch 
für Ihre zahlreichen Anwendungen, besonders auf die Uechanik, ist es 
von großer Wichtigkeit, duß mim jede Fläche in der Nähe eines rega- 
lären Punktes dun-h ein Stück einer einfachen Fläche ersetzen kann. 
In erster Annäherung läßt sieh die Flache durch ein Stück ihrer Tan 
gentialebene in dem betrachteten Punkte ersetzen. Wie man die zweite 
Näherung zu wählen hat, wird von den Forderungen abhängen, die 
man an sie stellt. 

Man kann erstens verlangen, daß die Ersatzfläche in ihren 
Krümmung» Verhältnissen mit der UrAäche für den betrachteten Pnnkt 
vollständig übereinstimmt, und erhält dann nach dem Vorgange von 
Ch. Dupin (Developpements de geonietrie, Paris IHlol eine oskulierende 
Fläche zweiter Ordnung, und zwar, jenachdem der Punkt elliptisch 
oder hyperbolisch oder parabolisch ist, ein elliptisches oder hyper- 
bolischea Paraboloid oder einen parabolischen Zylinder; den .Schnitt 
einer Ebene, die der Tangentialebene in dem betrachteten Punkte 
parallel ist, mit der eskalierenden Fläche bezeichnet Dupin als zu- 
gehörige Ittdkatrix. 

Man kann zweitens verlangen, daß die Ersatzfläche erkennen läßt, 
wie die Urfläche zur Tangentialebene liegt, ob nämlich die Urfläcbe 
ganz auf der einen oder der anderen Seite der Tangentialebene liegt 
oder diese schneidet, wobei man dann gleichzeitig eine Näherung für 
die Schnittkurve erhalten will. Da sich bei den entsprechenden Unter- 
sachungen über die Annäherung von Kurven herausgestellt hatte, daß 
die oskulierende Parabel nicht nur die erste, sondern auch die zweito 
Forderung erfüllt, daß sie nämlich auch erkennen läßt, auf welcher Seite 
der Tangente die Kurve liegt, so hat man vielfach ohne weiteres an- 
genommen, daß auch bei den krummen P'läehen dasselbe gelte. Diese 
Unklarheit tritt schon hei Dupin auf und zieht sich durch die ganze 
Literatur des neunzehnten Jahrhunderts. Sie ist wohl deshalb solange 
unbemerkt geblieben, weil für die elliptischen und hyperbolischen 
Punkte in der Tat beide Forderungen zu demselben Ergebnisse, näm- 
lich zu den oakulierenden Paraboloiden führen, und weil man die para- 
bolischen Punkte als „Ausnahmefälle" nur flüchtig betrachtete. 



Von Paul SrÄomn.: 

Auf diese Weise erklärt es sich, daß mattche Lehrhücher geradeau 
falsche Behauptungen über das Verhalten der Fläche zu Uirer Tangential- 
ebene in einem Punkte entholten. Um dies Jm einzelnen nachzuweisen, 
werde die Fläche auf ein System rechtwinkliger kartesiacher Koordi- 
naten bezogen, deren Anfangspunkt der betrachtete reguläre Punkt P 
sei; die jry- Ebene möge die Tangentialebene, die z-Ächse die Flächen- 
I normale in P sein. Dann hat man für die Umgebung von P die Darstellung:! 
' = i(roX» + 2s^xp + l^y^ + ^{ax* + Sßxhj + Syzy' + dy') -t- 

in der den Veränderlichen x und y hinreichend kleine Werte beizulegen 
' sind. F. Joachimsthal (Anwendung der Bifferent'al- und Integroi- 
rechnung auf die allgemeine Tlieorie der Flächen und Linien doppeller 
Krümmung, 1. Auflage, Leipzig 1872, 2. Anflage, Leipzig 1881, S. 
56^67) sagt dazu: „So erhalten wir für z eine Ueihe beginnend mit: 
^{r^x' + 2saxg + t^y'), 

einem Gliede, welches wegen der beliebigen Kleinheit von x und y in 

i bezug auf Abb Vorzeichen bestimmend wird für die ganze Reihe, deren 

nachfolgende Glieder in Beziehung auf x und y von der dritten und 

höherer Ordnung sind. Die Fläche wird von der Tangentialebene be- 

' rührt oder geschnitten, jenachdem r^t^ — s' größer als Null oder kleiner. 

Der Grenzfall, daß diese Differenz gleich Null ist, gehört zum ersten." 

j Hiermit im wesentlichen identisch ist auch die Darstellung in der 

dritten, von L. Natani besorgten Aufl^e (Leipzig 1890, S. 101—103.). 

In ähnlicher Weise äußern sich auch J. Knoblauch (Einführung in 

die allgemeine Theorie der Flächen, Leipzig 1880, S, 50) und L. Raffy 

(Le^ons sur les applieations geonietriques de l'amdgse, Paris 1897, S. 141), 

Daß hier ein Fehlschluß vorliegt, zeigt das einfache Beispiel 

' - '.1.!/' + S":', 

WO sofort ersichtlich ist, daß die Tangentialebene im Anfangspunkte 

I von der Fläche in einer Neilschen Parabel geschnitten wird, sodaß die 

I Fläche teils oberhalb, teils unterhalb der Tangentialebene liegt. Man 

, darf aach nicht etwa sagen, der Teil der Fläche, der unterhalb der 

Tangentialebene liegt, sei im Verhältnis zu dem, der oberhalb liegt, nur 

klein, und dieses Verhältnis komme der Null um so näher, je kleiner 

die Umgebung des Anfangspunktes angenommen werde, denn man will 

doch gerade wissen, was sich in einer kleinen Umgebung des Anfangs- 

pnnktes ereignet. 

Worin besteht aber der Fehler? Bei einer Potenzreihe mit einer 
I reellen Veränderlichen 
I «0 + «1« + o»** + «s^ H 

L «^lMbrinr.MitbBii»tlIiu.Ff>7ilk. ei.Bud. IHM. 1. Hifl. 7 
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ist das erste nicht versehwüidende Glied für liinreichend kleine Werte 
von ar auaachlaggebend , das heißt, es bestimmt das Vorzeichen der 
ganzen Summe. Man hat nun stillschweigend angenommen, daß in 
entsprechender Weise bei einer Potenzreihe mit zwei reellen Ver- 
&nderlichen 



das Aggregat der Glieder niedrigster Dimension, die wirklich auftreten, 
in demselben Sinne ausschlaggebend sei. Das ist jedoch eine un- 
berechtigte Verallgemeinerung. Wenn die beiden unabhängigen Ver- 
änderlichen X und y unendlich klein werden, braucht das nicht bei 
beiden von derselben Ordnung zu geschehen, vielmehr hindert nicht«, 
daß die Ordnungen verschieden sind, und wenn man daher Xaherungs- 
ansdriicke gewinnen will, so darf man nicht einfach die Glieder nied- 
rigster Dimension beibehalten, sondern hat zu untersuchen, welches 
die Glieder niedrigster Ordnung sind. Die Begriffe: Ordnung und 
Dimension gehen also bei mehreren Verändeilichen auseinander. Diese 
Tatsache kommt schon zur Geltung, wenn mau eine algebraische Kurve 
untersucht, deren Gleichung in der Form vorliegt, daß ein Polvnom 
-in T und y gleich Null gesetzt wird, und sie war den Mathematikern 
des 18. Jahrhunderts, ja schon Newton wohlbekannt. Man hätt« also 
nur die bei der Untersuchung der Kurven üblichen Methoden auf die 
Schnittkurve der Fläche und ihrer Tangentialebene anzuwenden brauchen, 
am zu dem richtigen Resultate zu gelangen. Wie aber in einem 
Flusse oft zwei Strömungen lange nebeneinander laufen, ohne sich zu 
rermischen, so ist das auch mit den Methoden der KurrendisknsEion 
und dem Ansätze von Dnpin gegangen. So sehen wir, daß Salmon 
(0» Oie t/eotHchy of threc dimensions, London 1862, deutsche Bearbeitung 
von Fiedler. Leipzig 1880, S. 9—12) zuerst die Natur der Schnitt- 
knrven ganz richtig charakterisiert, dann aber die Fläche ohne weiteres 
durch das oskulierende Paraboloid ersetzt (vei^l. anch Fiedler, Die 
darstellende Geometrie in organischer Verbindung mit der Geometrie der Lage, 
2. Anfl^e, Leipzig 1875, §§ 87 and 102). 

Die richtige Darstellung des Sachverhalt«s findet man faei. 
G, Scheffers {Einfültrung im die Theorie der Fläcfien. Leipzig 1901^ 
8. 138 — l+l), der beweist, daß bei geeigneter Wahl der jr- und y-Adis» 
ä<lie Schnittkurre der zur Tangentenebene parallelen Ebenen in der Nähe- 
Ton P im ailgemeineo durch die Kurve: 

ersetzt werden darf Im allgemeinen bedeutet hier, daß u als von Null 



Von PAut Stack 

rerschieden rorauagesetzt vird; verschwindet a, so bedarf es einer 
weiteren (JntersncliuDg. Wie die ein&chen Beispiele 

2 = y* ± a^ 
zeigen, ist es nicht erlaubt, die einschränkenden Worte „im all- 
gemeinen" wegzolaaaen; in dieser Beziehung bedarf daher die sonst 
korrekte Darstellung von V. und L. Eommerell {AUgemeimi Theorie 
der Baumkurven nnd Flächen, Leipzig 1903, S. 71) der Berichtigung. 
2. Aus dem Vorhergehenden folgt, daß man, um das Verhalten 
einer Fläche zu ihrer Tangentialebene in einem parabolischen Punkte 
zu charakterisieren, notwendig ilächen di-itter oder höherer Ordnung 
heranziehen muB. Am einfachsten ist der Fall, daß man mit einer 
Fläche dritter Ordnune: , . . 

auskommt. Im Anschluß an eine Vorlesung über die Theorie der 
krummen Flächen, die ich im Wintersemester 1902/03 gehalten habe, 
ist diese Flache von zweien meiner Zuhörer, den Herren 0. Losehand 
und W. Quidde, für die Werte 

^ = 0,5 a 0,3 

modelliert wor- 
den; bei dieser 
Wahl der Kon- 
Staaten treten 
nämlich die Ei gen- 
schaften der 
Fläche besonders 
deutlich hervor. 
Zusammen m i t d en 
Modellen der Pa- 
raboloide bildet 
dieses Modell eine 
Ergänzung zu den 
drei Kartonmodel- 
len über die Krüm- 
mung der Flächen, 
die Chr. Wiener 
entworfen hat und 
die als Serie XXII 

de« früheren Brillschen, jetzt Schillingschen Verlies erschienen 
sind; dieselbe Verlagshandlung liefert atich Abgüsse des Gipsmodells 
der Fläche dritter Ordnung, 
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Zur Frage QW ilas aplaiiatüche SjHleju. 



Die umstehende Figur zeigt in VerkJeineruug auf | die Sdinitte 
der Fläche niit Ebenen, die in je 1 cm Abstand parallel zxn- x^Ebeae 
■ gelegt sind. Die Schnitte für positives z hat msui sich oberhalb, die 
IJIQr negatives ; unterhalb der Ebene der Zeichnung zu denken. Diese 
■Sbene selbst ist die Tangentialebene der Fläche im Aniaugspunkte der 
Koordinaten; sie wird von der Fläche in einer Neilschen Parabel ge- 
schnitten. Die Sclinitte parallel der x^-Ebene sind kongruente Parabeln 
zweiter Ordnung. Die in der yz-Ehene selbst liegende Parabel bildet 
die Grenze zwischen dem Gebiet der elliptischen und dem der hyper- 
bolischen Punkte; sie besteht aus lauter parabolischen Punkten. Die 
Sclinitte parallel der a^s-Ebene sind kongruente Parabeln dritter Ordnung. 
Hieraus geht, nebenbei gesagt, hervor, daß die Flache eine Schiebungs- 
fläche ist. 

Die Figur der Schnitte mit Ebenen parallel der xy-Ebene bringt, 
wie Herr Quidde bemerkt hat, sehr schön zum Ausdruck, daß im An- 
fangspunkte ein Übergang von den elliptischen zu den hyperbolischen 
Punkten stattfindet. Wenn man den Kurven stücken oberhalb der 
y-Achse ihr Spiegelbild in bezug auf diese Achse hinzufügt, so erhält 
man eine Schar eil ipsenähnli eher Kurven, und wenn man das Ent- 
sprechende bei den Kurven unterhalb der »/-Achse tut, eine Schar 
hyperbel ähnlich er Kurven, vrobei die Neilsche Parabel den Asymptoten 
äquivalent ist. Die beiden Teile, in die die Fläche durch die yz-Ebene 
zerlegt wird, haben daher Ähnlichkeit beziehungsweise mit der Hälile 
eines elhptischen und eines hyperbolischen Paraboloids. 

Als hübsche Übungsaufgabe müge noeh die Bestimmung der 
asymptotischen Kurven der Fläche erwähnt werden. 



Zur Frage Über das aplanatische System. 

Von S. Trozewitsch in Warschau. 



der l| 



Hinsichtlich des aplanatischen Systems ist, meines Wissens, nur 
für den Fall, daß einer der konjugierten Punkte im Unendlichen liegt, 
der Nachweis erbracht, daß die Schnittpunkte der konjugierten Strahlen 
auf einer Kugelob erfiäche liegen. 

Es gelang mir darzutun, daß überhaupt hei einem aplanatischen 
Hystem die Schnittpunkte jedes Paares konjugierter meridionaler Strahlen 
auf ein und derselben bestimmten Kreislinie liegen. 

Der Nachweis ist unter Zuhilfenahme der analytischen Geometrie 
arbrftoht: Es mag in der Zeichnung (Fig. 1) der Punkt C den Durch- 
svhnittspunkt irgend zweier konjugierten Strahlen LC und L'C dar- 



Von S. Tbozxwitsch: 
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stellen. Wenn nun das System (welches wir in der Zeichnung nicht 
darstellen) f&r die Punkte L und L' (Fig. 1) aplanatisch ist^ so ist der 



Quotient -T — kon- 
Binu 

stant. Wir wollen 

diesen Quotienten 



Fig. 1. 



durch — 
n 



aus- 



drücken, so daß 

sin W m 
n 



also 



sin u 
AusdemALCL' 
folgt, daß 

also: 




Bin u 


LC 


Binu 


rc^ 


LC 

rc 


m 
n 



Fragen wir nun: Was stellt der geometrische Ort solcher Punkte 
wie € dar, für welche das Verhältnis ihrer Abstände von zwei gegebenen 



m 



Punkten L und L' konstant und gleich ist? 

Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir als Abszissenachse LL\ 
als Ordinatenachse die Senkrechte zu ihr, errichtet im Punkte L. x und 
y seien die Koordinaten des Punktes C. 

Aus den rechtwinkligen Dreiecken LCN und CNL' erhalten wir: 



oder: 



LC=-yLN^ + CN' und LC =^y{NLy + CN\ 
LC^y^^^~+y^ und rC^^Y^NZy + y^ 



Es sei nun die Entfernung zwischen den gegebenen Punkten L 

und L' gleich a, so daß: 

LL' = a. 



Dann ist: 
Daraus folgt: 
imd 

Bas heißt: 
folglich: 



NL'^LL'-LN^a-x. 

{Niy = a« - 2ax + x^ 

L'C = Va» - 2ax + x^ + y\ 



LC 
LC 



Yx^ + y» 



j/a' — Sa« + aJ* + y' 

x» + y» 



m 
n 



a* — 2ax + «' 4- y' 



n 



s> 
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woraus wir finden, daß: 

also 

^ mr — n' m' — nr 

Fügen wir zu beiden Teilen der letzten Gleichung 



hinzu, so erhalten wir nach einigen Abkürzungen: 

das aber ist die Gleichung für den Kreis, dessen Zentrum auf der 



anfangspunkt L und dessen Radius: 



X-Achse liegt in einer Entfernung x^ = ~~iz:r~t ^^^ Koordinaten- 



mna 



m* — n* 
ist 

Daraus folgt nun, daß bei einem aplancUischen System die Durch- 
schniüspunkie entsprechend konjugierter Strahlen auf einer Kreislinie liegen. 

Für die Untersuchung der erhaltenen Resultate führen wir der 

Einfachheit halber eine besondere Längeneinheit ein, und zwar nehmen 

wir an, daß LH »= m (Einheiten), wobei H der Durchschnittspunkt der 

erwähnten Kreislinie mit der Linie LL' ist. 

Dann ist: ^_, 

L H = n, 

weil nach Voraussetzung: 

LC LH m 



Femer: 
Folglich: 



und 



rC L'H n 

LL'^LH+HL'^m + n. 

* «* — n* m* — n' m — n 



mna mn(m 4- n) m n 

r = — — ^ ' 



m' — n* m' — n' m — n 



Schließlich erhalten wir folgende Formeln: 



wi* , mn 



X. •=» und r = 



m — n m — n 

1. Wenn w < n, dann ist x^ < 0, d. h. dann kommt das Zentrum 
des Kreises links vom Koordinatenanfangspunkt L zu liegen. Dieser 
Fall ist in unserer Zeichnung (Fig. 1) zur Darstellung gebracht. 

2. Ist m>n, dann ist x^ > 0, d. h. das Zentrum des Kreises 
kommt rechts von dem Koordinatenanfangspunkt zu liegen. 



Von S. Trozbwitscb: 
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3. Ist m = w, dann ist a;^ «= oo und r = oo, d. h. die Kreislinie CH 
verwandelt sich in eine gerade Linie^ welche durch den Abschnitt LL' 
in der Mitte hindurchgeht. 

Bemerken wir noch, daß, wenn der Punkt L' ins Unendliche zu 
liegen kommt^ n = cx) wird und L sich in den Brennpunkt des Systems 
verwandelt, und LH = m = F^ wo F die Brennweite des Systems 
bedeutet. Andererseits ist dann 



und 



1 \m— w/n=«) 



r = 



mn 
m — n 




= — m. 



Daraus schließen wir, daß, wenn einer von zwei konjugierten apla- 
natischen Punkten im Unendlichen liegt, das Zentrum unserer Kreis- 
linie mit dem andern Punkt zusammenfällt (welcher dann als Brenn- 
punkt des Systems erscheint), und der Radius dieser Kreislinie (abgesehen 
vom Vorzeichen) gleich der Brennweite des Systems wird (Fig. 2). 

DieseBemerkungen 
könnten für die Fest- ^« ^ 

Stellung der Genauigkeit 
des aplanatischen Sy- 
stems vermittels der 
Zeichnung von Nutzen 
sein. 

Bis jetzt zogen wir 
nur solche Punkte in 
Betracht, welche in der 
Ebene der Zeichnung 
liegen, die als durch das 
Achsensystem gelegt ge- 
dacht wird. Solche Strahlen heißen Meridionalstrahlen. Dabei über- 
zeugten wir uns, daß bei aplanatischem System die Durchschnittspunkte 
konjugierter Strahlen auf einer Kreislinie liegen. Faßt man nun über- 
haupt alle Strahlen ins Auge, welche in das System fallen, dann ist 
es nicht schwer sich zu überzeugen, daß die Durchschnittspunkte kon- 
jugierter Strahlen überhaupt auf einer Kugeloberfläche liegen, deren 
Zentrum und Radius natürlich mit Zuhilfenahme derselben Formeln 
bestimmt werden, welche für die Kreislinie aufgestellt waren: 




X, 






und 



r = 



mna 
m* — n' 
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Kleinere Mitteilungen. 



Von Interesse ist, daß: 



r 



LC 
L'C 



weil: 



X, 



m*a 



LH 
' L'H' 

mna 



m 



• — «fc* * «a* — «• 



m' 



n' 



m 
n 



und: 



LC LH 
LC^ L'H 

Warschau^ im Oktober 1903. 



m 
n 



Kleinere Hitteilimgen. 



Oraphisch- numerische Methode zur beliebig genauen Bestimmung der 

Wurzeln einer numerischen Gleichung. 

Die vorgelegte algebraische oder transzendente Gleichung sei 

(1) f{x) = 0. 

Bringt man Oleichong (l) auf die Form 

und zeichnet die beiden Kurven: 

(2) y = q> {x) und (3) y = if; (x), 

in einem Cartesischen Koordinatensystem auf, so bedeuten die Abszissen 
der Schnittpunkte jener Kurven die Wurzeln der Oleichung (1), wie bekannt 



Fig. 1. 




y-V» 



y.fßw 



Ein solcher Schnittpunkt sei P; die entsprechende Wurzel sei x^. Durdi 
Abmessen in ^der (maßstäblichen) Zeichnung erhält man den Näherungswert x[ 
für die Wurzel x^\ damit ergebe sich durch Einsetzen in (2) und (3): 



Kleinere Mitteilungen. 
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Es sei 



y'i - y't = ^y- 



Fig. %. 




Die dem Werte /ly' entsprechende Ver- 
besserung Jx\ die an x[ anzubringen 
ist, läßt sich dann folgendermaßen 
graphisch ermitteln: An die Stelle der 
Kurven läßt man im Punkte P die ent- 
sprechenden Eurventangenten treten und 
trägt Jy'^^ÄB zwischen die Tan- 
genten ein und zwar in einem — z. B. 
10 mal — größeren Maßstab. In dem 
größeren Maßstab erhält man die Yer- 
bessemng Jx' = PD und damit als 
genaueren Wert der Wurzel: 

iCj = Xj + Jx . 

Setzt man jetzt den neuen Näherungs- 
wert Xj" in die Gleichungen (2) und 
(3) ein, so möge sich ergeben: 

9> M = y " ^^^ 9 Wil = yi 

£s sei 

yi —yi = ^y • 

In ganz ähnlicher Weise wie Jx\ be- 
stimmt man nun graphisch die an x^ 
anzubringende Verbesserung Jx", Durch wiederholte Anwendung dieses 
Verfahrens läßt sich die Wurzel Tnit jeder erwünschten Genauigkeit finden, 
wobei nur noch zu bemerken 

ist, daß man den Maßstab v ^^s- s- 

für das Dreieck PÄB bei 
jeder neuen Verbesserung 
yergrößem muß. 

Eine Erleichterung bei 
der graphischen Bestimmung 
der Verbesserungen J x\ 
^x" . . . beruht auf einem 
▼onHerm Professor M e h m k e 
ausgesprochenen Gedanken. 
Sind nämlich zwei oder 
mehr Verbesserungen zu be- 
stimmen, so ist es zweck- 
mäßig, durch (s. Fig. l) die 
Gerade 0^' so zu ziehen, daß 

OA'^PJ)^ Ax' und 

A'B' ^AB^Ay\ 

Für ein bestinmites Ay kann dann in bequemer Weise (hauptsächlich bei 
Anwendung von Millimeterpapier) das entsprechende Ax abgelesen werden. 
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Kleinere Mitteilimgeii, — Bürherschau. 



Oft wird es möglich sein, /"(x) i 
Kurven y = tpix) und y = ■^{x) eine Gerade wird. Dies kann z. B. 
reicht werden durch Anwendung der von Profesäor Mehmke im „Civif- 
ingenienr" Band 35 S. 617 angegebenen logarithmographischen Methode. 

/, Beispiel: 



- 10 = U. 



10^ = 



10y=6a; + 10. Die Zeichnimg 

Wertes in die letzten beiden Gleichungen 



Wir zerlegen 
(Fig. 2) ergibt: 
x;=l,7. Durch 

findet man ,4f,'=l,42, ^'=2,02, also zfy'^-OjU. Die mit- 
geteilte Konstruktion liefert hierzu (siehe Figur 2) Jr' =^ 0,\i. 
Auf dieselbe Weise ergibt sich: 
x'i -- 1,84, y;'= 2,109, yi'= 2,104, ^y"=0,00b, Ax" = 0,0012; 
x'l'-^ 1,8388, y"'= 2,1021, y^''^ 2,1033, ^y"'= 0,0012; 

^x"'= 0,00028; 
aJ/= 1,83908, yj^ ^ 2,10376, »4^= 2,10344; Jy"' - 0,00032, 
^ji"^ = 0,00007. 
Also erhält man sehlieBlicb: 
x{= 1,83901. 

Mit Hilfe der regula falsi erhält man, aber weniger schnell und bequem, 
denselben Wert bei der gleichen Anzahl von Verbesserungen. 
2. Seiapiel: 

j: = coa X. 
Zweckmäßige Zerlegung; 

y ^ X und !f = cos x. 
Mit drei Verbesserungen erbült man: 

X — 42" 20' 47". 

Die oben geschilderte Methode zur nilherungs weisen Bestimmung der 
Wurzeln einer numerischen Gleichung stützt sich auf ein Verfahren, das vom 
Feldmesser angewendet wird, wenn es sich um die Bestimmung der Koordi- 
naten des Bchnittpunkts zweier Geraden (Grenzen von Grundstücken ) handelt. 

Stuttgart, im MHrz 1904. P. Werkmeister, 
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Bücherschau. 

H. Ziudler, Limengeometrie mit Anweadungen. I. Band mit 

87 Figuren. Leipzig 1902, G. J. Göschensche Verlagabucbh and hing. 
Sammlung Schubert XXXIV. 8", VIII u. 380 S. Preis: Geb. in Leinwd. 
M. 12.—. 
Das Interesse fiir liniengeometrische Unt-ersuchungen acheint gegenwärtig 
neu zu erwachen. Darauf deutet nicht nur das rasch aufeinanderfolgende 



J 



Bücherschau. 
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Enchnnen der liniengeoniptrisclien Werke von Ball (Theory of surews, 
2. Aufl. 1900), Study (Geometrie der Dynamen, 1901 — 1903), Jessop 
(A treatise on the Hne coraplex, 1903) und des vorliegenden hin, sondern 
auch das Hervortref«D neuer Gesichtspunkte und Hilfsmittel bei der Behand- 
lung dieser Disniplin in verschiedenen neueren Aufsätzen. Eine Hanp)- 
veranlassung zu diesem Fortschritte gab die Verwendung der Liniengeoraetrie 
in der Mechanik, insbesondere das Studium der Zusammensetzung endlicher 
Bewegimgen. 

Das Erscheinen eines elementar gehaltenen, aber weitergehenden Unter- 
suchungen nicht ausweichenden Lehrbuches der Liniengeometrie ist daher 
freudig zu begrüßen, da seit dem Plückersehea Originalwerke keines er- 
schienen ist, das die allgemein verwendete anaiytische Methode bevoriugt. 
Das vorliegende Buch ist aber umso freudiger 7,a begrüßen, weil es im 
Sinne der modernen Strömung beständig die Anwendungen auf die Bewegungs- 
lehre und Mechanik in den Vordergrund stellt, ferner weil es nicht einseitig 
analytisch vorgeht, sondern auch synthetische Beti'ftchtimgen einschaltet, wo 
eine Abkürzung des Weges hierdurch erreicht wird. Die eigenartige eyste- 
matische Anordnung des umfangreichen Stoffes imd die wissenschaftliche 
Vertiefung und Weiterbildung, die einzelne Teile bei der Bearbeitung er- 
fahren haben, zeigen, daß das Buch mit großer Liebe und — wie noch 
hinzugefügt werden muß — Sorgfalt gesehriehen ist.') 

Von der SchraiahenbeweguBg ausgehend wird im 1. Abschnitt durch Zu- 
ordnung eines jeden Punktes zur Normalebene seiner Bahn das NuIIsystem 
und als Gesamtheit der Bahnsormalen aller Funkte das (Strahlen-)Ge winde 
erhalten, femer das Xullsystem als reziproke Verwandtschaft ermittelt und 
seine analytische Darstellung angeschlossen. Bei der Untersuchung der 
Lage der Polarenpanre sowie der Anordnung der Gewindestrahlen ti-itt sofort 
eine der nachahmenswertesten Eigenarten des Buches hervor, niimlich das 
Bestreben, alle geometrischen Gebilde dem Leser anschaulich zu machen, 
so daß sie nicht bloß als mathematisch bestimmt erkannt werden, sondern 
auch von der Vorstellung leicht erfaßt und festgehalten werden können. 
Der 2. Abschnitt beschäftigt sich nach jedesmaliger kurzer aber klarer Ent- 
wicklung der erforderlichen mechanischen Begiiffe mit dem Auftreten des 
Nullsystems (oder Gewindes) in der Theorie der Dynamen, Windungen und 
i-eziproken Kräftepläne ebener Fachwerke. 

Erst im 3. Abschnitt werden nach Besprechung der tetraedrischen 
Punkt- und Ebenenzeiger die tetraedrischen und rechtwinkligen Linien-, Stab- 
und Feldzeiger eingeführt und Gleichungen zwischen ihnen im allgemeinen 
betrachtet. Der Verfasser hat es gewagt, für Koordinaten das von H. Graß- 
jnann vorgeschlagene deutsche Wort ,,Zeiin'r" durchgehends anzuwenden, da.s 
den Vorzug der Kürze und der leichten Verbindbark ei t mit anderen Worten 
besitzt. Referent kann ihm nur besten Erfolg hierzu wünschen. Auch 
noual ist das Werk in vieler Hinsicht durch Graßoiann günstig beeinflußt. 
Im 4. Abschnitt z. B. werden nicht bloß lineare homogene Gleichungen 
xwiachen den 6 Linienzeigem und die hierdurch definierten Gewinde und 

1) Ein auf S. 91 unterlaufenes Vareehen, das eine kleine Änderung in der 
BeweiaführuDg dee Sataeg 47 bedingt, wird (nach einer &eundlichen Hitteilung 
de« Herrn Verfaaiiers) am Schlüsse des U. Bandes samt einigen wenigen Druck' 
fehlem berichtigt werden. 
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Netze in Betracht gezogpn sondern auch der durch eine nicht homegmc lineare 
Gleicbnn^ bestimmte lineare Slabivald eingehender unterGUcht, als es schon 
durch Plücker geschahen. Eine genaue Untersuchung erfährt das Strahlen- 
netz, inshesondere das ohne reelle Brennlinien, von dem mehrere sehr an- 
schauliche Erzeugungen gelehrt werden. Der ziemlich umfangreiche beBchtens- 
worte 5. Abschnitt ist den imaginären Elementen gewidmet, Anal^sch 
eingefahrt (als Gruppen komplexer Zahlen), werden ihnen reelle geometrische 
Gebilde nach v. Staudt zugeordnet und für deren analytisch definierte 
Lagen he Ziehungen die entsprechenden geometrischen Tatsachen gesucht. 
Schließlich erfahren noch die imaginären Elemente der Flächen 2. Ord- 
nung eine eingehendere Betrachtung. 

Der letzte Abschnitt beschäftigt sich mit den linearen Oe Windenmannig- 
faltigkeiten und ihren Anwendungen auf die Mechanik. Trägt man die 
Steigung t (Parameter) eines Gewindes auf seiner Achse als gerichtete 
Strecke auf, wobei der Drehsinn der zugehörigen Schraubung die positive 
Richtung auf dei' Achse bestimmt, so ist das Gewinde durch einen Stab, 
seinen Steiguii^sstah. dargestellt. Jeder Gewin dem an nigfattigkeit ist auf diese 
Weise eine Stabmannigfaltigkcit zugeordnet. Diese Mannigfaltigkeiten 
(darunter das Zylindroid und die Stabkongruenz C^-' des Gewindenetzes), die 
für die Bewegungslehre von besonderer Bedeutung sind, werden hier ein- 
gehender untersucht, als es bis dahin der Fall war, insbesondere was die 
möglichen AusartungsfB,lle und die gestaltlichen Verhältnisse anbelangt. 

Nach dieser lückenhaften Inhaltsangabe sei nur noch auf einige wert- 
volle historische und interessante philosophische Bemerkungen hingewiesen 
sowie auf die zahlreichen nach jedem Abschnitte beigegebenen Übungsauf- 
gaben, die den pädagogischen Wert dps Buches bedeutend erhöhen. 

Wien, Juni 1904. E. Müi-i-er. 

R. Redlich. Vom Draohen m BabeL Eine Tierkreisstudie. Sondsr- 
abdruck aus Band 84 des „Globus"- 4". 13 8. mit 6 Abbildungen. 
Braunschweig 1903, Vieweg und Sohn. 
Der Aufsatz knöpft an die Resultate der von der Deutschen Orient- 
gesellschaft zur planmäßigen Durchforschung der Ruinen von Babylon ent- 
sandten Expedition an und widmet seine besondere Aufmerksamkeit dem 
bei der Aufdeckung des Istartores zum Vorschein gekommenen Mischgebilde, 
das Delitzsch den Drachen z\i Babel nennt. Die Absicht des Verfassers geht 
dahin, zu zeigen, dafi der Drache „aus den Symbolen der Tag- und Nacht- 
gleichen und der Sonnenwenden zusammengebaut — das wandelnde Jahr*' 
ist Die zu diesem Behuf e angestellte Untersuchung des babylonischen 
Tierkreises fflhrt Herrn Redlich zu dem Ergebnis, daß die auf den erhaltenen 
babylonischen „Grenzsteinen", die der Zeit um 1000 a. C. entstammen, 
befindlichen Zeichen, nicht wie Homme! will, mit dem griechichen Zodiakus 
identisch sind, sondern einen „Tierkreis" des Äquators repräsentieren. 

Die durch eine die Lage des Himmelsäquators für das Jahr 1000 a. C. 
wiedergebende Sternkarte unterstützten Darlegungen lassen sich nicht 
völlig von der Hand weisen, wirken vielmehr auf den ersten Blick 
sehr bestechend. Daß überhaupt jemals in Babylon ein Bilderkreis der 
Ekliptik entstanden sein konnte, sei durchaus unwahrscheinlich, da unser 
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griechischer Tierkreis ein ein auffällig vurzerrtes Spiegelbild des babyloiii- 
sirben Aquatorkreises erscheine. Die Vermutung, daß der Kopf des Tiamat- 
drachen im heutigen Sternbild der Leier zu suclien sei, hat manchea für 
sich; denn der helle Hauptstem Wega war vor 13000 Jahren Polarstern 
und noch bis etwa 50Ü0 a. C. in Mesopotamien circumpolar. — Doch werden 
wohl nicht viele Leser dem Verfasser in die vomehmüeh gegen den Schiuli 
der Abhandlung gehäufte SymboliJi ohne Bedenken folgen, wenn auch dei- 
Mehrzahl der Konjekturen Geist und Scharfsinn nicht abgespracfaeD werden soll, 
Straßburg i. E. C. W. Wibtz. 
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Unterauchtuig der Festigkeit von Eisenbetonbanten. 

Von Ing. Mario Baromi in Mailand. 

Indem ich hiermit meine üntei-suchungen über einige Fälle kleinster 
l Veränderungen bei EiBenbetonbauten verÖtfentliehe, habe ich nicht die 
I Absicht eine nene Keehnungsmethode für derartige Bauten anzugeben. 
Ich will nur an der Hand einer strengen anulytischen Methode 
' zeigen, wie es möglich ist, die über aolche Konstrnktionen bestehenden 
Hypothesen zu kontrollieren, indem gleichzeitig nach dem Fortschritt 
dieser Veränderungen bestimmt wird, was für eine Hypothese der Wahr- 
heit mit gi'ößter Wahrscheinlichkeit entspricht. 

Die Grundsätze meiner Theorie, von jeder Deformati onshypothese 
'•unabhängig, sind die bis jetzt allgemein angenommenen. 

Die bekanntesten Theorien sind schon zur Genüge in den Arbeiten 
TOn Guidi, Canevazzi, Caracciolo, Considere, Ritter, Harel de 
I la Noe und Cristophe erörtert. Diese Theorien lassen sich kurz 
folgendermaßen zusammenfassen: 

1. Jeder senkrechte Querschnitt durch einen gebogenen Körper 
bleibt während des Deformatiousvorgangea eben, so daß sich jedes aus 

' Sisen oder Beton bestehende Sektionselement um eine gemeinsame neu- 
trale Achse gleichwinklig dreht. 

Der Spannnngs widerstand jedes Betonelements bei konstantem 
Elastizitätsmodul ist der Verlängerung proportional und beträgt etwa '/,(, 
des Elastizitätemodnls. 

2. Die zweite Theorie hält am linearen Deformationsgesetz fest, 
aber nimmt an, daß der Spannungswiderstand der Betonelemente 
bei Verlängerungen den gewöhnlichen Elastizitätsgesetzen bei nicht 

. umiertem Beton entspricht, so daß anfangs der ElnstizitÄtsniodul kon- 
' Btont bleibt; aber später beim Ijberschreiten der Elastizitätsgrenze ver- 
ringert er sich allmählich, und der grüßte anzunehmende Widerstand 
ist nicht höher als die gewöhnliche Betonbruchbelastung. 

3. Ritter stellte eine dritte Hypothese auf, bei der vorausgesetzt 
wird, daß ein senkrechter Querschnitt nicht eben bleibt, sondern sieh 
•oine Oberfläche parabohsch ändert, indem angenommen wird, daß die 
Elemente des Eisens an der OberSäche der gekrümmten Sektion bleiben. 

ZalUahrirtrHitlKuiiMika.I'hymlk 51 Bud. I»M. S.Men. ä 
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Eb gut auch in diesem Falle für die Widerstände, was die erste Hypo- 
these angibt. 

4 Hennebiqae stellt keine besonderen Hypothesen Aber die 
Defortnution auf, sondern er beschränkt sich darauf, nnr den Beton- 
zug widerstand nußer acht zu lassen. 

Es gibt noch andere Theorien , z. B. die von Pik etty und 
anderen, die man jedoch als nur kleine Umgestaltungen der zweiten, 
in bezug auf das Zugwiders tan dsgesetz des Betons betrachten kann. 
Es wird .jedoch dabei iuinier Toransgesetzt, daß die Elemente des Eisens 
in der Ebene des 'Schnittes bleiben, d. h, daß die Form Veränderung der 
verschiedenen zwischen zwei benachbarten Schnitten gelegenen Elemente 
nur von ihrem Abstand von der Fläche der neutralen Achsen, nicht 
aber von ihrem eigenen Wesen abhängt. Dies ist eben bezeichnend 
för alle bis jetzt aufgestellte Hypothesen, mit Ausnahme einer von 
Harel de la Noe angedei]tet«u, welcher annahm, daß die Elemente 
des Eisens durch den sie umgebenden Beton fortgerissen werden. 

Und da die Resultate meiner Untersuchungen in einigen Defor 
mationsperioden den bisher gegebeneu Erklärungen und der Hypothese 
Harel de la Noes widersprechen, so glaube ich, daß sie Fachmänner 
um so mehr interessieren miisBen. 

Die erste Theorie verlor infolge der schünen Versuche Cousideres 
an Wert; auch R^sal beschränkte sich darauf, sie nnr auf die erste 
Periode der Deformation anzuwenden, während deren jedes Betonelemeut 
einen Widerstand, geringer als die Elastizitätsgrenze, auszuhalten hat. 
Jenseits dieser Grenze gab er keine Theorie an. Dagegen hat Jetzt die 
zweite Theorie (die mittlere von Oanevazzi) und die von Hannebique 
besonders Ansehen erlangt Auch ich glaube, daS beide für die Praxis 
genügende Kesultate geben, die bei ersterer für die Veränderungen des 
Eisens etwas zu gering, für die des Betons etwas übertrieben sind, 
während Hennebique die Veränderungen des Eisens überschätzt. 

Aber bei der Prüfung der verschiedenen Hypothesen, allein vom 
theoretischen Standpunkt aus, erregten ihre auffallenden Ungewißheiten 
und Widersprüche großeu Zweifel darüber, wie weit sie besonders in 
den Fällen, wo Eisen oder wo Beton vorwiegt, der Wahrheit nahe 
kommen. Das hat in mir den Wunsch geweckt zu untersuchen, ob 
von jeder Hypothese abgesehen, es möglich wäre, die Aufgabe in ihrer 
Allgemeinheit zu behandehi, in der Hoffiiung, dabei die Gesetze dar 
verschiedeneu Deformationsperioden zu entdecken. 

Die Grundsätze der rationellen Statik genügen zur Lösung der 
Aufgabe nicht, weil diese infolge der unbestimmten Verteilung der 
Widerstände im Eisen und im Beton selbst unbestimmt ist. 



Von Mario Barosi. 
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Man maßte also d&B Prinzip der kleinsten Deformation aar beit, das 
in der Baiiwissenschaft ho fruchtbar an Ertblgea war, zu Hilfe rufen. 
Eb könnte zwar scheinen, daß die große Adhäsion zwischen Beton und 
Eises die Veränderungen einiger Werte des Problems beeinflusse nnd 
daher die Anwendung dieses GrundsatzeB beschränke: aber meiner 
Meinung nach ist diese Adhäsion nur ein inneres Band in dem von 
den beiden Materialien gebildeten System, von welchem die Verteilung 
der Widerstände im Beton, sowie die Verandienmgen au der Oberfläche 
des Körpers abhängen, und kann eben darum in den Kraftgleichungen 
und in den Deformattonsbewegungen, ans welchen wir das Minimal- 
gesetz herleiten werden, analytisch nicht ausgedrückt werden. Um 
dies an einem mechanischen Beispiel zu erlantem, erscheint diese Ad~ 
bäfiiDii wie die Verbindungen in einem Gelenksysteni mit sehr zahl- 
reichen Stäben. Sie beeinflussen zwar die Deformation, aber finden in 
den Qieichnngen der Kräfte und Arbeiten keinen Ausdruck. Eben wie 
in diesem Falle kann ich also den Grundsatz der geringsten Arbeit 
anwenden: in den folgenden Gleichungen werden einige Werte eine 
besondere Bedeutung haben, einige veränderliche Werte werden sich 
Dur in bestimmter bekannter Weise yerändem können; ihre Verände- 
rungen werden Beziehungen aufweisen, verschieden von denen, die sie 
hätten, wenn die Verbindung nicht vorhanden wäre, aber diese wird in 
den Gleichungen nicht besonders zum Ausdruck gelangen, wie eine 
Kraft, welche auf das ganze Gleichgewicht Einfluß hat. 

Ich wollte aber die Lösung des allgemeinen Problems der allmäh- 
lich gebogenen Körper mit Hilfe einfacherer Probleme erreichen (der 
Körper wird nur gedehnt, die Adhäsion zwischen den beiden Materialien 
wird nicht berücksichtigt). Und auch die Lösung dieser letzteren 
Probleme ist sehr wertvoll, da sich daraus annähernd richtige Uechnung»- 
theorien ergeben, deren Anwendung für die Praxis genügend ist, gleich- 
viel welches die Beziehung zwischen den Sektionstlächen des Eisens 
und des Betons ist. 

Üter Zug- und Druckwid erstand des Betons werde ich nur das 
s^en, was nötig ist, um die Bedeutung der Symbole zu verstehen, die 
in den folgenden Untersuchungen über gedehnte oder gebogene Körper 
aus armiertem Zement zur Anwendung gelangen. Der Zug- oder Druck- 
widerstand eines beliebigen Körpers ist vollkommen bestimmt, wenn 
das Verhältnis des einheitlichen Widerstandt's zur Deformation der 
Längeneinheit bekannt ist, d. h., wenn man eine Kurve, wo die Ordi- 
naten die einheitlichen Widerstände {R) und die Absiüssen die einheit- 



lichen Deformationen 



darstellen, zeichnen kann. Die auf diese 



l]g Untorauchang der Festigkeit vun Eiseiibetonbauten, 

Weise für die Tersohiedenen Materialien gezogenen Linien besitKa 
einige gemeinsante Eigeusehaften. Sie beginnen geradlinig oder un- 
gleicfa gekrümmt, die Konkarilät 
^'*" ' nach der Abszissenochse y ge- 

richtet, und in einem Punkte A 
oder kleinem Abstände (dessen 
Ordinate die Bruchbelastung ist) 
gehen sie in eine fast gerade der 
3 j Achae parallele Linie über, oder 
(ohne dafi man den Punkt A be- 
stimmen kann) streben sie, eine 

^ der Achse Oj parallele Ilichtung 

Y anzunehmen, indem sie Asymptoten 
einer Geraden werden (Fig. 1). 
Beim Beton (falls B zwischen U und 50 kg pro ijcm Druck variiertl 
wird, infolge der Baehschen Versuche, die oben erwähnte Linie durch 
die Gleichung: , 



bestimmt, worin E und w je nach den Bestandteilen des Betons zwischen 
folgenden Grenzen schwanken: 

i? von 2,07 X 10^ bis 4,57 X 10' (Einheiten: Kilo und f[cin) 
M von 1,09 bis 1,21. 

Für den gewöhnlichen Beton kann mau E aanähemd = 2 x 10* vmd 
M zwischen 1,41 und 1,21 ansetzen Die Ordinate der Kurventangente 
am Punkte A, also am Eude der Kurve (Bruchbelastung) hat einen 
Wert von 190 -: 180 kg pro qcm. Wo es sich um Zug handelt, iat 
die Form der Kurve weniger bestimmt. Sie fängt mit einer Ge- 
raden an, deren Gleichung 

ist (E ungeiabr = 2 x 10^), dann krümmt sie sich plötzlich (vpas 
einige unberücksichtigt lassen), um in eine Tangente, deren Ordinate 
zwiacheii 12 und 19 kg pro qcm schwankt, überzugehen. Beide 
Linien können in einem einzigen Diagramm zusammengefaßt werden 
(Fig. 2); auf diesem bedeuten die positiven . die eiuheithchen Ver- 
längerungen, die negativen die einheitlichen Verkürzungen, ebenso 
bedeuten die positiven R die einheitlichen Zug-, die negativen die ein- 
heitlichen Druck widerstände. 



ä 
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Bei der Berechnung gezogener und gebogener Korper werde icli 
diese Linie durch die Punktion -ß(r) darBtellen: sie läßt sich nicht 
analytisch mit einem einzigen Ausdruck bestimmen, infolge ihrer Ver- 
änderungen in deu 

verschiedenen Defor- ^'« ^ 

mationsperioden ; es 
bedeutet also B nur 
ein Symbol, das je 
nach Phase und 
Wesen der Defor- 
mation verschieden 
erecheint. Man muß 
also die bestimmten 
Integrale, wo die 
Funktion B oder 
deren Derivate zu 
',- vorkommt, als die Si 
der Funktion zwisch» 




so vieler Integrale ansehen, als Formen 
den Grenzen der Integrale vorhanden sind. 
Unter diesen Integralen hat eines eine besondere physikalische 
Bedeutung, nämlich: • 



HX-iH)'" 



als Maß für die Deform ationsbewegimg eines Körpers mit der ursprüng- 
lichen Länge l und dem Querschnitt 1, wenn die Länge von 1 nach 

(1 -f- jl übergeht; während I ^[j] '^^ dieselbe Arbeit fiir einen Körper 



ron der Länge ( und dem Querschnitt 1 angibt. 

Die Derivate — ,- wird auf dem Diagramm von dem Winkel- 



tm d 
uameter der Tangente gegeben: auf der geradLnigen Strecke, mit 
elcher das Diagramm sowohl des Znges wie des Druckes beginnt, 
fallt dieser Parameter zusammen mit dem der vom Anfangspunkt der 
Koordinaten bis zu dem auf der Linie B betrachteten Punkte gezogenen 
Sehne, und sein numerischer Wert mißt das Verhältnis zwischen Koor- 
dinate und Abszisse, zwischen Widerstand und Deformation, mit anderen 
Worten den Elastizitätfimodul. 
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An den krummen Strecken ist er kleiner als der gemeinsame 
Elastizitätsmodul (ig cc) (Fig. 3); während jedoch seine physikalische 
Bedeutung auf diesen Strecken ihren Wert yerliert^ da der Widerstand 
nicht mehr geradlinig wächst; behält die Derivate selbst auf noch so 
kleinen Strecken immer ihre Bedeutung als Verhältnis zwischen der 
Veränderung im Widerstand und in der Verlängerung und zeigt , mit 
welcher Geschwindigkeit sich der Widerstand als Funktion der Defor- 
mation verändert Das hat bei 

Fiff S. 

. den folgenden Berechnungen der 

Deformationsarbeit eine beson- 
dere Wichtigkeit, daher werde 
ich der Kürze wegen immer in 
der Folge Elastizitätsmodul den 
Winkelparameter der Tangente 
und nicht das Verhältnis zwi- 
schen einheitlichem Widerstand 
und einheitlicher Deformation 
nennen. Die Untertangente C^D 
mißt das Verhältnis zwischen 
dem einheitlichen Widerstand 
und ^em auf obige Weise be- 
stimmten Elastizitätsmodul Ich 
werde sie virtuelle Deformation nennen, um sie von der wirklichen Defor- 
mation, mit welcher sie bloß in der ersten geradlinigen Phase des Dia- 
gramms übereinstimmt, zu unterscheiden: sie wird unendlich, wenn sich 
der Punkt C der Bruchgrenze nähert, während der Elastizitätsmodul Null 
wird. Ebenso werde ich bei einem Element des Normalschnittes durch 
einen gebogenen Körper virtuelle Drehung den Winkel nennen, in dem es 
sich um die neutrale Achse des Schnittes drehen müßte, um eine wirkliche, 
seiner virtuellen gleiche Deformation zu bekommen. Die Linie, welche 
den Widerstand der Flächeneinheit des Eisens bei Zug oder Druck 
darstellt, besitzt auch die vorgenannten aUgemeinen Eigenschaften, nur 
verläuft sie zuerst gerade in beträchtlichem Maße (bis ungefähr 1500 kg 
pro qcm), dann in regelmäßiger Krümmung. Man kann also auch in 
diesem Falle von virtuellen Deformationen sprechen, dieselben werden 
aber bei den folgenden Berechnungen im allgemeinen den wirklichen 
entsprechen, da im allgemeinen angenommen wird, daß der Widerstand 
des Eisens noch innerhalb der ersten Phase liegt. 
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Zugn'^iderstand eines aus Eisen und Beton bestehenden gedelmten 
Körpers olme Adhäsion zwischen Eisen und Beton. 

Man denke sich einen aus Eisen und Beton bestehenden zylin- 
drischen Körper mit beliebigem Durchschnitt: es bestehe die innere 
Armierung aus eisernen Stäben von konstantem Schnitt (dessen Form 
keinen Einfluß hat) mit geradliniger Achse^ die der Achse des Körpers 
aus Beton parallel sei: femer mögen die Schwerpunkte der beiden 
senkrechten Querschnitte durch das Eisen und den Beton in zu- 
sammentrefifen (Fig. 4-6). Der Einfachheit halber hat man die Armierung 
in Fig. 4 und 5 als aus einem einzigen Rundeisen bestehend gezeichnet. 

Flg. 4—6. 




Es unterliege nun der Körper längs seiner Schwerpunktachse der 
Wirkung der Zugresultante JP; gesetzt ihre Komponenten verteilen sich 
auf die verschiedenen Sektionselemente so wie die Widerstände, und die 
Adhäsion zwischen Eisen und Beton sei gleich Null, so daß man sie 
als ein einer gemeinsamen Zugkraft ausgesetztes System betrachten 
kann, so ergibt sich folgende Frage: 

Wie müssen die SpannungswiderständC; in einer beliebigen Sektion 
des Körpers, zwischen Eisen und Beton verteilt sein, damit die gesamte 
Deformationsarbeit ein Minimum werde? 

Ich setze femer voraus, daB in dem Betonschnitt die Spannungs- 
widerstände (folglich auch die Verlängerungen) gleichmäßig verteilt 
sind, so daß während der Deformation jeder Querschnitt eben, und zur 
Schwerpunktachse senkrecht bleibt. Dasselbe nehme ich für die 
Armierung an. Ich ziehe jetzt eine Schicht des Körpers in Betracht, 
die zwischen den Normalschnitten AB und CD liegt und bezeichne mit 

2 » die Länge der Fibern zwischen zwei Sektionen vor der Defor- 
mation. 

^ = die Verlängerung der Eisenfibem. 

- ' ihre einheitliche Verlängerung. 
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A (y 1 = den entsprechenden einheitlichen Wideretand. 

jA'i .'] = die Derivate von -^( ;) nach h^. 

Q, = den gesamteu Quersehuitt der Amiienmg. 

A = die Verlängerung der Betonelemente. 

j = die einheitliche Verlängerung derselben. 

B\-,) = den entsprechenden einheitlichen Widerstand. 

, B'(j] = die Derivate nach h der Funktion ß(-i')- 

Sl = die Fläche des Betunquerachnittes- 

Ks ist also: 

ß,.<4l-,'l der gesamte Widerstand der Armierung. 

HBy-A der gesamte Widerstand des Betons. 

fl, /^(y)d/*i die Deformationabewegung der zwischen o 



Schnitten enthaltenen Armierung, wenn die Verlängerung 
Null und h begriflfen ist. 

Die Bedingungsgleichungen müssen bestimmen: 

1. daß die Summe der Widerstände = i-' ist; 

2. daß dio gesamte Deformations arbeit ein Minimum ist, iind sind 
mithin folgende: 

SlJ'A{^-)dhi + Slfni^^yh = Minimum. 

Die Variabein dieser Gleichungen sind h und A, ; wenn sich A, ver- 
ändert, verändert sich auch der entsprechende Gesamtwiderstand, und 
infoige der ersten Gleichung verändert sich auch der zweite, d. h. taxcki 
k: es handelt sich darum, das Verhältnis zwischen h und /i, zu bestimmen, 
um der zweiten Gleichung zu genflgen. 

Ich aetae }l^ als unabhängige Variable und leite beide Gleichungen 
danach ab, indem ich mit A' die Derivate von A nach Ä, bezeichne. 
Dann bekomme ich: 



|a,-i> 



-M 



ahnl 



. 0. 
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Aus der ersten Gleichung erhalte ich für h' 



h' 



AB"*' 



14) 



durch Substitution in der zweiten erhalte ich: 



^■(*.) ^iiy 



woraus sich^ unabhängig von der Kraft F, das Verhältnis zwischen den 
beiden Deformationen ergibt; wenn die gesamte Deformationsarbeit ein 
Minimum ist. 

Erörterung der Formel (1). — Dehnung des Körpers ohne Adhäsion. 

Ziehen wir jetzt die Formel (1) in Betracht: 

-(^) -(t) 



..(^-^(») 



1. Fall. Man setze die Spannung J so klein aU; daß in keinem 
Eisen- oder Betonelement die elastische Periode^ während deren der 
Widerstand der wirklichen Deformation annähernd proportional bleibt^ 
überschritten werde. 

Man erhält in diesem Falle 

^(t)-4. 

worin E und E^ die gemeinsamen Elastizitätsmoduln fär die Zugkraft 
sind. Man bekommt also: 



und so wird die Formel (1) 






E,h E^ 



~E^ = ^g-» d. L Aj — A. 

Also während dieser Phase der geringsten Beanspmchongen ist die 
Vwlängernng des Betons gleich der des Eisens. 
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2. Fall. Man nehme an^ dio Zagkraft F habe die Höhe erreicht, 
daß in den Betonelementen die Elastizitätsperiode überschritten sei, 
daß also der Widerstand nicht mehr als der Verlängerung proportional 
anzusehen sei; dann wird die Funktion B nicht mehr eine lineare sein. 
Die Formel (1) wird in diesem Fall: 

oder 



' »•©' 



woraus hervorgeht, daß ,,die Verlängerung für die Längeneinheit der 
virtuellen Betonverlängerung gleich ist^, und da während dieser nicht 
elastischen Phase der Deformation die virtuelle Verlängerung großer 
als die wirkliche ist, so folgt daraus, daß sich das Eisen mehr als der 
Beton verlängert: die Differenz wächst, je weiter sich der Widerstand 
des letzteren der Bruchbelastung nähert. 

3. Fall. Man nehme an, daß die Deformation des Eisens die 
elastische Periode auch schon überschritten habe: dann wird die Funk- 
tion A auch nicht mehr eine lineare sein Die Formel (1) wird: 

und drückt aus, daß die virtuelle Verlängerung des Eisens der ebenfalls 
virtuellen des Betons gleich kommt. 

Theoretisch müßte man diesen Zustand erreichen können; denn 
wenn der Betonwiderstand sich der Bruchbelastung nähert, nähert sich 
die virtuelle Betonverlängerung der Unendlichkeit, während die wirk- 
liche Eisenverlängerung nicht unendlich werden kann. Und da sich 
beeide virtuelle Verlängerungen gleichzeitig der Unendlichkeit nähern, 
HC) müßte der Bruch in beiden Materialien gleichzeitig geschehen. 

Dehnung des Körpers. — Vollständige Adhäsion zwischen Eisen 

und Beton. 

Man (lenke sich einen zylindrischen Körper aus Beton und Eisen.. 
WM^ hoUoliigom Querschnitt; die Armierung bestehe aus einem oder' 
M«\')uv)vu SlJlbeu, parallel zu den Erzeugungslinien der zylindrischeim 
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Fig. 7-8. 




Oberfläche des Körpers, von beliebigem Durchschnitt. Man nehme 
femer an, daß in jeder Sektion die Schwerpunkte der Eisen- und der 
Betonflächen zusam- 
menfallen. 

Fig. 7 stellt die 
Schicht des in Be- 
tracht zu ziehenden 
Körpers dar zwischen 
den Sektionen AB 
und CD, die zur 

Schwerpunktachse 
senkrecht sind« 

Fig. 8 stellt den Schnitt AB dar, worin die Armierung zu größerer 
^Einfachheit durch ein einziges Rundeisen bezeichnet ist. Der Körper 
unterliege längs der Schwerpunktachse der Wirkimg der Zugresultante F. 

Ich nehme an: 

1. daß vollständige Adhäsion zwischen Eisen imd Beton vorhanden 
sei, 80 daß, wie groß auch die Spannung sei, die sich berührenden 
Fibern des Eisens und des Betons gleiche Deformation haben; 

2. daß der einheitliche einer bestimmten Verlängerung entsprechende 
Betonwiderstand derselbe sei wie bei gleicher Deformation in nicht 
armierten Körpern. 

über die Deformation der verschiedenen Betonelemente stelle ich 
keine Hypothese auf; um in dem allgemeinen Fall zu bleiben, will ich 
diese Deformationen als verschieden ansehen, obwohl sich dieselben 
nach einem unbekannten Gesetz von Element zu Element veräi;idem. 

Ich bezeichne mit \ die Verlängerung der Eisenfibem und mit h 
die eines beliebigen Betonelementes Idm, Der gesamte Zugwiderstand 

des Eisens ist eine bekannte Funktion von y; femer ist der Zugwider- 
stand eines Betonelementes Idao eben&Us eine bekannte Funktion von y 

Die Summe der Gesamtwiderstände beider Materialien muß gleich F 
sein. Wenn man also diese Bedingung als unverändert festhält, und 
f&r \ einen beliebigen Wert ansetzt, so sind die verschiedenen Werte 
von hy infolge dessen, alle bestimmt und zwar hängt jeder von der 
Lage des Betonelementes ab, nach dem erwähnten unbekannten Gesetze, 
80 daß also h immer als Funktion von h^ angesehen werden kann. 

Man kann also folgende Aufgabe lösen: 

Welches Verhältnis muß zwischen der Deformation \ und dem 
Deformationssystem h obwalten, damit, wenn die Summe der Widerstände 
gleich F ist, die gesamte Deformationsarbeit ein Minimum darstelle. 
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Es sei: 

Sl^ » die Oesamtfiäche des Schnittes durch die Armierung. 

ß = die Gesamtfläche des Betonschnittes. 

Ä f y j == der einheitliche Zugwiderstand des Eisens, der einheitlichen 
Verlängerung ^ entsprechend. 

yj.'(yj = die Derivate dieses Widerstandes zu Äj. 

Sljj » der einheitliche Zugwiderstand des Betons^ der einheitlichen 
Verlängerung j entsprechend. 

l-B'ljj =» die Derivate dieses einheitlichen Widerstandes zu h. 

K -B die Derivate von h zu \. 
Dann haben wir: 

i$2i^(yj = dem gesamten Spannungswiderstand der Armierung. 
I B(jjd(o » dem gesamten Spannungs widerstand des Betons. 







Ä,f^(^)dÄ,- 



-j-)dh^ = der gesamten Deformationsarbeit des Eisens. 
I dcD I Bljjdh == der gesamten Deformationsarbeit des Betons. 

u 

Die Bedingungsgleichungen drücken aus: 

1. daß die Summe der Widerstände gleich F ist; 

2. daß die gesamte Deformationsarbeit ein Minimum ist, und sind 
folgende: ^ 



Sl,Ä('D + fB(^)d. = F, 







Äi CA(^)d\ + Cdm fB(jjdh = Minimum. 



Durch Ableitung in bezug auf h^ bekommt man daraus folgende Glei- 
chungen: ^ 







Ä,^(^)+jB(^)A'd«, = 0, 
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woraus 

was das Verhältnis zwischen \ und dem System der Deformationen h 
ergibt^ sobald die gesamte Deformationsarbeit ein Minimum ist. 

Erörterung der Formel (2). — Dehnung des Körpers. — Vollständige 

Adhäsion. 



A 



Formel (2) 






m 



-(^) /,.(»). 



dm 



1. Fall. — Man nehme nun die Zugkrafk F so klein an als genügt, 
damit jedes Element des Betons elastische Deformation habe, und man 
also den Widerstand jeden Elementes als der entsprechenden Verlängerung 
proportional ansehen kann. 

Die Funktionen Ä und B können auf folgende Weise geschrieben 
werden : 

daher ist 

Die Formel (2) wird dann: 

__- _ oder Ai = — ß 



lEh'dm jEh'dm 
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Hier muß daran erinnert werden^ daß K die Derivate von h nach 
%i ist^ und trotz der Integrationszeichen , kann man d\ entfernen und 
den Bruch durch l dividieren. 



si 



j 



Eh^^da, 



K = " 



u 



s 



E^-^dio 



dh 



E-j-da ist die Widerstandsveränderung eines Elementes Idca, wenn 

seine Verlängerung dh beträgt. Eh-jda ist dagegen die Arbeits- 
veränderung des Elementes Ida, Es bezeichnen also die beiden Glieder 
des Bruches die gleichzeitige Bewegung und Eraftverandemng; mit 
anderen Worten der Bruch ist die Derivate der Deformationsarbeit 
des Betons nach seinem Oesamtwiderstand. Der Wert dieser Derivate 
wird natürlich von dem Gesetze abhängen, welches die Verteilung der 
Widerstände auf die verschiedenen Elemente des Betonschnittes bestimmt. 

Man kann jedoch der Derivaten der gesamten Bewegung zu dem 
Gesamtwiderstand eine noch klarere Bedeutung geben: in der Tat kann 
sie folgendermaßen ausgedrückt werden: 



Ä,= 



/' 



n 

hdhdta 



S2 
dhda 



/ 



Fig. ». 



WO aber dh nicht das Differential von h, als Funktion von o, sondern 
als Funktion von \ ist. In der neuen Gestalt lassen sich beide 

Integrale graphisch darstellen; ich will mich 
auf einen sehr einfachen Fall beschränken, 
dessen Ergebnis jedoch leicht zu verallge- 
meinem ist. Der Schnitt des Körpers sei 
kreisförmig, und die Armierung ein Rundstab, 
dessen Achse zugleich die des Körpers ist. 

(Fig. 9). Man kann sich alsdann den 
Betonschnitt in mit dem Rundstab konzen- 
trische Elementfiächen zerlegt denken 




dfo = 27crdr, 
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Fig. 10 



und annehmen^ daß bei jeder einzelnen die Deformation konstant sei- 
Somit laßt sich graphisch das Integral 1 hdco darstellen durch die 



Fläche zwischen einer horizontalen Achse, auf die die Flächen ^(r*— rj) 
als Abszissen aufgetragen werden, und einer Linie, deren Ordinaten die 
entsprechenden h sind. 

Die erste Ordinate wird Ji^ sein, da infolge der Adhäsion ich voraus- 
gesetzt habe, daß die sich berührenden Fibern des Eisens und des 
Betons dieselbe Verlängerung 
haben; die folgenden Ordi- 
naten können J^ gleichen, 
oder verschieden sein, doch 
in letzterem Falle muß man 
mir die Hypothese gestatten: 
entweder nehmen die Ordi- 
naten ab (wenn h^ die größte 
Verlängerung ist) oder zu 
(wenn A, die kleinste ist) mit dem Bestreben konstant zu werden. 
Wenn man nun k^ veränderlich annimmt, so werden auch alle h ver- 
änderlich, aber nicht im gleichen Sinne, da bei Zunahme von h (indem 



die Zugkraft F konstant bleibt), der Betonwiderstand 




— > * 



jc(r^rfj- 




Fig. n 



abnimmt, und folglich auch die in Betracht gezogene Fläche, 
gekehrt bei Abnahme von \ nimmt die 

Fläche / hd(o zu. Die neue Linie (/», o) 



wird also die vorhergehende schneiden 
(Fig. 11), und die zwischen den beiden 

Linien gelegene Fläche wird idhila 



Um- 




xo 



- Jtfr;~ ip 



sein. Wenn man nun auf den Punkten 
jeder Ordinate dieser unendlich kleinen Fläche eine Ordinate gleich h er- 
hebt, so bekommt man einen unendlich kleinen Körper, dessen Inhalt die 

hdhdm 



n 



ß 



Formel fhdhdfo darsteUt (Fig. 12). Der Bruch *^ -^^ 

• Cdhda 



ist dann das 
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Verhältnis zwischen diesem ßaam und der Gniadfläche, er ist also eine 

mittlere Ordinate des Inhaltes nicht in bezag auf a, sondern auf jdhda. 

Die Grundääche des in Betracht gezogenen Korpers besteht ans 
zwei Teilen mit entgegengesetzten Zeichen, deren algebraische Summe 
ein</A, entgegengesetzt«» Zeichen 
hat. Der Körper selbst hat auch 
zwei Teile von entgegengesetzten 
Zeichen, deren algebraische 
Summe das nämliche Zeichen wie 
die vorhergehende hat, da ihr 
Quotient positiv und gleich k^ ist. 
Im Falle der Figur (rfÄ, >0) 
bekommt man also 

ABC<CED 
ABCA^B^C, < CEDC^E^D^. 

Setzt man voraus, daß die Ordinalen der Liuio Qt, a) zunehmen, so 
wird diese mittlere Ordinate (t,- -!„_ . 1 größer als die kleinste Ordi- 
nate hj sein, während sie nach (2') gleich fi^ sein müBte. Wenn man 
hingegen annimmt, daB die Ordinaten der Linie {k, a) abnehmen, so 
wird diese mittlere Ordinate kleiner als die größte A, sein. Die 
Linie (A, a), deren Ordinaten weder ab- noch zunehmen können, ist 
also eine Gerade, deren Ordinaten konstaut und gleich h^ sind; nnd nur 




in diesem Falle wird der Bruch 






den Wert \ haben, wi© {2') 



4 



erfordert. Es sind also in dieser ersten Deformationsperiode, wie vor- 
auszusehen war, und alle zugeben, die Verlängerungen des Betons nnd 
des Eisens gleich. 

2. Fall. Man nehme nun an, die Zugkraft F habe eine solche 
Höhe erreicht, daß, wenn die Betonverlängerungen denen des Gisens 
gleich sind, die elastische Periode beim Beton schon überschritten ist 
In diesem Falle ist die Funktion B für alle Betonelemente oder wenig- 
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stens f&r die das Eisen berührenden zu h keine lineare ^ während Ä 
eine lineare Funktion zu h^ ist; also 






folglich 



A'"^ 



(^) 






(t) 



Die Formel (2) wird also: 



s> 



A. 






die man auch so schreiben kann 

Si 
I B(jjdhdm 

Ä, 

^]dhda 



/-(t> 




i2 



jBi^)dhd. 



f'i=-sl 



M)t" 



aber da Byjjdhda das Differential der Arbeit und B'ljj^da das 

der Kraft ist, so gleicht die Eisenverlangerung der Derivate der ge- 
samten Betonbewegung zu dem ganzen Betonwiderstand. 

Es ist möglich, mit Hilfe dieser Derivate die Art der Deformation 
zu erkennen. Bezeichnen wir mit (i das Verhältnis zwischen ^(y) 

und By-j\ (was früher virtuelle Verlängerung genannt wurde), so hat 
man die Gleichung 

i((i)-.B'(^). 

Z«it«ehrilt f. Mathematik n. Physik. 51. Band. 1904. 8. Heft 9 
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Die Derivate der Arbeit nach der Kisß, kann mühin so geschrieben 
werden: 



i2 



/--ff) 

'*! Ti 



dhd 



ta 



l-m" 



ä 



(2") 



K 



J.lB'(-f^ä. 



n 



>{t)t'- 



Setzen wir nnn, wie im vorhergehenden Falle^ voraus: 1. daß der 
Schnitt des Korpers kreisförmig sei und die Armierung, deren Achse 

die des Korpers sei, auch 



Fig. IS. 



IBf^J 



Jl/*V 



it(r^-ry— 






kreisförmig; 2. daß auf jeder 
Elementarfläche 2xrdr die 
Deformation, daher auch 
der Widerstand in jeder 

Flächeneinheit B(j\ kon- 
stant sei; 3. daß die De- 
formation in den mit dem 
Eisen und dem Beton in 
Berührung kommenden Fi- 



bern gleich A| sei, und sich femer nach ab- oder zunehmendem Gesetz 
verändere, mit dem Bestreben in den vom Eisen entferntesten Elementar- 
flächen konstant zu werden: so wird es möglich sein, auf dieser Fläche 
ein Diagramm der einheitlichen Widerstände zu zeichnen, das von einer 

Linie begrenzt ist, deren Ordinaten die Werte von -B(y) in den folgenden 

Elementarflächen sind (daher werden auch diese letzteren ab- oder zu. — 
nehmen mit dem Bestreben konstant zu werden). 

Gesetzt \ verändere sich um den Wert dAj, so wird sich jed^^ 

Ordinate -B(y) um den unendlich kleinen Wert B'ljj-^ verändern; 

werden jedoch diese Variationen, so wie beim ersten Falle, nicht al^H^ 
gleiches Zeichen haben, denn bei Abnahme von h^ nimmt der Gbsam^ ^ 

widerstand des Betons j Bljjdo (die Diagrammfläche) zu; und \w^i 



i 
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Znnalime vou \ tritt das Gegenteil ein. Daher wird sich die ge- 
zogene Linie so wie es Fig. 14 zeigte verändem, nnd die Fläche^ zwischen 
den beiden Linien und den 
äußersten Ordinaten wird ^ '*' 

I B'ljj-^ddj den Nen- 



ner des Bruches (2') dar- 
stellen. 

Wenn man nun (wie 
schon beim ersten Fall) 
auf jeden Punkt einer be- 
liebigen Ordinate dieser 
Fläche den entsprechenden Wert (il aufträgt, so bekommt man einen 
unendlich kleinen Körper, dessen Inhalt den Zahler des Bruches (2") 
darstellt, nämlich 

Ä Fig. 16. 






^ 




\E Bf^^, 



■^—^W 



l 




Fig. 15 stellt diesen 
Körper dar, er be- 
steht aus zwei Teilen 
mit entgegengesetz- 
ten Zeichen 

Auch die Grundflächen haben entgegengesetzte Zeichen: die Fläche 
ABC ist als positiv anzusehen, denn in der ihr entsprechenden Fläche 

o verhalten sich die Kräfte BI-A wie %j, sodaB die Differentiale 

JB'(-TJ-T- positiv sind: der Rauminhalt ABCA^B^C^ ist gleichfalls 

positiv. Die Fläche CDE ist also negativ, sowie der Rauminhalt 
CDEC^D^E^. Als absoluten Wert erhält man 

CDE > ABC, 

da die Variation des gesamten Betonwiderstandes, die eben die Fläche 

ABCDE darstellt, und dh^ entgegengesetzte Zeichen haben. 

Es muß auch 

CDEC^D^E^ > ABCA^B^C^ 

sein, da die Fläche ABCDE und der Rauminhalt ABCDE A^B^C.D^ 
gleiches Zeichen haben, weil A^, der Quotient derselben, positiv ist. 
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Ndo iit e« niöglirh Tenebied^oe HjpoÜlesen xa erörtern. 

1. MsD aetze A, kleiner aU irgend «ia h Toraus. dann mnB man 

das Eisen als tom Beton mit fortgeriaaen ansehen; das ist eine der 

P,^ ^ HrpotheseD von Harel de la Koe. Die 

Flädie A BCDE wird dann, wie es Fig. 1 6, 

und der Körper ABCD£Ä,B,C,D„ 

wie es Fig. 17 zeigt, erscheinen. Die 

(MinateaA A^,BJi, werden die kleinsten 

sein, da der kleinsten Verlängemng (A,) 

der kleinste einbeitUche Widerstand und 

die kleinste »irtuelle Verlüngening ^I 

entspricht: diese Ordinaten werden nach 

and nach zunehmen, hia sie DDiEE,, den größten Wert, erreichen. 

Trennen wir mittelst einer Ordinate yy eine Flache CFG ab, die 

der Fläche ABC gleich sei 

'■ '' und trennen wir mittelst 

einer den Geraden AA^BI\ 

parallelen senkrechten Ebene 

einen Raum CHKC^HiK, 

ab, der gleich ABCA^B^C^ 

sei. Üa die Ordinalen diesei 

Kanmes größer als die vou 

ABCAyB^Cy sind, so ist 

CHK<ABC 
und daher 

CHK < CFG. 

Das Verhältnis zwisebeii dem Kaume HKDEH^ K, D, £, und der KlüOi« 
FGDE ist der Wert des Bruches 




Bf' A. 






j 



oder von A,, aber dies Verhältnis ist sicher größer als die mittlere 
Ordinate des Inhaltes UKDEB^K^D^E^ und daher auch grüßer als 
AAyBBi, die virtuelle Verlängerung, eotsprechend einer wirklichen 
Verlängerung auf der Fiber gleich ?(,: das ist aber widersinnig, da die 
wirkliche Verlängerung der virtuellen höchstens gleichkommen, nicht 
»her sie überschreiten kann. Wenn also die ganze Deformatious- 



Von Mauhi BiKi» 



133 



t£(h 




arbeit ein jUIuirnnm ist, ao kann die Verlängerung /*, des Eisens nicht 
kleiner als jede Verlängerung h des Betons sein: 

2. Man nehme an, Aj sei einer beliebigen Verlängerung des Betons 
gleich; das ist die gewöhnliche Annahme. 

In diesem Falle sind alle Ordinaten des Raumes ABCDEAi if, C, Z>, £, 
unter einander gleich, und das Verhältnis zwischen Raum und Grund- 
fläche ist natilrlich der Ordinate gleich: 
aber h^ müßte gleich diesem Verhältnis 
Bcin, was unmöglich ist, da dann die 
Betonelemente eine wirkliche, der vir- 
tuellen gleiche, Verlängerung bekämen, 
was der Voranasetzung, das Beton habe 
die elastische Periode bereits über- 
schritten, zuwider ist. 

Alao wenn die gesamte Defor- 
mationsarbeit ein Minimum ist, und sich die Betonelemente nicht 
alle in der Deformationsperiode befinden, kann die Eisen Verlängerung 
nicht einer jeden Beton Verlängerung gleich »ein. 

3. Man nehme also A, größer als jedes /( an, Bodaß der Beton ai» 
TOm Eisen mit fortgerissen zu betrachten ist 

Die Fläche ABC DE wird die in Fig. 18, der Körper 
ABCDEA^B^C^D^E, die in Fig. 111 angegebene Form haben. 

Die Ordinaten AAi. 
BBi werden Maxima sein, 
da der größten Verlänge- 
rung ibi) der größte ein- 
heitliche Widerstand und 
die größte virtuelle Ver- 
längerung (il entspricht: ^'r'l 
diese Ordinaten werden 
nach und nach abnehmen, 
bis sie in DD^ und EE, 
den geringsten Wert er- 
rt'ichen. 

Trennen wir mittele 
einer Ordinate yy eine Fläche CFG gleich ^tßC'ab, und mittels einer 
mit ÄA^, BB, parallelen senkrechten Ebene einen Körper CHKCiBiK^ 
der gleich ABCÄ^B^C^ sei. Da die Ordinaten dieses Körpers kleiner 

rdie von ABCA^B^C, sind, ergibt sich: 
CnK>ABC 
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folglich 

jedoch unmöglich 



CHK> CFG, 
CHK> CDS, 



da der Eöiper ABCA^BiC^ jeden&Ils kleiner als CDEC^DiEi ist 
Das Verhältnis zwischen HKDEH^K^D^Et und der Flache FGDE 
ist der Wert des Bruches ^^ 

dh 



ß'-m 



dm 



Si' 



Mm^' 



oder der Ordinate /i^. Er ist sicher kleiner als die mittlere Ordinate 
des Körpers HKDEH^K^D^E^ und könnte auch kleiner als die 
kleinste Ordinate DD^^ oder EE^ sein. Das wäre aber nicht im Wider- 
sprach mit der Hypothese, daß \ die größte wirkliche Verlangerong 
sei, da DD^ eine virtuelle Verlängerung ist, die jenseits der elastischen 
Deformatiosperiode immer größer als die wirkliche ist: höchstens 
könnte man in diesem Falle sagen, die größte wirkliche Verlängerung 
sei so wenig von der kleinsten yerschieden, daß sie zwischen dieser 
und der ihr entsprechenden virtuellen Verlängerung enthalten ist. 

Also nur bei dieser dritten Hypothese stoßen wir auf keinen 
Widersinn, sodaß man behaupten kann: „Sobald die Deformations- 
arbeit ein Minimum ist, ist die Verlängerung \ des Eisens größer 
als jede Verlängerung h des Betons und kleiner als die mittlere vir- 
tuelle Verlängerung des letzteren/' 

Biegung des Körpers ohne Adhäsion zwischen Beton und Eisen. 

Man denke sich einen Körper aus Beton und Eisen von beliebigem 

Querschnitt 

(gleichviel ob 

konstant oder 

veränderlich)init 

ebener Schwer- 
punktlinie. Fig- 
20 steUt eine 
Schicht des Kör- 
pers dar zwischen 

den so nahe 2« 
einander liegen- 
den Schnitten AB und CZ>, daß man sie als kongruent, parallel nnd 



B 



l 



3-— 



D 
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iu gleicher Ricbtimg gelten betrachten kann. Fig. 21 stellt den senk- 
rechten QueiBchoitt AB des Körpers dar: sei fl der Querschnitt der 
Armierung, die zu grüBeror Einfachheit in der Figur mit einem ein- 
zigen liiindetah bezeichnet ist, die aher auch aus mehreren Rundstäben 
oder auders geformten Eisen bestehen kann. 

Ich nehme an: 

1. Es Bei keine Adhäsion zwischen Beton imd Eisen vorhanden, 
BodaB sich die sich berührenden Fibern des Eisens und des Betons 
ganz unabhängig von einander verlängern können. 

'J. Bei den Betoneleraenten finde die Verteilung der Widerstände 
dem linearen Gesetze gemäß statt, sodaB sie sich um die ueiitrale Achse 
des Schnittes CD um einen gleichen Winkel 6 drehen. 

Dieselbe Annahme gelte auch Tdr die Eisenelemente, deren ge- 
meinsamer Drehungswinkel 0, sei. 

Anf Figur 22 stellt die Linie RSOUT das lineare Gesetz der 
Verlängerungen oder Verkürzimgen der Betonfiber / dar. 

Nun sei folgende Aufgabe gestellt: Fig. «- 

Welche gegenseitige Beziehung besteht 
lewischen den Winkeln Ö, und ß, sobald ihr ge- 
samtes Widerstandsmoment zur neutralen Achse 
gleich M, und ilire gesamte Deformationsarbeit 
ein Minimum ist? 

Beide Bedingungen können gleichzeitig an- 
genommen werden; die Summe der beiden Wider- 
standsmomente des Betons und des Eisens ist 
konstant und gleich M: wenn sich ff, verändert, 
so verändert sich das zweite Moment, folglich 
auch das erste, daher auch 0, 6 kann also als 
Funktion von h^ betrachtet werden, und es ist 
möglich die Beziehung zu bestininien, welche 

swischen den beiden Winkeln stattfinden muB, damit die gesamte 
iformationsarbeit ein Minimum sei. 

Sei: 

jCjÖj = die Deformation eines Eisenelementes (/rfa), das von der 
itr&len Achse einen Abstand X hat. 

— die entsprechende einheitliche Verlängerung oder Ver- 




JcMnEMtLrr 



ä(-^.—\ = der entsprechende einheitliche Widerstand. 
-fÄ't^-A) = die Derivate der Funktion v4 (-,-'-} zu x.6 
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j:9 = die Deformation eines Betonelementes (lydy)j das von der 
neutralen Achse einen Abstand x hat. 

-V- » die entsprechende einheitliche Verlangening oder Verkürzung. 
J3P, j = der entsprechende einheitliche Widerstand. 

l^\-r) ^ ^® Derivate der Funktion By-r-) zu a;ö. 

9' » die Derivate von zu 9^, wenn bei Veränderung der beiden 
Drehungen d und 0^ die Summe der Widerstandsmomente gleich M ist 
Dann ist also: 

f Äy-K^jXid(o = Widerstandsmoment des Eisens. 
h 

1 JBY-j-jxycfx » das gesamte Widerstandsmoment des Betons. 
I da I A\^-,"\xidO^ ^ die gesamte Deformationsarbeit der Ar- 



mierung. 

h B 

1 ydx I Br.jxd = die gesamte Deformationsarbeit des Betons. 

— d 

Die Bedingungsgleichungen sind also: 

b 

fA[^f^)x^d(o + fB(^f-)xydx = M 

— d 

fdioj^A{^l')x,de^ + fydx fB(~^xde - Minimum. 

—d 

Durch Ableitung nach bekommt man: 

-d 

b 

fA(^p-)x,dca + e'jB'{^l)xydy = 0, 

— d 

aus der ersten 

fA^^)x\dm 

e' = — i 

jB'^^)x^ydx 
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nnd durch Substitution in der zweiten 

b 



(3) 






was die Beziehung zwischen und 0^ bestimmt^ wenn die gesamte 
Deformationsarbeit ein Minimum ist. 



Erörterung der Formel (3). 

Formel (3): 

6 

1. Fall: Setzen wir das Moment M so klein voraus^ daß die 
Deformation der einzelnen Eisen- und Betonelemente innerhalb der 
elastischen Periode bleibt. Dann ergibt sich^ sowohl für die gedehnten 
wie für die zusammengedrückten Fibern: 



daher 



mithin 



fA{^^Xida^Ei\ fandet . 
CA'^^x\da = Ey Cx\d(a. 



CA^P-)x^dm E^ \ fx\de, 
fA'^^)x\da E^fa^dm 

ferner für die gezogenen Betonelemente (von — d bis 0) 

B[^) = E''^ B'('^) = E' 

tind für die zusammengedrückten Elemente (ron bis b) 

B(^)^E"'^ B'^) = E'. 
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Man muB die bestimmten Int^^rale der Formel (3) als von zwei 
Integralen gebildet betrachten; das eine f&r den gezogenen Teil, zwischen 
den Grenzen — d und 0, das andere f&r den znsammengedrQckten Teil^ 
zwischen und b. 

h 6 

j'B('f)xydx =~jE''^jXydx + j^E-^xydx 

— 4 —d 

fr 



= E'\ Cx'ydz + £" J A^yrf: 



— d 

h 

e 
i 



E' fx'ydx + E" fx'ydx 



— d 



Cb' (^^)x*ydx = fE'x'ydx + fE"x?ydx 

— d — rf 

fr fr 

- E' fx^ydx + E" fx^ydx . 

~d 

Somit wird das zweite Glied der Formel (3) 



E' ix^ydx+E' 





i 




fr M 

E' 

— d 



" Cx^ydx + E" jx^ydx 



und die Formel (3) wird y = t 

e, = ö, 

d. h. während der ersten Deformationsphase, solange das ganze Moment 
so klein ist, daß die Beanspruchungen der Eisen- und Betonelemente 
innerhalb der elastischen Deformationsgrenze bleiben, ist die Drehung 
der Eisen- gleich der der Betonelemente/' 

Setze man das Moment M groß genug voraus, daß ein Teil der 
Betonelemente über die Grenzen der elastischen Deformation hinaus 
beansprucht werde, während die Hypothese der gleichen Drehungen 
unverändert bleibt. Es wird also die Funktion A linear zu 0^ sein, 

und das erste Glied der Formel (3) -|- gleich sein, aher die Funktion 

B wird zu nicht mehr in lineare Formen zerlegbar sein, sodaß das 
zweite Glied der Formel (3) so wie in 'der allgemeinen Formel bleibt 
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Der Zähler dieser zweiten Seite ist die Summe unendlich kleiner 



Größen B f-,-) xydXj die, da y gleich oder größer als Null ist, und 

B ("^ j und X gleiches Zeichen haben, alle positiv sind. 

Der Xenner desselben Bruches ist ebenfalls die Summe unendlich 
kleiner Größen B' (-j-\ x*ydx, die alle positiv sind, da y und x* gleich 

oder größer als Null sind, und B' (-j-\ sich dem Nullwerte nähern aber 

niemals negativ werden kann. Jedem Werte des Zählers entspricht 
auch eiii Wert des Nenners, und ihr Verhältnis kann in einfacher Weise 

ausgedrückt Werden. In der Tat ist B\^j-j=^n By^j (wo (i die 

einheitliche virtuelle Deformation bedeutet), daher 

^,/a;Ö\ . , X l 



fPjx^ydx 



WO I der Drehungswinkel des Querschnitts um die neutrale Achse ist, 
durch den das betrachtete Element eine wirkliche, der virtuellen gleiche 
Deformation erlangt. Diese Drehung | ist, für die der neutralen 
Achse nahe liegenden Elemente, deren Beanspruchung die elastische 
Deformation nicht überschreitet, gleich dem Winkel ö; je weiter sich 
das Element von der neutralen Achse entfernt, desto mehr nimmt 
die Drehung | zu. 

Die zweit« Seite der Gleichung (3) kann man also so schreiben: 

f.\B'{tf.yyäx 



d 



J B' (^"^pj x'ydx 



Wo jede unendlich kleine Größe gleich oder größer als Null und 
4 >^ ist. Diese beiden Bedingungen erlauben uns die sichere Be- 
hauptung, daß der Wert des vorgenannten Bruches in unserem Falle 



^öBer als -j ist, und da derselbe gleich y, so ist es möglich, in dieser 
Zweiten Deformationsphase 

Mizusetzen, d. h. die Drehung um die neutrale Achse ist bei den Eisen- 
Elementen größer, als bei den Betonelementen. Es ist auch möglich, 
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durch Versnche das VerLältnis zwischen und 0^ zu bestimmen. 
Früher hat man gefunden: 



l 



I ßl-YJxydx 



Mf)" 

— d 



ydx 



eine Gleichung^ die so geschrieben werden kann: 



l 



e ^4 
i 



I Bi-Yjxydx 



— d 



WO Zähler und Nenner des Bruches 



A 

I B^^jxydx 

— d 

b 

Jl»'(?^)x|x'yd. 



Fig. 23. 



Momente von Größen von drei Dimensionen sind, die sich leicht 
graphisch darstellen lassen. In Fig. 23 stellt AB CD den senkrechten 

Querschnitt des gebogenen, in der 
Ebene der Achsen xXy yy (der 
neutralen Achse) enthaltenen Kör- 
pers dar. Auf jedem Punkte der 
ir Geraden AOC (mit der Abszisse x)y 
hat man eine Ordinate erhoben, 

deren Wert -B(^) dem einheit- 
lichen Widerstand im betrachteten 
Punkte entspricht So erhält man 
die Linie A^OC^ welche in der Strecke um den Punkt 0, wo die De- 
formation elastisch ist, geradlinig ist; an den anderen Strecken ist 
dieselbe gekrümmt und stets zur Achse AOC konvex. 

Fig. 23 stellt dann den zylindrischen Körper ABCDA'BCD dar, 
welcher als Grundfläche den senkrechten Querschnitt ABCDy und als 
Erzeugende eine der Achse yy parallele und die bestimmende Linie 
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A^OC^ berührende Gerade hat. Das Moment dieses Körpers zur Ebene 
welche die neutrale Achse yy enthält und zur Achse xx senkrecht ist, ist 

j B f -,-j xydx. Nehmen wir in der Tat eine unendlich kleine Schicht 
— <f 

FGML in Betracht, die der Achse yy parallel, deren Länge GM = y, 
deren Breite HK^ dx und deren Abszisse KO =^ x sei; dieser unend- 
lich kleine Körper hat eine konstante Höhe KK^ = 2? (-,-), also einen 

Rauminhalt B\-f-\ydx und ein Moment zu der vorgenannten Ebene 

\Bi-j-\ydx\ x^Bi-jAxydx: das vollständige Moment des geraden 

Korpers ist also 

h 



I B (^) xydx . 

— d 



Wenn die Ordinaten statt B (^ J den Wert J8' (~\ ^ hätten, so 

würde man einen anderen Körper mit derselben Grundfläche AB CD 
bekommen, dessen Moment zu der schon betrachteten Ebene 







wäre. 

um das Verhältnis 
zwischen den beiden 
Momenten zu bestim- 
men, dient folgendes 
Dis^ramm. (Fig. 24) 
Man zeichne eine Kurve 
ESO TMP, wo die 
Abszissen die einheit- 
lichen Deformationen h, 
die Ordinaten die ent- 
sprechenden Werte der 
einheitlichen Wider- 
stände B(h)y sind ; diese 
Kurve ist das gewöhnUche Diagramm der einheitlichen Widerstände. 

Wenn man nun an jedem Punkte M oder R der beiden Ab- 
zweigungen eine Tangente, und vom Punkte eine parallele Gerade 
bis zu den entsprechenden Ordinaten bei M oder jß| zieht, so erhält 
man eine Linie B^SOTM^P^y deren Ordinaten das Produkt der Abszisse 
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h und der Tangente B\h) sind: diese Linie stellt also die Funktion 
B'Qi)h dar, deren Eigenschaften folgende sind: 1. in den geradlinigen 
Strecken OS, OT faUt die Funktion B'Qi)h mit der BQi) zusammen. 
2. Außerhalb der Strecke SOT ist die Ordinate B'Qi)h bestandig kleiner 
als BQi)'^ bei Zunahme der Abszisse wächst B\h)h, bis sie den größten 
Wert erreicht, dann sinkt dieselbe bis Null, und bleibt so, bis die 
Widerstandskurye der Achse OA parallel wird. 

Betrachten wir jetzt hinsichtUch der Spannungen die beiden Fliichen 
zwischen den vorgenannten Linien, also einer beliebigen Ordinate 
MM' L (Fig. 25) und der Abszissenachse, und integrieren wir deren 

elementare Momente zur Achse 0J3; diese 
beiden Momente sind Funktionen von A, die 
man durch a,(/<) und ß^Qi) bezeichnen kann; 
diese Funktionen sind bekannt^ sobald die Linie 
der einheitlichen Widerstände bekannt ist; es 



Fig. 25. 



BOi) 




ist dann auch ihr Verhältnis 



ftW 



Y,{h) be- 



kannt. Die Funktion y,{K) ist innerhalb der 
Grenzen h^O und h= 07\, nämlich in der Periode der elastischen 
Deformation, gleich der Einheit, dann wächst sie immer rascher, und 
wenn die Abszisse den Wert OP^ überschritten hat, wird der Nenner 
ß^Qi) konstant. Dasselbe gilt für die Pressung, und so erhält man 
ähnliche positive Funktionen, die wir mit a!c{h) ß'eih) ye{h) bezeichnen 
wollen. 

Es sind also: 

h 

aQi)^fB{h)hdh 



Ü 



ß(h) = Cb' (h)h - hdh 





r{h) = -± 



f 



B(h)hdh 



Ü 



(h)h . hdh 



Sei nun in Fig. 26 die unendlich kleine Schicht ABA^B^D^C^DC 
gegeben, deren senkrechter Querschnitt das unendlich kleine Streifchen 
BADC, zu der rr- Achse parallel, mit den Abszissen — d und b und der 
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Fig. 26. 



Breite dy, darstellt. Die äußersten Ordinaten der Kurve AiOC^ werden 
durch die Formeln ausgedrückt 

und die Kurve ist der Linie B(h) auf Fig. 24 ähnlich; das Ahnlichkeits- 
Verhältnis entspricht 
dem Verhältnis zwi- 
schen den Abszissen 
beider Linien^ denen 
gleiche Ordinaten 
entsprechen. Es ist 
also der Quotient von 
h und der einheit- 
lichen Deformation 

entsprechend 5(-|-j, also ,-, das Ähnlichkeitsverhältnis ist demnach 
X-. Das Moment dieser unendlich kleinen Schicht ist mithin: 




— d 

Dementsprechend^ wenn man mit y^y^ die äußersten Ordinaten des 

gespannten Teils des Korpers auf Fig. 23 darstellt ^ und wenn y^y^ 

die äußersten des gepreßten bezeichnen^ so ist das ganze Moment des 
Korpers: . 

J^(t) ^y^^ ^ £ j J "'(t) ^y + /""c (t) ^y 

Ebenso kann man das Moment 

b 

fxe\ xs 



y» 



so schreiben: 

b 



— d 



l 



xydy 



JW (^) '4.,ä.-^ fß. {f) ä, +fß,(^) äy ■ 

— * Vi y% 

Das Verhältnis der beiden Momente gestaltet sich mithin folgender- 
maßen: 



— d 



xydx 



M>+J-m 



dy 



Vi 



9* 



/»•(t)'t 



xydx 



— d 
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Dft die Verhältnisse zwischeD den FmilctioueD a and ß Yoai 
Funktion y gegeben sind, deren Wert, wie oben gezeigt, in der elastischeii 
Periode gleich 1 uud aaßerhalb derselben größer als 1 ist, und da 
unch die Funktion immer positiv ist, so kann mau daraus scbheßen: 
l. So lange Ö den Wert hat, bei dem kein Betonelemeiit über die 
Grenzen der eUiHtischeo Deformation hinaus beonaprucht irird, ist dtr 
betrachtete Bnich gleich 1, so daß man schreiben bnn 



ist dw 1 



'xe\ 



U>-f-i: 



ß{'ty"^j '■{''}" 



--FW 



ist für die Rechatu^ bequemer als der andere, in der Tat enthält e' 
Integrale bekannter Funktionen u und ß iiiuerhalh einer hekannten 
Fläche: fttr jeden bekannten Querschnitt des gebogenen Körpers und fr 
jede Lage der neutralen Achse ist jenes Verhältnis eine Funktion F{6\ "i'* 
man näheruugs weise leicht bestimmen kann, womit eine der Gleichung^'' 
bestimmt wird, welche die Werte von 6 und 6, gibt. 



wie im ersten Falle auf andere Art bewiesen wurde. 2. Sobald 9 
einen Wert erreicht, bei dem ein noch so kleiner Teil vom Qnerschuitl 
des gebogenen Körpers über die Grenzen der elastischen Deformation 
hinaus beansprucht wird, wird der betrachtete Bruch großer als Eins, »u I 
daß man hat: 

Je mehr dann die Beauspruchung des gebogeneu Körpers zunimmt, desto 
mehr wächst das N'erhÜltnis zwischen Ö, und d, bis zum Werte, wo 
die Beanspmcluiug der Betonelemente die Bruchbelastung erreidit 
Dieser höchste Wert des Verhältnisses hängt natürlich von der Qua- 
Bchnittform, der L^e der neutralen Achse und der Veränderung dv 
Funktionen y,{h), yd^i) ab. 

Es besteht also dieser wichtige Unterschied zwischen den getogetea 
Körpern, wenn die Adhäsion zwischen Beton und Eisen nicht berück- 
sichtigt wird, und den gebogenen, daß während sich bei ersterea Eimd 
und Beton gleichzeitig der Bruchgrenze nähern, bei letzteren (kBine 
Adhäsiou) rascher der Bruch bei Beton als bei Eisen erfolgt D«' 
neue Ausdruck des YerhÖltnissea zwischen 6, und 



I 
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Im allgemeinen sind die Unbebamiteii drei: 6, 0, nnd der Pun- 
meter (die Lage der nentralen Achse bestimmend), und drei sind auch 
die Gleichtmgen: 1) die Gleichung der Momente, 2) die, welche die 
Gleichheit zwischen der Druck- und Zugresultante bestiromt, 3) die 
Gleichung \ - F(ß). 

Obwohl die vorhergehende Erörterung für die Entwicklnng meiner 
Theorie genügt, so will ich doch eine neue Form f^ obigen Beweis 
und für d&a Verhältnis zwischen 8 und 0, geben, da sie Fnnktionen 
enthält, die in einigen Fällen leichtere Anwendung finden können* 
Jedoch ist es vorher nötig einige ein&che Eigenschaften der Momente 
besonderer geometrischer Formen darzutun. 

1. ABCD sei ein Kechteck mit den Seiten a und h\ das Moment 
des Rechteckes zur Geraden AB ist 

das Moment des Dreieckes ABD zu derselben Ge- 
raden ist 

\ah ■ \a — -jO^b, HHI ' 

das Moment des Dreieckes ABD ist 

\ah ■ jfl = ja*b. 
Zwischen den drei Momenten besteht die Gleichnng 

Mom {ABCD) - Mom {BCD) - Mom {ABD) 
die man auch so schreiben kann 

■2 { (Mom ABCD - Mom BCD) } -- Mom (SCD) 

Mom {BCD) . 

2 {(Mom ABCD) — Hom {BCD)) "" 

2. Dieselben Eigenschaften lassen sich auf ähnhche Art beweisen 
(ttr Figuren, die man in Sammen oder Differenzen von Rechtecken zer- 




daher 
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legen kann, deren Base anf der Achse der Momente li^t So ergibt 
Fig. 28 

Moni (ABCDEFG) - Mom (DCBGF) - Mom {ADBFE) 
Mom (DCBFG) = 2Mom (ADBFE) 



Mom {DCBFG) 



= 1 



2Mom {ADBFE) 
und Fig. 29 

Mom (EDCBGF) - Mom (GDCE) - Mom (EDGF) 
Mom (G nCB) = 2 Mom {ED GF) 



Mom {GDCB) 
2Uom{EDGF) 



1. 



3. Seien nun die Rechtecke durch Kurven, welche die entgegen- 
gesetzten Winkel verbinden und zur Momeutachse konvex sind, geteilt, 

wie es- die Figuren 

Fig. so— S3. 
G 



A ^ ■ i-Z 











T'TTT^yiF 



K K 



C 




^ömenttLchse 



30, 31, 32 darstellen. 
In diesem Falle wer- 
den sich die Momente 
ändern, so daß 

Mo m(P) . 
2 Mom (a) ^ 

4. Nun nehme 
man an, es werden 
auf den Punkten der vorhergehenden Figuren Ordinaten von konstanter 
Höhe errichtet, sodaß gerade Prismen entstehen. Dann erhalten wir 

statt der Momentacbse 
^** '**' eine Momentebene, und 

die Kurven, welche 
früher die llechtecke 
teilten, werden zylin- 
drische Oberflächen. 
Aber es bestehen die 
schon erwähnten Eigeö- 
schaften fort, so daß man 
für die beiden ersten 
Fälle schreiben kann: 




'■¥<? 



und für den dritten Fall: 



Mom Prisma (^ 
2 Mom Prisma (a) 

Mom Prisma {§) 
2 Mom Prisma (a) 



= 1 



>1. 
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Nehmen wir wieder den in Fig. 23 dargestellten Körper in Betracht 
und beschränken wir wieder unsere Untersuchung auf eine unendlich 
kleine Schicht des Körpers (Fig. 33), dessen Grundfläche ein beliebiges 
Streif chen sei, das zur 

neutralen Achse yy senk- *'*«• ^* 

recht ist, die Breite dy 
und die äußersten Ab- 
szissen x^x^ hat. 

Wie schon früher 
bewiesen, wird das Mo- ^n- 
nient dieses unendlich 
kleinen Körpers, das zur 

Ebene der Achse ox '<'' 

senkrecht ist und die ^^ 

neutrale Achse yy enthält, durch dy I B (y) ^dx analytisch ausgedrückt. 

Wenn loan die Punkte A^B^C^D^ auf die Momentfläche projektiert 

(Fig. 34), so erhält man, so zu sagen, den Ergänzungskörper für diese 

Schicht, indem man das Moment der vorgenannten Schicht (Fig. 33) 

von dem der Parallelipede ABA^B^A^B^EFC^D^C^D^CD subtrahiert. 

Man erhält somit: 

Mom (A^B^A^B^EFC^D^C^D,) 

= Ix\b(^\^ dy - dyJB {^\^ xdx - ^^x\B(^)dy 







- dyj'ß [^)xdx = irfy[x*B p,^ - 2fB[''^)xdx] 



+ 



idy[-xlB(-^^^')-2fB(^l)xdx] 



— *a 







= \ dyjß' ^^) J xHx + > dxjB' p^) I x'-dx ' 



) 







— «i 



^ydyfB'(^y-lxdx. 



— *r 



1) Bei Cß'l—jjx^lx setze man: i?' = JB' ('*^^-) y, w = a:« 
= Byr-\, ti' = 2a:, daher 



daher 



10' 
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den Torfaergehenden AiufUhrangen ist dms YeiliiltoiB swiachea 
dem Moment der Schicht ÄBÄ^B^EFC^D^CD und dem doppelten 
Moment der EiginznngBachicht ÄB^A^B^EFCiD^C^D^, wenn die 
Linien A^E^ EC^ gerade sind (ekstiache Deformation)^ gleich eins, und 
es ist größer als eins, wenn ein Teil dieser Linien Enrren sind (und 
die Konyexität nach der Momentfliche gerichtet ist), wie eben in nnserem 
FaUe. 

Für die Terschiedenen Streifchen, in welche der Querschnitt einei 
gebogenen Korpers zerlegt werden kann, sind keine andern Felle denk- 
bar als die Ton den Figuren 30, 31, 32 dargestellten. Man darf sbo 
auf alle die Torhergehenden Ansf&hnmgen anwenden. 

/ -Bf-j-) ^!fdx ist aber die Summe der Momente aller Schichten, in 

welche man den Körper der Fig. 23 serlegen kann; ebenso ist 

d 

B' ( -j- j -p xydE die doppelte Summe der Momente der betreffenden 

—d 

Erganzungsschichten. Da nun alle Posten positiv sind, so erhält msn 

durch Lbertragung auf die Summen dessen, was f&r die einzelnen 

Posten bewiesen wurde: 



f 

—d 



b(^)x,A 



J -■ (.) 

-d 



xe\ xe 
T 



> 1 [nämlich ^^ > l]; e,>e. 



Xfidx 



Plg. 55 



kB 



Aus dieser neuen Ausfuhrung geht hervor, daß von den 

Gliedern des Verhältnisses das eine das 
Moment, das andere das doppelte Mo- 
ment zweier Körper ist, deren ersterer; 
in Fig. 23 dargestellt, nichts anders 
als das Diagramm der einheitlicbeii 
Widerstände der Querschnittselemeote 
bildet, und deren anderer durch Pro- 
jektion der Linie BA, BC (Fig. 23) 
auf die Momentfläche erhalten wird. 
Diese beiden Körper und ihre Mo- 
mente hängen von der Form des senk- 
rechten Querschnittes des gebogenen Körpers, von der Lage der neu- 
tralen Achse und von Funktionen der bekannten einheitlichen Defor- 
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mationen h ab; eine derselben ist die, welche früher mit cCfQi) und cCg(h) 
bezeichnet wurde; die andere, welche wir nun mit *|(A) (Zug) und d^(h) 
(Pressung) bezeichnen, ist das Moment zu der Achse OB der in Fig. 35 
schraffierten Fläche, wo EOF die Linie der einheitlichen Widerstände 
ist. Es ist also leicht, fOr jede Querschnittform eines gebogenen 

Q 

Körpers die Veränderungen der Größen ö| und ö, im Verhältnisse ^, 

Q 

als Funktion des Drehungswinkels y zu berechnen. 

» * * 

Es ist hier nötig zu bemerken, daß, wenn man statt «= konstant, 
I = konstant angenommen hätte, O^ = | wäre. 

In der Tat: da für die elastisch beanspruchten Elemente £ = ist, 
so besteht für jedes Betonelement die Gleichung: 

und die Formel (3) wird: 

h 

£ I ^d i 

J J » °" n 



Cd' B' ^f)x'ydx 



nämlich 6i^ i, also „die iifirkliche Drehung des Eisens gleicht der 
konstanten und virtuellen des Betons'^ Dieses Resultat hat eine gewisse 
Ähnlichkeit mit dem, was bei gezogenen Körpern gefunden wurde, wenn 
die Adhäsion zwischen den beiden Materialien nicht berücksichtigt wird. 

Gebogener Körper, falls Adhäsion zwischen Beton nnd Eisen stattfindet. 

Es sei ein Körper aus Eisen und Beton von beliebigem Quer- 
schnitt (konstant oder veränderlich) gegeben, bei dem die Schwerpunkt- 
linie in einer Ebene liegt. Nehmen wir eine Schicht des Körperd 
zwischen zwei so nahe aneinander liegenden Schnitten in Betracht, daß 
man dieselben als gleich, parallel und gleich gelegen ansehen kann 
(Fig. 36). Fig. 37 stellt den senkrechten Querschnitt ABj und Sl den 
Querschnitt der Eisenarmierung dar, den man kreisförmig gewählt hat, 
obwohl die Form keinen Einfluß hat. Es werden folgende Hypothesen 
angenommen: 
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1. Die Fläche AB schneidet^ nach der Deformation, den Schnitt AB 
in der gegenwärtigen Lage, anabhängig vom Verteilungsgesetz der 
Widerstände.) nach der Geraden oy (von uns nentnde Achse der Sektion 
genannt), die zur Biegungsebene senkrecht isi 

2. Der Drehungswinkel um die neutrale Achse sei für jedes Eisen- 
element derselbe und gleich 0^; der jedes Befonelementes da sei vom 
Winkel dargestellt. 

Auf Fig. 38 stellt die Linie RSOUTdtL» Gesetz der Verlängerungen 
oder Verkürzungen h der Betonfiber dar, über welches Gesetz hier 
keine anderen Hypothesen aufgestellt werden. 

Fig. 36—38. 




Jetzt können wir folgende Aufgabe stellen: 

„Was für eine Beziehung hat zwischen den Winkeln 6 und öj 
stattzufinden, wenn das Widerstandsmoment zur neutralen Achse = M 
und die Deformationsarbeit ein Minimum ist?*' 

Beide Bedingungen lassen sich gleichzeitig annehmen: die Summe 
der zwei Widerstandsmomente des Eisens und des Betons ist konstant 
und gleich il/, sobtdd sieh Öj, und daher das erste Moment, verändert^ 
muß sich auch das zweite verändern, so daß, wenn die Drehungen ö 
von Element zu Element nach einem bestimmten, obzwar uns un- 
bekannten Gesetze verschieden sind, jedem Werte des Wideretands- 
niomentes des Betons fiir die verschiedenen Betonelemente ein besonderer 
Wert des Winkels entspricht; 6 ist also nicht nur als Fimktion der 
Koordinaten des Elementes doy sondern auch als Funktion zu öj zu 
lintmchten, und es ist möglich den Zusammenhang zu bestimmen, 
wi^lcher zwischen dem Ö-Sjstem und dem Winkel 0^ besteht, damit, 
willirnnd die Momentsumme gleich M ist, die ganze Deformations- 
HrlMiii ein Minimum sei. 

Hn/eichnen wir mit: 

.1, ^/j— die Deformation eines Eisenelementes (Ido^), dessen Ab- 
m{*\\\\\ von der neutralen Achse gleich x^ isi 
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^1 i_ij (Jen einheitlichen Widerstand eines Eisenelementes Idcj^, 
dessen Deformation gleich O^x^ sei. 

|i;'(^] = die Derivate zn x^O^ der Funktion b(^)' 

= die Drehung eines Betonelementes Ido, dessen Abstand von 
der neutralen Achse gleich x ist. 

(xß\ . xß 

~t) ^ ^^^ einheitlichen Widerstand, -|- entsprechend. 

yjB'(-y-j = die Derivate zu JCÖ der Funktion By-r) - 

ö' = die Derivate zu ö, einer besonderen Drehung ö. 
Es wird also sein: 

I Al-^jX^dco^ = das ganze Widerstandsmoment des Eisens. 







I Bl-j-j^da =^ das ganze Widerstandsmoment des Betons. 





i2, »1 



I da^ I A(-~-j x^dO^ ^ die ganze Deformationsarbeit der Eisen- 



u 

armierung. 

Si 



I do I B(-ijxd0 '=' die gesamte Deformationsarbeit des Betons. 



Die Bedingungsgleichungen sind abo: 

Ca (^f')x, da)^ + Cb (^) xd(o = M, 



fd(o^ rA(^)x,dO^ + fdc3 fB(~-)xdd =« Minimum. 

U 

Durch Ableitung nach 0^ erhält man folgende zwei derivierte Glei- 
chungen: 

i2i n 

jCA'(^^)xld(o, + \fB'^)x^e'diD - 0, 



J' 


MM 


f •*-!'* 


U/j 


• l 














h 


/^|Ö.\ 


. /7/n 


o. 


i2 



■ o^i-y-jiCÖ rfcö == 0, 
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aus denen sicli folgendes Yerfailtnis zwischen der Drehung 6^ und dem 
DrehungBsjsiem ergibt: 

(4) ^ =. i^ 



i 



Erörtenuig der Formel (4). 

1. Fall. Das Drehungssystem und die Drehung 6^ sind so be- 
schaffen, daB^ wenn das Moment M Null wird, auch und 0^ Null 
werden, und femer, wenn M allmählich zunimmt^ auch das Drehungs- 
system und die Drehung 0^ (nach einem bestimmten Gfesetze) all- 
mählich zunehmen. 

In diesem ersten Falle nehmen wir M so klein an, daß kein 
Eisen- oder Betonelement über die Grenzen der elastischen Deformation 
hinaus beansprucht wird. 

Es ergibt sich dann, sowohl fär die gezogenen, als auch für die 
gepreßten Eisenfibem: 



folglich: 



A'('^) = E„ 



daher: 





6^ 

/~~ST^ — sl, — T' 

Khüjiso kann man für die gezogenen Betonelemente (von bis Äi) 
Moliitiihen: 
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und für die gepreßten (von — Ä^ bis 0): 

fxB\ ^ x6 -r>//a;ö' 



B{if.).E.f. B'{f)-E.^ 



Jedes Integral des zweiten Gliedes der Formel (4) zerfällt in zwei 
Teile, von denen einer innerhalb der Grenzen und Ä, (Pressung), der 
andere innerhalb der Grenzen — ß^ und (Zug) bleibt. 



i2, 



n, 






n, 



E^\ fx^ee'dio + ^ Cx*ee'd(o, 



n, 



n, 



CB'(^)x*e'd(o = CE^x^e'do} + fE,x*e'd(o 

— S2^ — Ä. 



Äi 



E,Cx^e'd(o + E,Cx^e'd 



GJ, 



und das zweite Glied der Formel (4) wird 

^t 

ESx^ee'dm + E^Cx^ee'dm 

1 — Q< 

l ^h 



E^rx^e'dm + E^rx^B'dto 

—n^ 



so daß die Formel (4) geschrieben werden kann: 

f< 

E^rx^ee'da) + EJx*e0'dm 



(40 



öl = 



-Ä 



n, 



ECx^B'dm + E^rx^e'd 

—n, 



(0 



und da 9' die Derivate von 6 zu 0^ ist, so darf man noch weiter 
vereinfachen: 



n, 



»1 = 



E^rx^Sdedm + EfCx^Odedm 



-ßr 

E^pcdSda + EfCx^dSdn 



IM 



■In Feilti;k«tt i 
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Auch ia diesem Fall« darfen unserer Meinung nach nur drei flrpo- 
thesen «al gttt ellt werden: 1. Es sei 9, die größt« Dr^liuog Aet betrach- 
teten Eisen- oder BetondenuHite, so daß die Drehung um so kleiner 
werde, je weiter aid» die Betooelenieut« da vom EisenBcbnitt entfemen: 
^. es Bei 0, die Ueinste Drehung so daß die Werte von d um so 
grüfier werden, je weiter sidi die Betonelemente dej vom Eisenschnitt 
entfernen; 3. es seien die Drehungen 6, und Q gleich. 

Die ErÖrtening dieser drei Hjpotheseii ist nicht wesentlich rct- 
schieden von dem. was Bber die gezogenen Körper ausgeführt wurd«. 
Sie ist aber schwerer za hegreifen, da die Integrale des Zählers in der 
Formel (4') geometrisch nur mit Körpern von vier Dimensionen sich 
darstellen lassen- Man kaim sich auf dem BetoDSchnitt Linien, welch* 
die Punkte nleicher Drehung (6 — konstaut ) verbinden, gezogen denkea; 
bei den beiden ersten Hypothesen büden dieselben so viele Systeme 
als Eisen der Annienmg sind, jedes Eisen Hegt in der Mitte des rait- 
sprechendeu Systems; mnu kann sich die^e Liuicn so nahe aneinander 
gelegen denken, daß die dazwischen befindlichen Streifchen dm beliebig 
klein sind. Xehme man nun an, daß, während Üf konstant bleibt 
fl, die unendlich kleine Veränderung </«, erfebre; alsdann werden aich 
auch alle Ö der verschiedenea Streifchen verändern, die einen, den 
Eisenelementen anliegend, im gleichen Sinne wie 0,, die anderen im ent- 
gegengesetzten Sinne, so daß die Veränderung des Betonwiderstands- 
moments gleich und entgegengesetzt zu der des Eisens ist. Diese Ve^ 
änderung ist: ^^ 



-B, 



'If 



xd6-dta+ E.fx-xdßdi 



■■'I' 



A. li. der Nenner der Formel (4*): dieser Nenner hat also ein f/ö, ent 
gegen geaetztea Zeichen, ebenso wie der Zähler, da ja ihr Quotient gleich 
6■^, also positiv iti. 

Mau denke sich auf jedem Streifen Ordinalen errichtet, eine, dem 
Länge E^dO für die gepreßten, E,dO fllr die gezogenen FläcbeD sei. 
Man erhält so einen Körper, dessen Elemente Edßda sind; das Twg- 
heitamoment dieses Körpers zur neutmlen Achse wird vom Nenner der 
Formel (4') ausgedrückt. Wie schon vorher gezeigt, ist der betreSende 
Rauminhalt teils positiv (von demselben Zeichen als dö^\ teils n^tJT: 
ebenso verhält es sich mit seinem Trägheitsmoment, dessen negativ«'' 
Teil als absolnter Wert der größere ist, da dessen Zeichen dem tod 
(iö, entgegengesetzt ist. Es ist also möglich von dem negativen Teil 
des Körpern ein Tr^heitsmoment gleich dem des positiven abzutrennen, 
dann gleicht das Trägheitsmoment des Übrigen Körpers dem Nenner 
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der Fonnel (4'). Bilden wir nun auf jedem Element EtlQdfo mittels 
der neuen Diniensicm 0, das Element EBdOda eines Körpers mit vier 
Dimensionen, dessen Base, sozusagen, der vorhergeliende Raumiuhult 
ist. Dieser neue Körper bestellt auch aus zwei Teilen von entgegen- 
gesetzten Zeichen: das Trägheitsmoment desselben, analytisch durch den 
Zähler der Formel (4') ausgedrückt, hat aut-h zwei Teile, von welchen 
der negative (als absoluter Wert) größer als der positive ist: Auch 
hier kann man von dem negativen Körper einen Teil abtrennen, dessen 
Trägheitsmoment dem des positiven gleicht Der Zähler der Formel 
(4') wird daher das Trägheitsmoment des übrigbleibenden Körpers (T) 
sein: dieser hat als Buse einen Teil der negativen Elemente EdQda, 
deren Gesamtheit wir mit W bezeichnen. Bei der ersten Annahme 
sind die Werte von 6, för die Streiten, in denen dB positiv ist, großer 
als die der übrigen; folglieb ist W ein Teil von V. Bei der zweiten 
Annnhme findet das Gegenteil statt, imd V ist ein Teil von W. Daher 

hat im ersten Falle der Bruch ™ .. i—.-r i-hiri einen Wert, der 

1 ragheitsmoment ( k ) 

jedenfalls kleiner als das größte der B ist, die den Streifen der Base 

W entsprechen, also natürlich auch kleiner als 8^ und nicht etwa 

gleich, wie es nach Formel (4') scheinen könnte: im zweiten Falle ist 

derselbe Bruch größer als das kleinste dieser verschiedenen (I und 

natürlich größer als ö^ und nicht etwa gleich, wie Formel (4'^ angibt. 

Da nun die erste und die zweite Annahme zu einer Unmöglichkeit 

fahren, so bleibt nur die dritte übrig, infolge deren, da 6 konstant ist, 

W gleich V, und das Verhältnis der Trägheitsmomente T und V gleich 

9 ist; daher a — a 

wie ea die Annahme verlangt 

Man kann also folgern, daß während der elastischen Defonujitions- 
periode jedi's Eisen- oder Betonelement sich in einem konstanten Winkel 
um die neutrale Achse dreht und die Fläche eines Querschnittes eben 
bleibt. 

2, Fall. In diesem »weiten Falle setzen wir fl = öj und das 
Moment groß genug an, damit an einem, wenn auch noch so kleinen 
Teile des Schnittes, die Längen Veränderung die elastische Deformation 
übersteigt. Dann ist nicht mehr, wie beim ersten Falle ^H r) eine 
lineare Funktion als E-p, und die betrefi'enden Ausführungen haben für 
diesen Fall keine Geltung mehr. 

Die Funktion B ist (wie schon erwähnt) derartig, daß man jeden 
IWert derselben als das Produkt von S'(-r) und einer gleichartigen 



I 
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Größe fdcr Tirtuellen Deformation), betrachten kann, die aber der wirk- 

liehen Deformation '. gleich, oder großer als diese ist. 

Die Funktion B gleicht der erwähnten Deformation eines Elementes 
für eine Drehung § (virtoelle Drehung), die gleich 0, oder größer als 
ß ist Mithin ist 



wo I > Ar die aber die Elastizitätsgrenze hinaus beanspruchten 
Elemoite iM. oml gleich 9 bei denen, deren Beanspruchung sich inner- 
halb der Blancimtaagrenae hälL 

Das eraifie Glied der Formel <4i ist wieder, wie im vorhergehenden 

Falle, ideich j . mdaA maa es aneb folgendermaßen schreiben kann: 






^B(^K#d< 



oder noch ein&eher 



i2 



(4"> •■ - 






a 



f^iB(^)4,a.) 



e 



Diese Formel unterscheidet sich ron der <4') nur in folgenden Punkten: 

l. Statt der Koeffizienten E^j E^ hat man die Funktion -BY^) mit 

reränderlich und gleich E^ oder E^ nur in den elastisch deformierten 
RIomenten; 2. 0^ bei dem Int^pid des Zahlers wird durch |, gleich oder 
größer als das entsprechende 0, ersetzt. 

Man darf auch hier die drei Hypothesen des ersten Falles auf- 
nlollcn; 1. öj ist gleich dem Maximum, und je größer der Abstand 
d<« hi> trachteten Punktes von der Eisenarmierung wird, desto kleiner 
x^inl W. 2. öj ist gleich B Minimum, das um so kleiner wird, je weiter 
W<Jh du« Element rfoj von der Eisenarmierung entfernt 3. B ist konstant 
^ttd gleich By. Denken wir uns nun auf der Schnittfläche Linien ge- 
«Miti welche die Punkte gleicher Drehung verbinden, sodaß der Beton- 
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schnitt in Streifen da geteilt wird und für jeden einzelnen derselben 
d als konstant betrachtet werden kann. 

Man nehme nun an, daß M konstant bleibt, aber d^ sich um den 
unendlich kleinen Wert dO^ vergrößert; dann werden sich auch alle 6 
der verschiedenen Streifen verändern, einige, die den Eisenelementen 
anliegen, im gleichen Simie wie 6^, die anderen im entgegengesetzten 
Sinne, sodaß die Veränderung des Betonwiderstandsmoments der des 
Eisens gleich und entgegengesetzt ist. Diese Yerändeining wird aus- 
gedrückt durch: 



fxB'(^^)xd0'd(o 



d. h. durch den Nenner der (4''): dieser Nenner hat also ein dO^ ent- 
g^engesetztes Zeichen. Dasselbe gilt für den Zähler, da ihr Quotient 
gleich 0^, also positiv ist. 

Es ist aber hier nicht möglich, einen dem vorigen ähnlichen Be- 
weis zu führen, da die Drehungen | für einige Elemente größer als 
die entsprechenden d sind, und im voraus die Elemente zu bestimmen, 
bei denen das der Fall ist, auch unmöglich ist. 

Die vorigen Ausführungen haben also für diesen Fall keine Geltung, 
aber es ist dennoch möglich, durch Folgerungen aus den für gezogene 
Körper geltenden Darlegungen und durch Prüfung einzelner besonderer 
Fälle zu einem bestimmten Ergebnis zu gelangen. Betrachten wir 
z. B. einen beliebigen der neutralen Achse yy parallelen Streifen (Fig. 39), 
dessen Breite dx be- 

Uebig klein sei, und der, ^^ '^"^ 

außer Betonelementen, 
wenigstens ein Eisen- 
element do^ enthalte. 
Da sämtliche Elemente 
dieses Streifens den- 
selben Abstand von der 
neutralen Achse haben, 
so wird man wohl diesen 
Streifen als einen ein- 
fach gezogenen Körper aus armiertem Beton betrachten dürfen, sodaß die 
für gezogene Körper gefundenen Ergebnisse hier zur Anwendung gelangen 
können, nämlich: Solange die elastische Deformation nicht überschritten 
ist, drehen sich alle Elemente um die neutrale Achse in gleichem Winkel, 
and die Deformation ist gleichförmig. Ist aber diese Ghrenze erreicht 
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oder Sberachritti'n, so n-iril das Eisen die grüßte liueare Defoi-ma.tion 
und somit auch die giößte Drehung erfahren, welche der der anliegenden 
betone lemeute gleich sein wird, während die Drehung der übrigen Beton- 
eleineute um so kleiner wird, je weiter sich dieselheii vom Eisenechnitt 
entfernen. Nehmen wir nou an, daß bei der Hypothese der gleichfurmigeu 
Deformation aller Schnittelemente die Elastizitätsgrenze nur von den- 
jenigen Ek-menten übersehritten werde, welche den größten AbstamI 
von der neutralen Achse irgend eines Elementes der Armierung haben. 
Der Einfachheit wegen haben wir anf Fig. 40 die Armierung nntlela 
eines einzigen Kreises 5i, (mit der Abszisse x), die Fläche, wo di^- 
ElaBtizitätsgrenze überschritten wird, mit CDE (deren kleinste A\y 
szisae .r, > X^, und äußerste b ist) dargestellt. Wir nehmen an, nach 
den vorigen Ausführungen, aber nicht auf Grund sicheren Bowyises, 
daß in der Flüche ACDÜF die Drehung gleichförmig sei; bereuhLen 
wii- sie mit Ö,, und jede beliebige Drehung eines Elementes der FlSolie 
ODE mit ö, endlich mit % die entsprechende virtuelle Drehung, welche 
in der Flächti CDE konstant sein kann oder veränderlich (zu- oder 
abnehmend bezüglich 6,, da längs der Geraden CD 9^ = 6 — £|. 

Durch Auweridung der vorhergehenden Methode Kndet man folgende 
Beziehvmg zwisuheu öj und dem ^System: 



j-:.(..(-)..„.) ' 






worin d6 die Veränderung von ö ist, wenn das ganze Moment M kou- 
stant bleibt. 

Es ist leicht, wie bei dem ersten Falle zu beweisen, daß | konstaut 
nud gleich 0^ ist, sodaß die wirkliche Drehung um so kleiner wird, 
je größer die Abszisse des Elementes da vou a'j bis b wird; demi il» 



immer zunimmt, wächst das Yerhältois 



die virtuelle Deformation ' , 
zwischen derselben und der wirklichen Deformation -,-, also der Quo- 
tient 1 . Diese Lösung (virtuelle Di-ehung konstant) genügt also der 
Gleichung der kleinsten Arbeit, und da man, um dieselbe zu erhalten 
(durch Annahme gleichförmiger Drehung der Fläi^be AFBDC) zwischeu 
den verschiedeneu Elementen Adhäsion vorausgesetzt hat, so halten wir 
sie für der Wirklichkeit entsprechend. In der Tat kann eiue Auf- 
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gab? betreffend die kleinst« Arbeit, id ihrer Allgemeinheit aufgefaßt, 
unmöglich zwei Lösungen haben. 

Kach diesen beiden einfachen Füllen erscheint nun die Art der 
möglichen Auflösungen (im allgemeinen Falle, wo die Elastizitätsgrenze 
auch in den eiserne Elemente enthaltenden Flächen überschritten wird) 
in drei Fällen, die wir graphisch erklären weiden, völlig bestimmt. 
Man errichte (Fig. 41) auf jedem Betonelement des äcfanittes eine zur 
Scbnittebene senkrechte Ordinate, 
die die wirkliche Drehung 6 des 
Elementes mißt, l'alls die Elastizi- 
tätsgrenze nicht UberBchritten ist, 
aber im andt'ru Falle die virtuelle 
Drehung | mißt. — Wenn man den 
so entstandenen Körper mittels einer 
zur ubigen Schnittuberfläche senk- 
rechten Ebene schneidet, die den 
Mittelpunkt einer der Elemente F 
der Eisenarmierung enthält, so sind 
für den Schnitt folgende, denen 
der gezogenen Körper ähnliche Fälle 
möglich: 1, Der Schnitt ist eine 
Gerade mit konstanter Ordinate. 
2. Er ist eine Linie nach F steigend, 
deren zwei Teile eine Gerade bb 
mit konstanter Urdinate als Asymptote haben. ^ 
einem Minimum oder einem Rückkehrpunkt, de 
mit konstanter Ordinate als Asymptote haben. 

Die Erörterung kann auf ilieselbe Weise, wie schon för die ge- 
zogenen Körper geführt werden, mit dem Unterschied, daß die Ver- 
hältnisse zwischen ßanm Inhalt und Flächen durch die Verhältnisse 
ihrer Trägheitsmomente zu ersetzen sind. 

Die Ergebnisse sind ganz ähnliche, uänJich: der dritte Fall führt 
zu der Unmöglichkeit, daß die Drehung des Eisens einen Wert ergibt, 
der größer als sie selbst ist. Der erste Fall tritt nur dann ein, wenn 
die Betouelemente bei F die Elastizitätsgrenze nicht überschritten haben, 
sonst führt er ebenfalls zu dem Widersinn, daß die Drehung des Eisens 
bei F einen größeren Wert, als sie selbst annimmt. Der zweite Fall 
ist der einzige, der zu keinem Widersinn führt, wenn die Lösung des 
ersten die Überschreitung der Elastizitätsgrenze durch die F anliegenden 
Betonelemeute ergibt. Dann ist die Eisen dreh ung kleiner als der 
mittlere Wert der wirklichen imd virtuellen Drehungen der Betoa- 
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3. Er ist eine Kurve mit 
1 Zweige eine Gerade 
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elemeiite and vielleicht aiicli kleiner als das Miiiimam beider. 
i»t keineswegs unmöglich, denn da jetle rirtuelle grüßer als die ent- 
sprechende wirklidie Drehung ist, so kann die EiseuUrehung zwischen 
der kleinsten Ordiuftte oud der kleinsten wirklichen Drehung enthalten 
sein; es kann daher das Eisenelenient die anliegenden Uetonelemente 
mit sich fortreiäen. 

Schlußfolgerangen. 

Wir wollen nun die Ergebnisse vorstehender Unters uchongen 
zusammenlassen und mit den in der Einleitung erwähnten Theorien 
vei^leichen. 

Beginnen w^ir mit den ein&ich gezogenen Körpern, und nehmen 
wir an, datS der gesamte Zug von Null ab allmählich zonehme und in 
den beiden Materialien allmählich zunehmende einheitliche Widerstände 
hervorrufe. 

In der ersten Deformationsperiode stimmen die beiden ersten 
Theorien und die Elesultate unserer Untersuchung Qberein, uänUich: 
Die Quersclinitte des gezogenen Körpers bleiben eben und die Ver 
längeruugen der Eisen- und der Betonelemente sind gleich. 

Der einheitliche Widerstand, den die Betonelemente entwickeln, 
ist gleichförmig imd der einheitlichen Verlängerung proportional, ihr 
Verhältnis ist der gewöhnliche Zugelastizitätsmodul. Dasselbe gilt andi 
für die Eisenelemente; das Verhältnis zwischen den beiden Widerständen, 
von den Verlängerungen unabhängig, gleicht dem der Elastizitätamodaln 
beider Materialien. Aber bei Zunahme des Gesamtwiderstandea, der 
Verlängerung der Betonelemeute, mithin auch ihres einheitlichen Wide^ 
Standes, erreicht dieser letztere die Elastizitätsgrenze, über welche hinuu 
das Verhältnis zwischen Widerstand und Deformation nicht mehr konstant 
bleibt. Hier tritt eine neue Periode der Veränderungstätigkeit ein, wo 
sich die beiden Theorien unter einander und von dem, was bewiesen 
wurde, unterscheiden: was die Deformation anbetrifft, so lassen beide 
Theorien das, was bei der ersten Phase gesagt wurde, best«ben; für die 
einheitlichen Widerstände bleibt bei der ersten Hypothese ebenfalls du 
schon Gesagte in Kraft, sodaß beim Beton sogar Zug widerstände ven 
'2 kg oder mehr auf das Quadratcentimeter angenommen werden. 

Das ist aber offenbar undenkbar, da in diesem Falle dos blofie Vw- 
handensein des Eisens bei beliebigem Abstände das Wesen des BetnW 
dermaßen verändern würde, daß sich die elastische Deformati onsperiooe 
über die gewöhnliche Bruchgreuze liinaus erstreckt. Man könnte »llMS- 
falls vermuten, daß durch eine etwaige chemische Wirkung oder ein« 
physikalischen Vorgang dies beim Eisen in sehr beschränktem Miß* 
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stattfinde; docli kann dies Belbstreratändlich nicht für jeden beliebigen 
Abstand Geltung haben. Die Unmöglichkeit dieser Annahme wird jetzt, 
unserer Meinung nach, von den meisten Verfassern zugegeben, welche 
die zweite Theorie oder Hennebiques Methode anwenden. Cane- 
vazzi gibt das in seinem wertvollen Werke klar zu verstehen, und 
Resal wagt ea überhaupt nicht, irgend eine Berechnungsmethode bei 
dieser zweiten Periode der Veränderungstätigkeit zu empfehlen. Die 
zweite Theorie entspricht besser der Logik. Denn wenn sie auch die 
Verlängerungen beider Materialien als gleich ansieht, nimmt sie für den 
Beton keine größeren einheitlichen Widerstände an, als die, welche bei 
nicht armiertem Beton entstanden wären. Daher nimmt der Elastizitäts- 
modul des Betons ab, sobald die Verlängerung zunimmt; wenn diese 
letztere ebenso groß oder großer als die gewöbnliche Bruchdeformatiou 
ist, wächst der einheitliche Widerstand nicht weiter und bleibt stets 
der gewöhnlichen den Bruch bewirkenden Ziehung gleich. 

Wir meinen, daß diese Theorie fehlgeht, wenn sie fßr beide Mate- 
rialien dieselbe Verlängerung bei jedem beliebigen Abstände vom Eisen 
annimmt, so daß in jedem Punkte des Schnittes auch die gewöhnliche 
Bruch Verlängerung überschritten werden kann, während uns diese An- 
nahme in beschränktem Maße in der Nähe des Eisens zulässig dünkt. 

Das eben glauben wir bewiesen zu haben, nämlich: die Ver- 
längerungen der Eisen- und der anliegenden Betonelemente sind gleich, 
und, je weiter sich die Beton- von den Eisenelemeuten entfernen, desto 
kleiner wird die Verlängerung der ersteren. Diese Ahnahme in der 
Verlängerung der Betonelemente hat eine Grenze, die wir nicht bestimmen 
konnten, doch glauben wir ein absolutes Minimum derselben gefunden 
zu haben bei der Untersuchung betreflfs der gezogenen Körper, wo die 
Adhäsion zwischen Eisen und Beton nicht berücksichtigt wurde. 

Und so bestimmt nach unserer Meinung die zweite Theorie ein 
absolutes Maximum für die Deformation des Betons, während unsere 
Untersuchungen deren Mi nim um festsetzen. Mithin werden die auf der 
zweiten Theorie fußenden Berechnungen für das Beton zu große, für 
das Eisen zu kleine Widerstäude ergeben, während das Gegenteil bei 
Anwendung unser Untersuchungen stattfindet. Zwischen diesen beiden 
Kesultaten muß die Wahrheit liegen, und das Gebiet, auf welches sie 
Buiunelir beschrankt ist, ist viel kleiner als vorher. 

Ein Gebiet, worin der Widerstand beider Materialien enthalten ist, 
itimmeu zu können, ist alles, was man für die Baufestigkeit von der 
eorie verlangen kann. Die Annäherung ist für die Praxis genügend, 
wenn man bedenkt, daß auch bei Annahme des kleinsten Betonwider- 
standes gleich Null (Hennebiquesche Methode) die Differenzen mit 

. UtUismsUk u. Plijiik. M-Bud. IKM :' H^lt. H 
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den Resaltaten der zweiten Theorie 10% <Q den gewohalichen FSlleii 
nicht 3 b er sc breiten. Jedenfalls ist es das Höchste, was bis jetrt ra 
erreichen ist. unsere Berechnungamethode ist ganz besonders natzlicli, 
sobald das Verhältnis zwischen den Flächen des Eisen- nnd des Beton- 
achnittes sehr klein ist 

Da wir beabsichtigen unsere üntersnchmigen auf die inneren Ver 
Schiebungen beider Materialien auszudehnen, so haben wir hier keine 
numerischen Beispiele gegeben. Wir haben die HofEntmg nicht auf- 
gegeben, noch genauere Ergebnisse erreichen zn können. 



julW«^ 



Die VergleichuDg zwischen den beiden Theorien and den R^sulUhii 
unserer Untersuchungen betreffs der gebogenen Körper flibrt zu älin- 
lichen Folgerungen. Man muß jedoch in diesem Falle von dem Beginne 
der Beanspruchung bis zur Bruchbelastung drei Perioden unterscheiden. 

In der ersten Periode atiinmen (wie bei den gezogenen Körpern) 
die beiden Theorien and was wir bewiesen haben, voUkommen überain. 
nämlich: 

Jeder Querschnitt des gebogenen Körpers bleibt nach der Defor 
mation eben, und die Eisen elemente bleiben auf der Schnitt«bene; dit 
Elemente beider Materialien drehen sich in gleichem Winkel um die 
neutrale Achse. Der einheitliche Widerstand jedes Beton elementes ist 
der entsprechenden einheitlicheu Verlängerung proportional, ihr kon- 
stantes Verhältnis ist der gewöhnliche Modul der Zug- oder Pressim^- 
elastizit^t; dasselbe gilt auch für die Eisen elemente, so daß das Ver 
hältnis der einheitlichen Widerstände zweier Elemente der beiden Mate- 
rialien bei gleichem Abstand von der neutralen Achse dem Quotienten 
der bezüglichen Elastizitätsmoduln gleicht. 

Sobald aber die Beanspruchung der der neutralen Achse aiu fenaten 
gelegenen Elemente die Elastizitätsgrenze erreicht, endigt die ersb' 
Bewegungsphase und beginnt die zweite. Hier stellt die erste Theorie 
die schon erwähnten Postulate auf, von welchen besonders das zweite 
sich 80 weit von der Wahrheit entfernt^ wie bei den gezogenen Körpern 
auseinandergesetzt wurde, daß eine Vei^leichung hier nutzlos wäre. 
Wir wollen diese auf die zweite Hypothese und auf die Hennebiqn^ 
sehe Methode beschränken. 

Die zweite Theorie hält das erste Postulat aufrecht, verändert sber 
das zweite folgendermaßen: 

Der einheitliche Widerstand jedes Betonelementes ist gleich deWi 
welcher bei derselben Deformation von dem Element entwickelt worden 
wäre, wäre der Korper nicht armiert. Also fdr die Elemente, welche, 
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infolge ihres Äbatandea von der neutralen ÄchBe LängenTeränderungen 
erfi^ren, die größer als die Elastizitätsgrenze sind, wächst der einheit^ 
liehe Widerstand nicht der Deformation proportional, sondern mit 
abnehmendem Modul, bis die gewöhnliche Bruchgrenze erreicht ist, 
jenseits deren der Widerstand konstant und von der Liuigenveränderung 
nnabhängig bleibt 

Die Hennebiquesche Methode läBt, wie schon gesagt, jeden Zug- 
widerstand des Betons unberücksichtigt und nimmt an, daB sich die 
gesamte derartige Beanspruchung nur im Eisen vereinigt. 

Aus unserer Untersuchung geht dagegen Folgendes hervor: 

Sobald das der neutralen Achse entfernteste Betonelement die 
Elastizitätsgrenze erreicht hat, dreht es sich nicht mehr in gleichem 
Winkel wie die andern Elemente um die neutrale Achse, sondern ver- 
langsamt seine Drehung, so daß es eine virtuelle Drehung annimmt, 
die deren wirklicher Drehung gleichkommt. Bei Zunahme der Bean- 
spruchung geschieht dasselbe nach und nach auch mit den der neutralen 
Achse näheren Elementen, während in der Übrigen Schnittfläche die 
Drehung gleichförmig ist und die Elemente in einer einzigen Ebene 
bleiben. Und da ein beständiger Übergang von den wirklichen zu den 
rirtuellen Deformationen stattfindet, so verändert sich auch beständig die 
Fläche des deformierten Schnittes. Da femer in einem nicht über die 
Elastizitätsgrenze hinaus beanspruchten Körper die virtuelle der wirk- 
hchen Deformation gleich ist, so haben die Elemente des Schnittes (die 
Eisenflächen eingeschlossen) gleiche Drehung um die gemeinsame neu- 
trale Achse. 

Die zweite Phase der Yeränderungstatigkeit dauert so lange, als 
(bei Zunahme der Beanspruchung) die Elastizitätsgrenze auch in den 
Betonelementen , deren Abstand von der neutralen Achse dem der am 
fernsten gelegenen Eisenelemente gleicht, erreicht ist: hier fängt die 
dritte Bewegungs- oder Arbeitsperiode an. Was den Wert der einheit- 
hchen Element widerstände als Funktion ihrer Deformationen anbetrifft, 
so behält natürlich das gewöhnhche Widerstandsgesetz des Betons seine 
Geltung. Es erhellt also, bei Vergleichung imserer Ausführungen mit der 
zweiten Theorie, daß diese letztere für den Beton größere Deformationen 
annimmt als die, welche in der zweiten Periode der Verändeningstätigkeit 
tatsächlich stattfinden. Daher ergibt bei gleicher Beanspruchung die 
Berechnung der Armierung zu kleine Resultate, während dagegen die 
Hennebiquesche Methode zu große ergibt, da die Zngarbeit des Betons 
unberücksichtigt bleibt. Wir meinen also, daß sowohl die Methoden der 
zweiten Theorie als auch die von Hennebique durch eine Berechnung 
nach unserem Prinzip der viituellen konstanten Drehung zu ersetzen sind. 
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In der dritt«ji Phase der Verändenmgstütigkeit hält die zweite 
Theorie die nämlichen Postulat« au£re<;bt, die für die zweite aufgestellt 
wurden. Alle daraof beniheuden BerechnimgeQ et^eben d&her Bt«U 
fSr die Betouelemente die größte Deformation (als absoluten Wert), 
and Dingekehrt wird die Verändemngstatigkeit beim Eisen ein Hini- 
mom Bein. 

Das Resultat der vierten Untersuchong, wo bei gezogenen Eörpem 
die Adhäsion zwischen Eisen und Beton in Betracht gezogen wird, 
zeigt uns: Während der BetonsciiDttt zur Armierung TollBtändige Adhä- 
sion hat, so daß die Eisen- und die anliegenden Betonelemente gleiche 
Deformation erfahren, hat der Schnitt an den entfernten Punkten ebb 
Form, welche einer konstanten virtuellen Drehung entspricht. Wenn 
femer die Adhäsion zwischen Eisen und Beton unberücksichtigt bleibt, 
und man annimmt, daß in der dritten Phase der Yeränderuugätätigkeit 
das Defonnationsgesetz der zweiten fortbesteht, so findet man, dafi die 
wirkliche Eisendrehnng der virtuellen des Betons gleichkommen maßte 
Offenbar erhalt man hier, indem die Adhäsion unberücksichtigt bleibt 
die absolut kleinste Verändeningstätigkeit beim Beton, während die da 
Eisens größer als die wirkliche ist. 

In dieser dritten Periode der Verändemngstatigkeit kann also die 
wirkliche Deformation jedes Beton- oder Eisenelements nicht bestimmt 
werden. Doch ist es möglich, dieselbe anf einen Bereich zu beschränken, 
dessen Grenzen einerseits von den Berechnungen nach der zweiten 
Theorie gegeben werden, andererseits von der Methode, die auf folgendem 
Prinzip beruht: „die virtuelle Drehung der verschiedenen Betonelement« 
ist konstaut und gleich der wirklichen der Eisen demente", and so sbil 
die Grenzen unseres Gebietes viel enger geworden, doch meinen wir, 
es sei möglich dieselben noch enger zn ziehen durch neue Unl«- 
auchungen über die Verschiebungen der beiden Materialien anter Bei- 
behaltung unserer Methode. 



Wir haben keine endgültige Formeln und numerische Beispiel 
gegeben, da dies nicht der Zweck unserer Arbeit war; es gibt hi^^ 
noch zu viel zu untersuchen, besonders über die Wirkungen der V^^ 
schiebuugskräfte, als daß irgend eine Formel als endgültig zu betracht^^ 
wäre. Dagegen halten wir es für angebracht, darauf hinzuweisen, »^^ 
man größere Genauigkeit in der Praxis erreichen kann. Es wäre £-■ 
uns eine große Genugtuung, wenn unsere bescheidene Arbeit bei Pac^^ 
männem die Überzeugung erwecken könnte, daß auch auf diesem Gebi^^ 
des armierten Betons Wahrheit erreicht werden kann. Wir mein'*'' 
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auch, daß Hypothesen nicht aüfgesteilt werden dürfen, wenn sie nicht 
vorher durch Berechnungen, die auf bewährten Prinzipien beruhen — 
wie dem der kleinsten Veränderungstätigkeit — geprüft wurden. Obwohl 
nach der Berechnung die deformierten Querschnitte nicht eben sind, 
so steht das mit den Erfahrungsresultaten und dem, was man sieht, nicht 
im Widerspruch. Denn diese Erscheinung zeigt sich erstens augen- 
scheinlich auch in den homogenen Systemen, wo die Elast izitätsgrenze 
überschritten wird (in diesem Falle sind die über die Elastizitätsgrenze 
hinaus beanspruchten Teile als Materialien verschiedener Art zu be- 
trachten); zweitens wären bei den Versuchen von Considere diese Er- 
scheinungen nicht wahrnehmbar gewesen. 



Neuer Beweis einer Grnnertschen Formel ans der Karten- 
^- entwurfslehre. 

P Von E. IIaentzschel in Berlin. 

Im 38. Jahrgang dieser Zeitschrift (1893) hat Hr. E. Roedel anf 
S. n6 — 60 unter dem Titel: Ableitung einer neuen Formel für 
den Flücheninhalt der Zone eineis Rotationsellipsoids den fol- 
genden Ausdruck für den Flächeninhalt einer von der Breite yj bis 
zur Breite (p sich erstreckenden Zone gefunden: 

Z= j^^i[(l - »y 6ia ^i{<p-ip,) cos l{ip + p,) 

— ^(2 — 3H-f n*)Binf(9! — v,)cos|(y -|- ^i) 

+ V (3 - 4» - n^ + 2tt») sin '; (9 - ?>,) cos ^(9 -f 9»,) 

— y(4 — ÖM — 2»* + 3»') ein 1(93 — gji) cos 1(93 -|- y,) 

+ '^ {b — ßn — 3k' -f 4»*) sin Kq' — ipi) cos ,- (v + 9i) -F ■ ■ ■ 1 • 

Hätte Hr. Roedel bemerkt, daß in der eckigen Klammer die Größö 
(1 — h)- ein allen Gliedern gemeinsamer Paktor ist, hätte er 
alsdann beachtet, daß 
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ist, 80 hätte er es gewiß nicht unterlassen, seiner Formel die Gestalt 
zu geben: 

Z= 2xab{(smg> — singjj — |w(w + 2) • (sinSqp — sinS^Pj) 

(1) +|n*(2w+3).(sin59) — sinö^i) — |w*(3n + 4).(sin79-sin79j 
+ |n*(4n + 5) • (sinOy — sinO^i) T • • •}. 

Damit hört aber unsere Formel auf neu zu sein. Grnnert hat 
sie bereits in seinem Buche ^^Sphäroidische Trigonometrie^ 
(G. Reimer, Berlin 1833, 4^) gegeben. Ein sehr beschwerlicher Beweis 
führt ihn auf sieben Seiten Groß -Quart (S. 39 — 46) nach mühsamen 
Rechnungen zu dem erstrebten Ziele. 

Nach Feststellung dieser Tatsache bleibt für uns nur die Frage 
zu erledigen übrig, ob der von Herrn Roedel gegebene Beweis nicht 
durchsichtiger und ein wenig kürzer gestaltet werden kann. In der 
Tat gelingt dies, wenn man sich des Symbols F{a, ß, y, x) der GauB- 
schen hypergeometrischen Reihe bedient, imd eine der bekanntesten 
Eigenschaften desselben, die schon von Euler gefunden wurde, an- 
wendet. 

Schreibt man nämlich, wie Herr Roedel, das Flachenelement der 
Zone in der Form: 

(2) dZ = 2a«Ä(l - n^y • cosg? • (1 + tK^'^)-* • (1 + ne-^'9)-^dtp, 

verwandelt man die hierin enthaltenen Binome in die bekannten Potenz- 
reihen, und führt man die Multiplikation beider aus, so findet man, 
unter Berücksichtigung von 

co8rg)= -^- , 

(1 + nc+«»)-2 . (1 + ^gr-2.>)-2 =. ^ _ 2 JB cos 2g) + 2Ccos49 
— 22) cos 6g) + 2-Bcos8g) T • • •, 

wo die Ä, By C, D , . . die von Herrn Roedel im Gleichungssystem (3) 
explizite angegebene Gestalt haben, sich aber mit dem Gaußscb^i^ 
Symbol schreiben lassen: 

Ä = Fi2, 2, 1, n»), 

^ = 2n • ^(2, 3, 2, n»), 

(3) C = 3n» • F{2, 4, 3, n»), 

D = 4n» • ^-(2, 5, 4, n«), 



Von E. Haxhtzschsl. 167 

Nnn ist aber schon von Ealer die Relation bemerkt worden — Gau ß 
gibt sie ab Formel [82] im Artikel 40 seiner „üntersnchungen über 
die hypergeometrische Reihe" — 

F{a, ß, r, x)-il- x)y—^F(y - u, y - ß, r, x), 
wonach 

A= (1 - n»)-»2f (- 1, - 1, 1, n») = (1 - n»)-»(l + n»), 
B=2n{\- n*)-*F( 0, - 1, 2, «») = 2» (1 - n»)-» • 1, 
C = 3n»(l - n')-'F( 1, - 1, 3, m«) = 3n»(l - n«)-»(l - in^"), 
D = 4»»(1 - nV'-FC 2, - 1, 4, n») = 4n»(l - n»)-'(l - i«*). 
(4) ^ = 5n*(l - n»)- »F( 3, - 1, 5, n») - 5n*(l - n«)- »(1 - |n»), 

X = (Jfc + l)n*(l - n»)-»J'(Jfc - 1, - 1, Jfc + 1, n») 
= (* + lK(l-n«)-»(l-|=i«») 

ist^ so daß also jeder der genannten Koeffizienten ein geschloBsener 
Ansdmck ist. 

Daher ist denn 

dZ ^ 2abx (^] (1 — n*)~ ^dg> { (1 + n*) cos 9 — 4n cos 2g) cos q> 

+ 6n*(l — yn*) cos 4 g) cos 9 — 8w'(l — |n^cos6g)Cosg) 
+ 10«*(1 — |n^) cos 8g) cos 9 T • • • } , 

ag> 



A - n)« 



^'C* + !)•(- w)*(l - |^n«)(cos(2t + l)g) + cos(2i - 1)9) 



) 



wo der Koeffizient des sich für k = ergebenden Gliedes nur halb zn 
nehmen ist. Faßt man hier die beiden Glieder zu einem einzigen zu- 
sammen^ die mit cos(2A;+ l)^ behaftet sind^ und beachtet, daß der 
entstehende Koeffizient durch (1 — n)^ teilbar ist, so ergibt sich 

dZ = 2nah - dg?{cosg) — n{n + 2)cos3g) + n*(2« + 3)cos5g) 
— n*(3n + 4)cos7g)± • • •}, 

iforaus durch Integration in den Grenzen g) und q>^ die Formel (I) 
hervorgeht. 

Die Grunertsche Formel darf wohl als die beste für die nume- 
rische Rechnung bezeichnet werden. Sie ist bisher, wie es scheint, 
der Aufinerksamkeit der Geodäten entgangen; zieht doch Jordan in 
seinem Handbuch der Vermessungskunde (Bd. III, S. 223; 1896) 
seine eigenen, auf sehr umständUche Weise gefundenen und mit 
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viel Zeitverlust zn berechnenden Reihen fOr die Koeffizienten so- 
gar den Boed eischen Ausdrücken yor. Unsere Formel findet prak- 
tische Anwendung bei der Berechnung der Oröße des Teiles der Ober- 
fläche des Erdsphäroids, der in einer Sektion der Generalstabskarte des 
Deutschen Beiches (Maßstab 1 : 100000) und femer desjenigen, der in 
einem Meßtischblatt der Egl. Preußischen Landesaufiiahme (Maßstab 
1 : 25000) dargestellt wird. Eine ganz elementare Herleitung der 
Grün ert sehen Formel nebst einigen erläuternden Bechnungsbeispielen 
habe ich in meiner Monographie: Das Erdsphäroid und seine Ab- 
bildung, Leipzig, B. G. Teubner, 1903, S. 53 — 57, gegeben. 



Kleinere Mitteilnngeii. 

Nachtrag zu der Hitteilung: 

„Statische Eigenschaft eines Systems von Punkten, f&r die eine beliebige 

FuDktion ihrer Lage ein Minimum ist." 
(Diese Zeitschrift, Bd. 50, S. 166.) 

Durch eine Angabe in dem von Herrn Voß bearbeiteten Abschnitt 
über die Prinzipien der rationellen Mechanik in der Encyklopädie der mathe- 
matischen Wissenschaften, Bd. IV 1, S. 86, habe ich Kenntnis davon erhalten, 
daß der in der oben genannten Mitteilung Herrn Finsterwalder zu- 
geschriebene Satz (und seine Umkehrung) sich bereits in dem Lehrbach 
der Statik von Möbius (1837) auf S. 350 findet. 

Stuttgart. R. Mehmke. 
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C. H, HUller, Überl. am kgl. Kaiser Kriedricha-Gymnasium zu Frank- 
furt a, II. uod 0. Presler, Oberl. an der städt. Oberrealachule zu 
Hannover. Leitfoilen der ProjefctionalehTe. Ein Übungsbuch der 
konstnuereaden Stereometrie. Ausgabe Ä: Vorzugsweise für Realgym- 
nasien und Oberrealschulen. Mit 233 Figuren im Text. [VllI und 
320 S.] gr. 8. In Leinwand geh. M. 4. Ausgabe B: Für Gymnasien 
und sechsetnfige Bealan stalten. Mit 122 Figuren im Text. [VI und 
138 8.]. gr. S. In Leinwand geb. M. 2. B, G. Teuhner, Leipiiig und 
Berlin 1903. 
Mit Vergnügen unterzieht sich der Referent der Aufgabe, über dies 
ausgezeichnete, inhaltsreiche, sowohl Ton großer Belesenheit der Verfasser 
als auch von ihrer praktischen Erfahrung und Sachkenntnis zeugende Schul- 
buch Bericht zu erstatten. Erscheint es doch auch im richtigen Augenblick. 
Auf dem Kongreß deutscher Mathematiker in Gießen (1901) wurde durch 
die mit großer Mehrheit erfolgte Annahme einer ganzen Reihe von Thesen 
dem. Wunsche Ausdruck gegeben, daß die Elemente der darstellenden Geo- 
metrie an allen Mittelschulen wenigstens soweit Gegenstand des Unterrichtes 
werden sollen, daß die in der Stereometrie nötigen Figuren korrekt her- 
gestellt werden können. Gleichzeitig soll das Buch den Lehrern und 
Schülern die Durchführung der neuen Lehrpläne erleichtern, die in Preußen 
im Jahre 1901 erschienen und gleichfalls das konstruierende Element im 
itareometrischen Unterricht betonen. 

Die Ausgabe A enthält im ersten Teile eine ausführliche, von der 
Darstellung des Würfels ausgehende Entwickelung der schrägen Parallel- 
projektion. Die SchrBgbilder ebener Vielecke, des Kreises und Zylinders 
irerden besprochen. Daran schließen sich die Schnitte von Körpern, von 
Zylinder, Kegel und Kugel, Schattenkonstruktionen , sowie einfache Körper- 
durchdringungen und sehr zahlreiche Anwi^ndungen ans der Kristallographie. 
Weiter folgen Aufgaben aus der mathematischen Erd- und Himmelskunde 
(Darstellung der Revolution der Erde um die Sonne, Sonnenuhr), aus der 
Botanik (Blattstellungsspiralen) , aus der Zoologie (Bienenzelle), aus der 
Physik (scharfes Schraubengewinde, Lochkamera, magnetisches Kraftfeld) 
und aus der Chemie (Kohlenstoffatom). Einige theoretische Betrachtungen 
über die Parallel projektion beschließen diesen ersten Teil, Der zweite Teil 
enthält die Normal projektion. Es werden die Risse des Punktes, der Strecke, 
ebener Vielecke, des Kreises und von Polyedern in einfacher Lage ermittelt, 
wobei nun mittels der im ersten Teile erlernten schiefen Projektion Figuren 
angelegt werden, welche die Vorstellung der im Grund- und Aufriß zu 
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zeichnenden Gebilde erletclilem. Bei den Normal bildem brominfiScIuget 
Eöiper wird auch die Normalprojekt Joa einer Kugel nnd im AoscliluB dann 
die orthographische Äquatorial- and Polarkarte konstruiert, ferner Ähren 
die Verfasser eiae näh erungs weise Konstruktion der Kngelloxodromcn im 
Riß durch und gelangen zu einer aagenSberteD Konstruktion eiser Merkator- 
karte. Erst jetzt folgt ein mehr theoretischer Abschnitt Ober nnbegrenzW 
Gerade und Ebenen, sodann kommen ebene Körpersehnitte, Durchdringungen 
und Schattenkoiistruktionen zur Behandlung. Den Schlofl bildet ein Ab- 
schnitt über Zentral Projektion im Znsammenhange mit der Normalprojektioii. 
Im AjischluB daran werden die zentralen und damit verwandten Eutoi- 
projektionen erörtert, 

Die Ausgabe B zeigt die gleiche Einteilung des Stoffes, doch sind dl« 
Anwendangen beschrankt. Eb fehlen die theoretischen Betrachtungen flbtr 
die Farallelprojektion, sowie die Eörperdurchdringungen und zentralen Kaitn- 
entwürfe; die Schattenkoiistruktionen werden bloB im Sclu^bild ausgefBhit. 

In beiden Ausgaben bilden den Schluß ein erster Anbang mit I!^ 
klärungen und Lehrsätzen aus der systematischen Stereometrie, sowie s> 
zweiter Anhang „Anmerkungen", in dem sieb, namentlich bei der Ajugünk, 
zahlreiche Literaturnachweise, historische Notizen und analjÜsche &- 
gänzungen dnden. 

Was die Dai^tellnng betrifft, so ist dieselbe klar, einfach imd tm- 
führlioh. Die gewöhnlichen, hergebrachten Fehler werden nicht nur nt- 
mieden, sondern ausdrücklich besprochen. Die zahlreichen Figuren täga 
eine vorzügliche, plastische Durchfühmug. Alle Scbrägbilder sind eilkt 
unter Angabe der betreffeDden Koiistanten konstruiert. Als verbessenmgt- 
bedürftig fielen dem Referenten auf Figur 67 auf S. 60 und Figur 187 «if 
S. 224^), bei denen die Konturpiinkte mangelhaft konstruiert erscheinn- 
Da beide Bücher für die Schule bestimmt sind, so ist die systematUck 
Darstellung zugunsten einer anschaulichen unterdrückt, und ee wird Ali 
Prinzipielle, m »thematisch Wichtige nicht hervorgehoben. Vielleicht gehen 
die Verfasser dabei aber doch weiter als nötig. Aufgaben wie die Schnitt- 
linie zweier Ebenen oder den Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene 
zu zeichnen, bieten in rein mathematischer Hinsicht soviel Instruktives, daß- 
sie in jedem Leitfaden der Projektionslehre zuerst eine lediglich mathema- 
tische Behandlung linden und nicht als Aufgabe aus der Markscbeider-Fraiii 
(S. 191) eingetUhrt werden sollten. Denn diese technische Einkleidung 
wirkt störend auf den mathematischen Gedanken. Auch die Ausdrucks- 
weise könnte an manchen Steilen, auch auf dieser Stufe des ünternchtes, 
mathematisch strenger gehalten sein. So wird z. B, beim parabolischen 
Schnitt eines Kegels S. 19 und 209 die schneidende Ebene dadurch definiert, 
daß sie zu einer Mantellinie des Kegels parallel sein soll. Um aber eine 
solche Ebene wirklich zu finden, mu3 man sie doch parallel einer Tangential- 
ebene des Kegels wählen, also wäre dies wohl gleich in die orsprilngliche 
Fassung mit aufzunehmen. Der Begriff des Tangentialebene muß ja ohne- 
hin erörtert werden. 

Auf S, 254 heißt es femer: „Das Zentralbild eines Kreises ist im ail- 
ffemeine» eine Ellipse , . ., die AusnaJimen (Parabel, Hyperbel) sind 



I) Die Angaben heEiehen sich auf Ausgabe A. 
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8oliwierigkeit«D tm erkennen." Mathematisch sind aber alle 3 Schnitt« 
gleichberechtigt. Vielleicht wäre es auch möglich, eine geometrische Rekti- 
fikation des Kreises in das Buch anfzunehmen, außer der durch tt = " ge- 
gebenen. Gewiß ist der Hinweis am Platze, daß die Irrationalität von n 
keine geometrisch genaue Konstruktion zuläßt (S. 157), aber in einem Leit- 
faden der Projektionslehre, in dem Überdies so /^hlreiche Nähenmgs- 
konstruktionen durchgeführt werden, verdient dann auch die Bemerkung 
einen Platz, wie auf geometrischem Wege die Bekti6kation des Kreises 
jiraliiscli ebenso genau durchgeführt werden kann wie jede andere Kon- 
struktion der Geometrie, z. B. wie die Halbierung einer Strecke. 

Weniger gelungen als die übrigen Teile des Buches erscheint dem 
Berichterstatter der letzte Paragraph über die Zentralprojektion. Die Ver- 
fasser verlassen hier merkwürdigerweise ihre bewährte Methode, immer zu- 
erst einfache Körperformen zur Darstellung zu bringen. Statt der ermüdenden 
Aufgaben über die Konstruktion des Bildes eines Punktes S. 245—250 
sollten einfache Raumobjekte und Maßstabe konstruiert werden. Dadurch 
wird das Auge für die der Perspektive eigentümliche Bild- und Tiefen- 
wirkung besser ausgebildet. Der Fluehtpuuktsatz ließe sich wohl in ali- 
gemmier Fassung behandeln. 

Einen Hauptvorzug des Buches bilden die sehr reichhaltigen Anwendungen 
nicht bloß in der Stereometrie, sondern auch auf andere Gebiete. Hierher 
gehören auch die zahlreichen, in dem Bnche behandelten Kartenentwürfe. 
Wenn bei diesen auch für die Zwecke der Projektionslehre nicht allzuviel 
gewonnen wird, da rein geometrisch ableitbare Kartenentwürfe nur in 
seltenen Füllen benutzt werden, so dürfte die Erörterung dieser Dinge doch 
för den geographischen Unterricht von großem Werte sein. Der Bericht- 
erstatter aber würde sich freuen, wenn er einen kleinen Beitrag zur 
etwaigen weiteren Durcharbeitung dieses guten Buches geliefert hätte, das 
den Sinn und das Verständnis für korrekte Darstellung auch in weiteren 
Kreisen zu verbreiten geeignet ist. 

^ München, Febr. 1904. Kam. Doehlemanh. 

ron. 
die 
141 



onomisaheT Ealeäder für 1904. Berechnet für den Meridian und 
die Polhöhe von Wien. Herausgegeben von der k. k. Sternwarte. 8", 
141 S. Wien, K. Gerold Sohn. Preis kart. Mk, 2-40. 



Dieser astronomische Kalender, der nun schon in seinen 66. Jahrgang 
tritt, eignet sich besonders zum Gebrauehe füj die zahlreichen astronomischen 
Amateure, denen es um eise knappe und einfache Orientierung am Stem- 
hinunel zu tun ist. Überdies bietet der engere Ephemeriden abschnitt für 
jeden Tag soviel Angaben über den Sonnenlauf, daß eine Zeitbestimmung, 
wie sie der Liebhaber der Himmelskunde mit Hilfe eines kleinen In- 
strumentchens, i. B. eines Eblescheu Sextanten, eines Diplcidoskops, 
Passagen prismas oder Chronodeiks anzustellen pflegt, hinlänglich scharf 
berechnet werden kann. 

Unter den ,3eilagen", von denen die meisten (Verzeichnisse von Sternen, 
interessanten schon kleinen Reiraktoren zugänglichen Objekten, Übersicht 
Qber das Sonnensystem, geographische Koordinaten) in jedem Jahrgange 
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Verwertung der reiuhen Erfahrungen des Verfassers den andern beiden 
BSnden des Handbucks wob] voran steht. Jetzt da bereits nach 6 Jahren 
Zwischenzeit eine neue Auflage desselben nötig geworden ist, konnte Jordan 
selbst nicht mehr bessernd und fördernd Hand anlegen, jedoch hat es der 
Bearbeiter des Bandes, Prof. Reinhertz, verstanden, im Siimedes Veratorbenen 
die Arbeit fortKuführen. Eeinhertz hat mit Benützung der neueren Literatur 
eine große Anzahl von ZusILtzcu hinzugefügt, verschiedentlich Umstellungen 
nnd auch einige Weglassungen vorgenommen, in manchen Fällen eine andere 
Einteilung getroffen, auch einige Male durch Änderung der Überschriften 
den Inhalt deutlicher hervorgehoben. Außerdem ist eiue Reihe von alten 
Instrumentaiibildungen durch neuere und bessere ersetzt worden. Um den 
ohnehin erhebli:ihen Umfang des Buches nicht allzusehr zu vergrößern, wurde 
noch häufiger als bisher kleiner Druck benutzt. 

Ftlr einige ZusStze ließen sich spätere Arbeiten Jordans selbst verwenden, 
so z. B. die geometrische Betrachtung zur Erläuterung des Pry tzschen Stangen- 
planimeters beim Kapitel Mechanische Hilfsmittel für Berechnungen, und 
die Behandlung des Falles, bei dem die Bildfläche nicht vertikal zum Haupt- 
strahl ist, im Kapitel Photogrammetrie. 

Von den vielen Zusätzen des Herausgebers seien hier folgende hervor- 
gehoben. In der Einleitung sind Erklärungen des Geoids sowie der Grund- 
begriffe der Horizontal- und Vertikal winkelmessung hinzugekommen. Das 
I. Kapitel, das einen kurzen Abriß der einfachsten Aufgaben der Ausgleichungs- 
rechnung gibt, um den Band für den Anßnger zu einem selbständigen 
Ganzen zu machen, ist durch die Ausgleichung beobachteter Größen, zwischen 
denen eine Bedingnngsgleichung besteht, vermehrt worden. Späterhin bei 
den Nivellementsausgleichungen sind auch mehrere Bedingungsgleicfanngen 
in Betracht gezogen, ebenso wie bei der Behandlung eines Höhenneties 
die Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen für mehrere Unbekannt« 
erfolgt. Das II. Kapitel, die Arbeiten, Aufnahmen und Instrumente des 
Feldmessers besprechend , bringt außer der Prüfung von Meßbändern einen 
großem und interessanten Zusatz über die Fehler der Langenmessimg mit 
einer besonderen Untersuchung über die Messung der Bonner Basis mit 
Meßstäben und Meßband. Eine Reihe kleiner Ergänzungen und Umstellungen 
baben das III. Kapitel, Berechnung und Teilung der Flächen, das V. Kapitel, 
welches die Grundlagen der geodätischen Instrumentenkunde, Libelle, Linse, 
Lupe, Fernrohr, behandelt, und das die Konstruktion des Theodoliten und 
seine Fehlertheorie enthaltende VI. Kapitel erfahren. Dem letztem sind 
auch mehrere neue Theodolitabbildungen und -Beschreibungen und einige 
kleinere Beispiele über das Anstellen von Winkelmessungen zugefügt worden. 
Im IV. Kapitel, das die bei den Berechnungen benutzten Hilfsmittel, Plani- 
tneter, Rechenschieber und Rechenmaschine beschreibt, ist jetzt zu dem 
Bcheiben-RoUplanimeter von Coradi auch dessen Kugel- Roll plan iroeter hinzu- 
getreten, ferner wird eine Beschreibung und Abbildung des zweiteiligen bei 
den polygonometrischen Rechnungen für die iranzösischen Eatastermessungen 
benutzten Rechenschiebers von Lallemand sowie der neuen Multip likations- 
rechenmaschine von Steiger und Egli gegeben. Der ausgedehnte Gebrauch, 
der neuerdings von Rechenmaschinen gemacht wird, ist Veranlassung ge- 
worden, die folgenden 3 Kapitel über Koordiuatenberechnung, über Trian- 
gulierung der Dreiecke niederer Ordnung und über polygonale Zugberecbnung 
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fcrdi Bcitpiele ffir eine Eleiiipiiiilrtarecbnaiig, fb die wichtig«) Aufgaben 
de« VonrlrU- und R&ckw&rtseinacluieideiiä and fSr eine Poljgonzagberechnang 
onter Anweaäaag äer Bccbmnuuctiiiie zu vervollständigeiL Bemerkt sei, 
daB in dm beiden letzten dieser Kapitel auch immer Bäcksiebt anf die 
Vonchriften der amtlicben prenSisch^n Anweisaag IX genommen ist. 

In den Kapiteln X — XII, wekhe die mrellitische. trigonümetrische und 
barometriacbe Hflhenmeaenng betreffen, hat besondere das erste, entsprechend 
seiner Wichtigkeit fQr den Baoingenieur, eine Beibe von Ergänzungen erhalten. 
tk werden die Bestimm nngen des Zentraldirektoriums des prenSischen Ver- 
mesmngswesens für den NiTeiiementsanschlttB an den Landeshorizont mit- 
geteilt, femer die bei der Landesaufnahme gebräuchliche Rechnung mit 
dekadischen Ergänzungen erlftnt«rt. Auch das neueste Verfahren derselben, 
das Eioatollen eines Doppelfadens aaf eine Stricbskala, wird erwähnt, wie 
ancb das Verfahren von Vogler mit seinem mit Schiebefemrobr versehenen 
Nivellierinstminent. Etwas mehr Raum als früher ist dem Verfahren des 
Bbreans ffir die MaoptniTellements des preoBischen MiniEteriums der offent- 
Uchen Arbeiben gewidmet worden, doch wKre hier noch eine gröBere Ausführlich- 
keit, schon w^n der groflen Aosdehnung dieser Nivellements, wohl am Platze 
gewesen. Es hatte auch eine Abbildong des dabei benutzten ßeibt-Breit- 
faauptschen Xivellirinstruments wie der Seibtschen Reversionslatte, die auch 
hei den späteren Nivellements des geo^tischen Instituts benutzt wurde, 
gegeben werden können- Bei der trigonometrischen Höhenbestimmang sei 
besonders auf die einfache Jordanscbe Refraktionstheorie hingewiesen. Von 
den zu Höhenbestimmungen dienenden QuecksUberbarometern werden ver- 
schiedene neue Formen beschrieben und abgebildet, auch einige neue Beispiele 
ZOT Bestimmung von Höhenunterschieden mittels des Federbarometers sind 
eingefügt worden. Im Anschluß an die Literaturangaben beim SiedethermO' 
meter bfttt« vielleicht aoch kurz das Prinzip der Schwerkraftsbestinimungen 
anf dem Ozean erörtert werden können. 

In einem der ZusStze zum Kapitel Xlil, Distanzmesser, wird darauf 
aufmerksam gemacht, wie Winkel-Spiegel und -Prisma zum Distanzmesser 
verwendet werden können und dabei der Grundgedanke des Telemeters von 
Paschwitz erläutert. Das Kapitel Taehymetrie ist durch Beschreibung nnd 
Abbildung mehrerer Instrumente vermehrt worden, besonders erwähnt sei der 
selbstrednzierende nach Hammers Angaben von Fennel konstruierte Theo- 
dolit, dessen Theorie auch kurz gegeben wird. Kleinere Einschaltungen haben 
bei den folgenden Kapiteln, Meßtischaufnahmen und Photogramm etrie, statt- 
gefunden; bei letzterem ist der Photothcodolith von Koppe hinzugekommen. 
Da« XVIL Kapitel, Vorarbeiten für den Eisenbahnbau , erhielt verschiedene 
Zusätze, die sich auf das Abstecken von Kreisbogea beziehen. Bei den 
Ausführungen über Tunnel ab ateckungen ist. bereits dta, Simplon-Tunnels und 
der Tunnel der Atbulahahn gedacht worden. Die Übersicht über die 
Kataster- und Stadtvermessungen in Deutschland, die das Schlußkapitel 
bringt, ist bis auf die ueuesto Zeit fortgeführt worden. 

Ungeandert blieben die dem Bande beigegehenen zahlreichen Hilfstafeln 
für trigonometrische und barometrische Höhenmessungen, Tacbjmetrie und 
KreiBbogenabsteckungen, Nor die Tabelle für die Mißweisung der Magnet- 
(Udel ist durch eine neuere für das Jahr 1905 nach Messerschmitt 
bit worden. 
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Hervorgehobea sei noch, daB der Heraasgeber groQe Sorgfalt darauf 
rerwendet hat, die den einzelnen Kapiteln zogefügten Literatarangaben zu 
rervoilständigen und bis anf die jüngste Zeit zu ergänzen. 
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paarig ro teerend Krachtenveld. N,A,W. 
{2) 6. 123. 

208. B. Mehmke. Über eine Mecha- 
nikaufgabe, M.B. (2) 6, 28. 

tjiehe auch 162; 200, 

Z cntralbe w egung. 

200. V. JamH. Sur le th^orie des 
forces centralca. N.A. (4) 3, 21ö 

210. 'E. Lampe. Der schiefe Wurf 
im luftleeren llaumealsZentralbewegung. 
BF. 215, 

Gezwungene Benegung. 

211, L. Jjecomit, Sur le mouvement 
d'an point pesant guid^ par une conibe 
rigide. S.M. 32. 60, 

213. C. Boariet. Sur le mouvement 
d'un point pesant sur uns courbe avec 
une resistancc proportionnelle au carre 
de \gk vitesse. N,A. (4) 3. 175. 

218. *G. Pennachietti. 8ugl' inte- 
gral! comuni a piil problemi del moto 
d' un punto materiale sopra ona anper- 
heie. A.G.C. (4) 15 No, 8. 
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BrwhtBtscliroBei). 
il4, C. Formenti. Sa alctmi claui 
di linee brocbUtocrone. R.I.L. (3} 3S. 
107». 

P«Dd«1. 

Slfi. *E. Weiß. Elementare Eut- 
wicUung der FeDdelfomel für kleine 
Winiel. Z.P-17. 87. 

216. Ä. G. Gremhül. Le pendule 
Himple Sana approiimationi. N.A. (4) 
i. 87. 

217. 'A. J. Stodakiewie^. Kioige Be- 
merkungen betretfend du Pendel (poln.). 
P.T.W. 41.ßlÜ. 

älS. *R. M. Talnall. Ün tbe theorj- 
of te Compound pendnlum. P.E. 17. 
4ß0; 18. 187. 

äiehe ancb 16; 1192. 

DjDftmik des KSrpers. 

21B. F. Jung. Bemerkung lur Ab- 
leitung der Kul ersehen Bewegiingg- 
gleichungen. A.ür. (3j G, SOG. 

iSO. * P. y. Vomnetl. Die Üewegunga- 
gleichungen des SSrpers, der auf der 
invariabeln Ebene ebne zu gleiten rollt 
(tuas.). B.Ü.K. laOS bi. 

«21. i/. Ändoya: Probl&rae de mi-- 
cwiiqUQ rationnelte. N.A. (4) 3. S41. 

222. J. H. ja. Falkrnhagny Die rol- 
lende Bewegung einee beliebigen schwe- 
ren Cmdrehungtkflrpeis Über eine hori- 
Bontale Ebene. N.A.W. {i< ü, 104. 

22S. Ä. Berisson. Procedc aimple 
pennettant d'obtenir aur la paroi d un 
cjlindie qui toume de grandea preaeions 
avec de faibles efforts. CR. 137. 10S5. 

224. Ä. Schoenßif». Über den wisaen- 
schaftlicben Nachlaß Julius Plückers. 
M.A. 68, :i86. 

Djuamlk dos SfBteDis. 

225. M. ContaThii. Sul woto d' un 
aystema olonomo di cori>i rigidi. R.A.L.R. 
(6) 12 B. 609. 

28tt. G. Banitl. Über eine Anwen- 
dung der Lagrangenchen Transitivitäta- 
gleiobangeu in der Mechanik. D.T.N. 
7Ö. 12; D.V.M. 18. 132. 

227. /.. BolUmaH». Über die Form 
der LagraogeHcben Gleichungen tdr 
nichtholonome Koordinaten. D.Y.N. 70. 
18; D.V.M. 18. isa. 

228. E. H/iaenöhrl. über die Anwend- 
barkeit der Hamilton sehen partiellen 
Düferentialgleicbung in der Dynamik 
kontinuierlich ?erbreiteler Haaaen. B.F, 
642. 



329. S. a PodeliHgbm. On tha ki- 

netiu theory of matter. P.C.P.ai».»!, 

Siehe auch 46; 6S7; 668. 

Drehung. 

280, de ^mrre. Remarque aa (iget 
de la qnestion de m^caniqne poiie au 
concoura d'agr^gation en 1903. N.A. 
(i) 4. 38; 82. 

28L IL Pade. Sui l'htxpoUiodie 
N.A.(*j3. SB8. 

282. E. Cotlon. AppUeation de la 
gäometrie cajlejeuue u l'^ude geume- 
triqae du d^placement d'un »olide m- 
tour d'nn point fiie. A.E.N. (S)m 165. 

Kreisel. 

238. A. G. OreetAüL Tha malhem»- 
tical tbeoiy of the top IL A.ofK (jj 
5. 67. 

2S4. C, Alaaia. Alcune oasemiioiii 
aul politropio di Sire e anl giroNO|riB 
di Foucanlt. R.F.M. i B. 588. 

28&. H. du Böig. Orientierung po- 
larisierter unBymmetriBcher Kreud. 
A.P.L. (4) 18. 389. 

286. B.E.J.G.duBois. Hyst«« 
tiache orientatie-verschÜDselen. C.A..i 

12. 763. 

287. "* A. Schmidt. Eine Dreifioget- 
regel fiir den Kreisel und den PiJlaesBiDiu- 
Bpparat Z.P. 77. 82. 

dSS. Ä. Föppl- über einen KtomI- 
versuch xur Meanung der Umdrehoiigi- 
gescbwiudigkeit der Erde. S. A. H. 1 tiOl. r>. 

28«. H. Lorenz. Die Wirkung eioe» 
Kreisela auf die KoUbewegnng «od 
Schiffen. P.Z, 6. 27. 

ScbHingnngen. 

210. A. Som. Le ptobli^me matb^ 
matique des vibrations uniTenell^ 
B.M.Kh. (31 ö, 68. 

241. 'F. GrimseM. Analyse und Sy*' 
these von Schwingungen. V.P.G. S.SO*' 

242. R. Amberg. DiUnpfting «^"'' 
Sehwingungen. Z.P, 17. 3ä. 

243. W. Elaässer. Über enwung^s^'* 
Schwingungen von Stäben. A.P.L, ^" 

13, 791- . 

244. F. A. Schuhe. Über drehB«==»''. 
Schwingungen von dflnnen Stäben ^^"L 
rechteckigem (Juerechnitt und ihre V~^' ^ 
Wendung zur Messung der Elaatiait^^* 
konstanten. A,P,L. (4) 13. 5BS. -, 

245. •!'. E. Kappeft. Apparat ^jf" 
Transverealschwingongen eWtiw ia . ** 
Stabe. Z-P. 16. 318. j 

246. C. Chrtc. The whirtiag ^*«"' 
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iransverse vibrations of rotating shaftB. 
P.M. (6) 7. 604. 

247. S. Guggenheimer, Ober die uni- 
versellen Schwingungen eines Ereisringes. 
S.A.M. 1904. 41. 

248. G. Alfani. Sui movimenti vibra- 
tori di una torre. R.P.M. 6 A. 146; 193. 

249. ^H. J. Oosting. Elementare Be- 
handlung des Gesetzes von Biot und 
■Savart Z.P. 17. 27. 

250« *A. Korn. Les vibrations uni- 
verselles de la matiere. Theorie m^ca- 
nique de la gravitation, du frottement 
dans les masses continues et des ph^- 
nomänes ^ectriques. A.E.N. (2) 19. 138. 

Siehe auch 38; 766; 981. 

Stoß. 

251* T. Sehwartze. Zur Formulierung 
des Stoßgesetzes. Z.H. 34. 415. 

252« Mingelmann. Determination ex- 
p^rimentalo de la pression momen- 
tan^e r^sultant du choc. C.B. 137. 644. 

2&8. K. v. Szily. Der Stoß rauher 
KOrper bei ebener Bewegung. B.M.N. 
19. 283. 

Siehe auch 966. 

Reibung. 

254. *E. Daniele. Sulla teoria mec- 
canica dell' attrito. N.C.P. (6) 7. 109. 

255. Ä. Sommerfeld. Zur hydrodyna- 
mischen Theorie der Schmiermittel- 
reibung. Z.S. 60. 97. 

250. L. Lecomu. Sur le frottement 
de pivotement. C.B. 138. 664. 

Siehe auch 127; 128; 260. 

Perpetumn mobile. 

357. C. Lagrange. La machine ä 
mouvement perp^tuel et la question du 
radium. Sur la rotation indäfectible 
d*un Systeme et la production ind^finie 
d^un travail utilisable sous la seule 
action d*un potentiel newtonien fine. 
B.A.B. 1903. 987. 

Siehe auch 140. 

Potentialtheorie. 

258. E. Daniele. Sulla teoria dei po- 
tenziali di ordine superiore. R.A.L.R. 
(6) 12; B. 453. 

259. *A, C. Dixon. On many-valued 
Newtonian potentials. P.L.M.S. (2) 1. 
415. 

260. J. PlemeHj. Zur Theorie der 
Fiedholmschen Fimktionalgleichung. M. 
H. 15. 93. 



261. 2). Hubert. Grundzüge einer 
allgemeinen Theorie der linearen Inte- 
gmgleichungen. N.Gr.G. 1904. 49. 

262. *H. du Bois. Hysteretische An- 
wendung der Boltzmann-Maxwellschen 
Verteilungsfunktion. B.F. 809. 

268. L. Fejer. Über 2 Randwert- 
aufgaben. B.M.N. 19. 329. 

264. A.deSt. Germuin. G^n^ralisation 
de la propri^t^ fondamentale du poten- 
tiel. C.R. 137. 736. 

265. *K. Stojanovitch. Widerstands- 
potential (serb.). P.A.B. 67. 32. 

266. »P. Alibrandi. II problema di 
Dirichlet per un parallelepipedo rettan- 
golo. G.B. 41. 230. 

267. B. 0. Peirce. On the lines ot 
certain classes of solenoidal or lamellar 
vectors, symmetrica! with respect to an 
axis. P.A.Bo. 39. 295. 

Siehe auch 207; 267. 

Attraktion. 

268. G. W. Walker, A. Gray. Attrac- 
tion between concentric hemispherical 
Shells. N. 69. 560. 

269. G. Morera. SulF attrazione di 
un ellissoide eterogeneo. A. A. T. 39. 252 ; 
258; 332; 338. 

GraTitation. 

270. 'Pedfe. (Üorpuscular theories of 
gravitation. P.P.S.G. 34. 

271. A. Korn. Über eine mögliche 
Erweiterung des Gravitationsgesetzes. 
S.A.M. 33. 383; 663. 

27^. *C. Davis. A suggestive relation 
between the gravitational constant and 
the constants of the ether. S. (2) 19. 928. 

278. *J. J. Gilles. Die Energetik von 
Ostwald und die Gravitation. G.L. 39. 
193. 

274. L. d'Auria. A relation between 
the mean speed of stellar motion and 
the velocity of wave propagation in a 
universal gaseous medium bearing upon 
the nature of the ether. J.F.1. 155. 207. 

Siehe auch 260; 469; 987; 1030. 

Hydrostatik. 

275. P. Duhem. Sur quelques for- 
mules utiles pour discuter la stabilit^ 
d'un milieu vitreuz. C.R. 38. 737. 

276. P. Duhem. D^une condition n^- 
cessaire pour la stabilit^ d*un milieu 
vitreux iliimitä. C.R. 138. 844. 

277. *Ä ÄMÄ/oW. Der hydrostatische 
Auftrieb. Z.P. 17. 32. 

278. *A. Hart wich. Einfacher Ap- 



Mnt för dM hjdrMUtiaebe Pkradason. ' 
Z.P 16. ilä. 

879. 'A. Höfn. Zwei li>dra>Utiicb« 
Apparat«. Z.P. 16 ib'. 



Hjdrodjwmlk. 

SSI. Ü.Guttei. Studii d'idiodinamica. 
A.S.P. u, No. 3, 

S8S. H^ WiVh, Bjdrodjiuunisclie 
Untennchuagen von U. t. Helmholti. 
S.A.B. IWH. 716. 

26S. A'. .Viii7Ir(. Sur le> loii de« 
monl^M de Bel){ruid et les fornKÜes 
du d^it d'iiQ conre d'eau J.E.P.(3) S.l. 

284. ^'. Hondl. Dol-ngestims gi- 
bai^a tekuduo. [^Wr die Nullitellen 
der Geachwindigkeit einer Flüssigkeit.) 
T.SA. 154 13S- 

285. 'L. .tfaUAiewm. Gibt es nncnd- 
b Uch grofie GeKhwiudigkeiten? B.F. 141. 
I 28«. «Jtf. T Huber. Snr les cod- 

' qne qni ont une porWv pntiqut ao 
point de vae de» ap^ilicatioiie, en parti- 
oulier sur Celles qui sc rapportont au 
oioavemeDt de l'ean dans le* Deaves et 
daus l6B canaux. CT L 31. 47; ül; 73; 
H4. 09. 

287. /. T. Jadiun. A new method 
of prodociug teosion in liquide, P.S.D. 
(3) 10, 101- 

288. *S. Zarcmba. Sat ud probleme 
d'hydmdyDaniiqae li^ ä an ca» de 
double r^fraction occidentelle dans Ics 
liquides et lui les consid^ratione th^- 
riques de M. NatansoD reUtivea ä ce 
pbänom^ue. B.I.C. 1903, 403. 

Siehe auch i<Jh; 748. 



AusDaQ Toa Fltlssigkelteu. 

289. J. HermantU. Theorie des freien 
AuBflu&aee von FlüaaigkeiUn an Mün- 
dungen und überßllen. S.A.W. 112.878. 

iiO. * Panlanelli. Efflusso delt' ocqna 
per le sabbie. M.A.M, (3) 4. 

291. 'A- t. Obtrmaj/er. Ober den 
Ausfluß fester KOiper, lasbesODdere dcti 
Eises unter hohem Drucke. A. A . \V . 
1904. 36. 

Siehe auch 9ti8; lOQG; 1067, 



IVM. 

Wellcalelire. 

2»2. *H. Batfman- The golutlmi 
of partial differentiat equations hj meuu 
of defioitc integral« P.L.M.}{, (i; 1. tni 

393. '.4. Schuster. The propagation 
üf waves througb dJspejrgive media 
11. P 569 

294. *P. FonMeimer. Wauer 
bewegUDg in W&nderwelleo. A.Ä.W. 
1903. 399 

Siebe auch 323; 1036, 

Wirb*]. 

39&. V- Sjerknfs. über Wirbel- 
bildung in reibungslosen Flüssigkeiten 
mit Anwi-nduDg auf die Analogie drr 
hydrodynamischen Erecb einungen mil 
den elektiostatischen. Z. Ij. 60. 1S3. 

896. 'B. Brunhee et J. BrvnhfS. Leu 
snalogie« des tourbillone athmospb^- 
quea et des tnurbillons des cour« d'faa 
et 1» qnestion de la däriatioa des ti- 
viires vers la droit« A.Ö. 13. 1. 

Gleletafcnicht 

rotierender FlllsBlgkelt«n. 

297. F. iMsolrra. Pigure eUiticbe 

■li equilibrio di un velo piano liquidn. 

K.C.M.P. 18. 16. 

2»8. G. H. Darwin. The appriai- 
mate detennination of the form of Ml- 
daurin'g spheroid. T.S.MAm 4, 113 

Reibung Ton linasigkelten. 

2»». A. Pockettino. Süll" atttitn 
intemo dei liquidi isolanti in im campo 
elettroitatic« coatante. R.A.L.U. ]b) 11 
II. 363 

Vlskosltlt. 

800. *S. Zttrrmba. ßemarquet vat 
les truvauz de M. Natanson telatib ^ 
la tbäorie de la Tiseositä. B.I.C. 190S. S>- 

SOl. *L. Ncüanson. Sur l'applicati.''« 
des fquatioDs de Lagrange dans ** 
th^orie de la visc^isit^, B.IU. 1903. »Ö*; 

802. *L. Natanaon. Sur l'appt»'*^ 
mation de certaiuee ^quations de * 
throne de la viscodt^. B.I.C. 1903.«*^, 

SOS. '6'. Zaremba. Snr une gÖBÖr^^*^ 
sation de la throne claasique de 
dscosit^. B.LC. 1903. SSO. 

80i. 'S. Zaremba Snr une for" 
perle ctionn^e de la tta<k>tie de la 
liiiation, B.I.C, 1908. 594. 

806. 'S, Zaremba. Uwagt c 
[irofeaora Nutansonu nad teorya I 
wewnetrznego, (Bemerkungeu öbfir ■ 
Arbeilen von Prof, Nataneon über 
Theorie der Viakositfil.) C.A.C. 4S. 
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O. Scarpa. Sulla viaeoaitä ilei 
i di ac^iUB e feDolo. N.C.F, (6) 

be auch 3älf; Iti-l; i6!i; ilV. 

Aerodfiiunlfc. 
A. Sfikieurie;- Über die Änf- 
[ der DifferentialgleichungiHi der 
^ ■neBGaaea(rnBB.). J.R.P.C.G, 



A. F. Zahm. TAettaatemeat of 

«ity and pressure. P.R. 17, ilO. 

*liamtiek<m. Luftwiderfltaad und 

se. I.A.U. 7. !20. 

•C A'dcA, Über den heutigen 

■ r Flugftnge. V.P.U.B- 63. 25. 

G. Mfhndfi: Über Verdich- 

Gase ttn der Wand der Ue- 

ä.P. 789. 

J. JBoussiiKsq. Rationalite d'une 

^rimentole de M. Parent; pnur 

nent des gas par lex orilices, 

110. 7»; C.E, 138. 39. 

'A.Fntfik. Neuere Ermittelungen 
le WiderttÜude der Lokomotiven 
Uinsüge mit besonderer Berflck- 
pig großer Fahrgeschwindig- 
M-F I- II. GO, 

*J. Allmami. Berechnung der 
BgsgeBcliwindigkeit, welche durch 
^bene Umckdifrerenz zweier be- 
tter Loftschichteu herrorgerufeo 
^n diese Lviflschichten seitlich, 
inlrrecht zu ihrer TrennunKBebene 
BBweichen kSuncn. I.A. ATT. 173. 
* M. Sputludioirsti. Surlespböno- 
ifcodjnamiquea et les effeU ther- 
' qui lea accoinpagnent. B I.C. 

*a. 

*£. Bömniein. Die Abhängigkeit 
Briebs vom Baiometentand, I.A. 

tio. 

,' Siebe auch 838. 



' Belbang Ton (fascD. 

' "B. Weinstein. Entropie und 

^ibung. fi.F. ölO 

I Siehe auch 486; 665 a. 

XuB«re BalllBtik. 

*GarbaitO- Balistica eatema. R. 
t08 Juli— Äug. 

*K. SlojatioDitch. Fall der Integra- 
' einer balliitiachen Gleichung 
IP.JLB. 67. 190. 
\E. Otkinghans. Das ballistische 
O^tMbuuUk D. PtijriUi. GI.BuiA 



Problem auf hyperboliach - lemniaka- 
tiacher Grundlage. M.H. IQ. 11; 139, 

822. *B. BebenttOTff. Nachweis des 
Luftwiderstands- Z.P. 16. 887. 

828. *E. Coradin. Lee ondes a^rieaues. 
B.().0. 16. lea. 

Siebe auch 210. 

Innere Batlixtlk. 
DSJ. C. Gram. EntgegDuug aut' den 
Vortrag des Herrn T. Kotier vom 
34. VI, 03. S.M.B. 3. II, 

Pbyalologtuche Mechanik. 

825. <l. Fischer. Physiologische Mecha- 
nik. Ä.Gr. (3) 7. 110. 

826- O. Fischer. U^ber iibjaiologische 
Mechanik. D.V.M. (3) 178, 

Saj. 'G Weisn. Lea travaux de 
W, Braune et 0. Fischer sur la m^ca- 
ni<]ue animale. B.G.O, U. 120&. 

HatbematiBche Fhjsik 

Im all gern elaen. 

838. A. Kneurr. Untersuchungen fiber 

die Darstellung willkürlicher Funktioneu 
in der math. Phjsik. M.A. 68. 81, 

Dlfferentialglcicbiiiigen der Pbfslk. 

829. *S. Zaremba. Le principe des 

mouvementa reintifs et les equations de 
1a m^canique phyaique. B.I.C. 1903. iil4. 
8SU. A. Kmeer. Üntersuchungeo aber 
die Darstellung «rillkdrli eher Funktionen 
in der uiath. Physik, M.A. 68. Ml. 

Frlnxlplen der Physik. 

881. * W- Natanmn. Z filoaofii nauk 
pmyrodniczych, teoryach materyi 
(Über die PhiloBophie der Naturwissen- 
schaften, über die Theorie der Materie), 
P,P. 117, 165, 

882. 0. J. Lodae. Note on the probable 
oixaaional unatabilitj of all matter. N. 
68, 128, 

883. *!'. dr Heen. Idees fondamen- 
tales d'on essai de tbeorie mäcanique de 
l'älectricit^ et de la uhaleur. B.F. 43. 

884. 'L. C. Wolff. Neuere Ansichten 
zum Wesen der Elektrizität M.P.D.B. 
25. 913; 966. 

S8ä. *E. Griinadü. Das Dopplersche 
Prinzip. Z.P, 17, 169. 

886. *J. LarmoT. On the iutenaity 
of the natural radiation trom moving 
bo<lie8 and ita mecUanical reaction, B. 
F. 690. 

Riebe auch 116; 184; 434; 769, 
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ErhAltnn; der Energie. 

887. 'Bemdt. Das Gesetz von der Um- 

geBtaltung der Energie. D.W.B. 4. 169. 

Atomtheorie. 
Siebe 358—365. 

Ither. 

388. *Jt. de Sauswre. H^ath^se sur 
la coDHtitution g^omvtriiine de l'äther. 
A.S.G. (i) 16. 368. 

889. M, de Sawiture. Conetitation g6o- 
m^trique de Ti^ther. A.S.G. (4) Iß, 763, 

840. *if. dt SausBwe. La cooBtitulion 
g^mätriqne de r^ther. R.S. (4) 21. üS». 

S41. G. H. Bryan. On a mechanical 
tlieorr of the aetlicr. N. GS. GOO. 

842. 'D. J. Meiuiekjtff- Versuch einer 
chemiBcben Antfaasung dea WeltÄthera. 



Absolntea HaB System. 

848. *.4. F. Eavtiieliear. DimenBional 
aoaljaiH of phj-Bit^al qaantitiea and tbe cor- 
relation of units. P.P.S.L. 18. 424. 

344. *Jt. J. Si/wter. Nota on dimeu- 
BioD« of phjBical quantitiea. P.P.S.L. 
18. 446. 

346. 'CanUr. Klektriscbe Maßein- 
heiten. H-B. 1». lö. 

M&.'G.Gwrgi. DimenHioni e fcirinole 
elettricbe. A.A.E.I. 7. 7; 67. 
Siehe auch U04. 

Speitfloches Gewicht. 

34T.*G. 3tte. Über eine Methode das 

spezifiache Gewicht sehr verdünnter Lii- 

snngen ku beBtimmen. B.F. 3*20. 

Siehe auuh 611; 670. 

AggreKstEnständo. 
»48. B. HapeleiiB.Kaiim-linyh-iMnes. 
De vDOratelling van de continuiteit van 
den vloeibaren en gasvormigen toestand 
eenertijdB en de verschillende vaate ag- 
gregaalto 66 landen ander-zijdB door het 
entropievolume-energievlak van Gibba. 
C.A.A. 12, 223. 

Siebe auch 710; 711; 1111. 

Xiidcmng doH AggregatEii Standes, 

849. 'J. C. Philip. Freesiing-point for 
binarj ayatema. C.N. 8». I<J6. 

Siebe auch 848; G77; Ü7ö; ÜU7; 714; 
794; 1114; 1181. 



Holekularphfslk. 

850. *F- S. Vella. Ültime acoperte 
Bulla coatitnzione moleflolare dei Bolidi. 
N.L.M. 17, 807. 

851. " V. Spring. DviSenie (aBtie tver- 
dago tela (Bewegung der Moleküle der 
festen Körper). R.P.W, 2. 2ö. 

852. • W. Swlha-lanit. The principle 
of djDamical similarity in molecnlar 
phyBica. B, P. 378. 

353. E. liutherfoTd. The eidstence 
of bodiee amaller than atoma. P.T.R. 
S.C. (8) 8. 79, 
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U.T. 3. 2; 34; 46; bl. 

418. 'F. Wüst u. P. Goerens. Zu- 
aammenscteuBg und Featigkeitaeigen- 
achaften des Dampfzylindergusaes. S.U. 
E, 23. 1072. 



414. *E. Stribeek. Der WannMMeü- 
veiHuch von langer Daner. Das Verhalten 
von Kupfer. M.F.I. 13. 61. 

416, *,T. L. Hall. Effeut of superheat- 
ed steam npon the tensile atrength et 
atloys- MG. 6. 3. 

416. *G. Lung. Zur Fertigkeit des 
SeborasteinmQrteb. M.P.D.B. 2&. 195; 
216; 834; K63; 268; 286; 306; 323; 141. 

417. A. Püurcel. Sar les propriite* 
du betton frettj. CR. 138. 73. 

418. — Estudios experimenlales sobic 
el cemento annado. A.S.A. 66. Ib. 

41». •TT-P.BrodfcyandXH'.iJoKrw. 
Tbe reRistance of glaas tubing to burstin^ 
pressure. J.P.C. 8, 87, 

420. A. l'erut et H. M. Le^. Sur li 
fragilite des mijtaui. CK. 138, 474 

421. H :>rllentin. Der EinflnB der 
Stirawrinde eines Kessels auf die Featig- 
keit der Mantelbleche. Z.S. 49. 450. 

432. 'Jahr. Über die statische Br- 
recbnung von FabrikachomBteinen. K 
B, 19. 5«2; 607; 035. 

Siehe aach 185. 

KriBUIlbUdoDg. 
428. *P. Gaulerl. Contribulion <le 
la fonnation et de raccroiasement dti 
cristftiw. B.S.M.F. 25. 223. 

Siehe auch 1113. 



424. 



RrlstaUstraktnr. 

*Ji. Wegscheiiler. Chor 



dia 



Größe der Erittallnioleküle. RF. 367 

426. • W. H. Wahl. The Goldschmi»* 
theory of harmony. J.F.I. 166. 286. 
J. W. Biehards 280, 

Siehe auch 897; 898. 

KrlgUUoptlk. 

428. *E. Kobahi. Über die allg^^ 
meinen Differentialgleicbungen der Kn£ 
stalloptik nach der elektromagnetische^'^ 
Theorie dea Lichtea. B.F. 1^2. 

427. W. Voigt. Zur Theorie de-^ 
Lichtes für aktive KriitaUe. N.G.ff- - 
Iä03. 166, 

428. C. Chabritr. Sui la fonctior» 
qai repr^sent« le gross! ssement des ob-" 
Jets vuB ä travera uu c6ne de crütal - 
CR. 138. 84H. 

42». *A. W. Conu-av. The propaga- 

tionof light in auniazalciyatal I'.L.M.S. 
3ö. 220. 

480. *E. G. A. Im Siähoff. Beitrag 
zur Kri stall unterancbung im konvergen- 
ten polarisiertenLichte. Z,F,U. 1903.657. 

431. W. Voigt, über apesifische op- 



Abhandlnngureginter 190s 



197 



I 

I 



tische Eigenschaften heminiorphei Kri- 
stalle, N.G.G. 1903. 18«. 

4Zi. 0. BütsebU. Beobachtungen Gber 
eigFDtüinliche Spiunffsjeteme vongroßer 
^ometriBi-her RegelroilBigkeit. V^G.H. 
(8) 7 663. 

4SS. *L. Graetc. über diu ulektriBcho 
Dispereion der Kristalle. B.F. 177. 

XtherBchwIngiiiigeii. 
484. •A'. iV.Siliw. Zametka o /ftkow! 
Doppleia, (Bemerkung über daaDoppler- 
Bche Gewt«.) R.P.W. 2. 188 

Xtb er wellen. 

486. A. E. H. Love. The propagation 
of wave motion in an iaotropic elaatic! 
•olid medium, P,L,M.S. (2) 1, 291, 

486. 'A. E. U. Lovt. Wave-motiöna 
witfa discoutmnitiBs at wave -A-onte; 
P.L,M.8. Ca) 1. 37, 

Siebe aueh 274, 

Strahlen. 

487. *R. ShtKÜot. R«cherches aur 
lea rayoiiB n. J-P. 14) 3. ISIi 257. 

488. *N. HtiehM. Thermische Wir- 
knneen der Radium strah lea (taaa.). 
J.E.P.C.G. 36. 5a6, 

489. 'F. Sanford. On an nndeacribed 
form of r&diation. P.R. 17. 141 

Siehe auch 33l); 450. 

BSnt^en strahlen. 

440. n'^. Wien. Über die Energie der 
RfintceDstrahlcD. P.Z, 6. 128 

441. P. HeHs. ülier Euei]gie und 
ImpcUs der Röntgenstrahlen. P.Z. 4.848. 

442. C, G. Barkla. Enerry of secon- 
dary Hoentgtn radiation. P/M. (6) 7, 648. 

448. H. llagn. P. G. Tiddeyu et 
C. B. Wind. La diSruction des rajons 
de Roentgen. A.N, (3) 8, 41ä, 

444. *P. Cardani. Sulla dinperaione 
i^lettrica dei raggi X ottennti mediante 
le scaricha dei condenaatori. B,F. 501. 

445. •/. ZtUnif. On electrifications 
prodnced bj gase« that have been ez- 
posed to Koentgen rajs. P,R. IT, 355. 

446. *A. Eighi. Snlle cariche elet- 
triche generate dai raggi x eui metalli 
sei vuoto, N-C.P. (5) 6, 31; M.LB. (5) 



f 



696. 



D auch 447; 901. 



K atboden stralilen. 
447. *J. Drunkt. Eathoden- 

Röntgenstrahlen. N.F.W, i. 18ü. 



448. *F. KecSfn. tfber die Frage der 
BeeinfluHHung von Kathodenstrahlen. 
VPG. 6, 296. 

449. *F. NtfSfn. Über die Frage der 
gegenseitigen Einwirkung von Kathoden- 
Btrahlen. B.F, 743, 

450. F. Ltitiinger. On the relation 
of the electric chargee transported by 
cathode and canal rajs to the exciting 
c-nrrent. P.M. (6) 7. 180. 

451. *E. Warburg. Über den Durch- 
gang der Kathodenstrahlen durch Me- 
talle. V.P.G, Ü, 9, 

Siehe aach 676; 679. 

Bdriinerel strahlen. 
45Ä. *A. Korolkine. Die Ablenkung 
der Becqnerelstrahten im Mi^netfelde 
(ruBE.). J.R,P,C,G. 36, 463, 

BadloaktiriUt. 
458. *E. Ä. Partridge and R. H. Brad- 
bury. Radio-activity. J.F.I. 15B. 331. 

454. *P. Ourir. Revue de recherchcB 
r^centefi sur la radioactiviti;. J,CP. 1.4U8, 

455. P. Ourie. Neuere Untersnchungen 
über Radioaktivität P.Z. 6. 281. 

456. 8. Curif. Recherches sur les sub- 
stances radioactiveB. A.C.P. (7) 30. 280, 

457. R. J. StnUt. Energy emitled by 
radio-ai-'tive bodieB. N. 68. 6, 

458. J- Ä. Mc CleUand. On the ema- 
nation given off bj Radium. P, M. (61 7. 366, 

459. P. Curit et J. Da»ne. Sur la 
dJBparitioQ de la radioactiviti induite 
par !e radium snr les corpg solide». 
CR. 138.683. 

460. *H. B(Ciuercl. RechercheH anr 
une propriätä uouvelle de la mati^re, 
activitä radiante spontan^e ou radio- 
activitä de la mati^re, H.A.P. 4G. 1. 

461. J. Ehitr n. H- GeiUl. über die 
radioaktive Subatani, deren Emanation 
in der Bodenluft und der Atmosphäre 
enthalten ist. P.Z. 5. 11, 

462. 'N. Beketoir. Die chemisclie 
Energie im ZoBammenbange mit den 
Erscheinungen, welche das Radium dar- 
stellt {rusB.). J.R.P.C.G. 36, 189. 

468. *H. Reundorf u. F. Konrad. 
Über RadinmkoUektoren. B.F. 698. 



KapiUarltat. 

464. K. &AÜU. über Zähigkeit und 
Festigkeit in der OberfliLcbe von Plüaaig- 
keit«n und über flflsaige Lamellen. 
Ä.P.L. (4) 13. 7Ja. 



198 



AbhandlungBregiater 1903. 



465. *L. Granmach. ülier de» Ein- 
flaS'det Zähigkeit anf die KsplllariUlta- 
koDStauteD bei EasigBänie-WaBBer- 
mischuDgen. B.F. 160. 

466. B. Kuiera. Beitrag zur Kali- 
brieruDg sehr enger Kapillaren nnd zur 
Messung der Otierflächenapsnaung mit- 
tels der Tropf enwBgung (tchech,) M.A, 
T.P. 1B03 Nr. 40. 

467. *H. 2)ei}aux. 3ur räpoiseeut 
critique des eolides et des liquides re- 
duits en lames ti%B rniucee. J. P. (4) 3. 450. 

468. •«. J. Parks. On the thictnea» 
Ol' th« Hqnid film formpd by condeii- 
sation at the Burfuccof aaolid, ?. P.S.L. 
in. 410. 

469. A. Piinfot. Irtw facteuTB de 
l'dquilibre ; preaiion e»pillaire et pesnn- 
teur. C, R. 188, 803. 

470. «S. Ättjinrr. On the occurrence 
uf cavitatiou in lubricatiou. P. P.S.L. 
lU. 78. 

in.'L.W.Witiiiler. Die MeniskuB- 
korroktionswortc des Hg unddesWaBBerä. 
Z.F.Ä.C, I«. 718. 

472. •//. W. HiUger. Eine Studie 
an Seifi^nlOBiingen. XA.C.S. S5. ö24. 

478. K. Vnrenne et L. Godefroy. Snr 
lot applicationg du cbronoatiloBcape 
K, Varonne. CR 138 79. 

Siehe aoeh 158; 1200, 

OberBlchenspumiing. 

474. •/. ifoBt/roy et P, Ä Gui/e 
TeniiuDB superticiellec et complesite 
mnl^oulaire des corps actifs homologueg. 
J.C.P. l. 606. 

475. *A. Rottjmi. De la tension des 
■urfaoex chet quelques solides. R. S. B. 
14. 46. 

4!6. G. G»gUrlmo. Sulla detennüiB- 
(ione della teodoue superficiale dei li- 
quid! coi metodi delle goccie nadenti 
« delle bolle guoee. R.A L.B. (ö^ 
lyll. 463. 

477. •D.Priär. Oldafok moleWularis 
rnliiletiiuinrgi^4röl (t^r die Ober- 
ttHohtvacnergie der Lftsungeol. M.T.E 
1». aio. 

Siehe auch 466. 

IHtnd«!. 

418. ^. Xakamtmt, On the diffusion 
«rf liquid« J.L' T. 19 Nr. 8. 

47». J- nortrt. ReUtiOD ent» la 
AUtuaion tt la viscosit^. CR. 138. 4il'l. 

4M>. F. Hfimbrttjt. PiSüsiotiskoef&< 
MmAm> in Abhlngig^eit tod der Kmi- 
■Mlntit^n. bcitimmt mit Hilfe gvkrÜBini- 
■W Ui'^hlatnhleo AP.h. (t) 13. 10X8. 



4SI. 'H. G. Morse and G. W. Pitree. 

DiffuHion and supersaturation in gelatine. 
P.R, 17. 139. 

Siehe auch 688. 

am ose. 
482. Ä. GaUkmin. Snr l'osniose. 

CR. 138. 38; 802. — A. Pon-iot 366. 

4S3, 'M. Smoluchowdi-i. Contribudan 
ä la throne de l'endoHmoBe ^cctrique 
et de quelques ph^uom^aeB corr^atifs. 
B.I.C 1903. 182, 

484. '0. E. Schiötz. Über die Ab- 
hiLngigkeit des oBmotischen Druckes und 
der DampfspaDDOug von dem Drucke. 
B.F. 618. 

ThemiDkaplllarltai. 

485. -1. BtaUlmeyer. Die Abhängig- 
heit der inneren Reibung des Stickatolfa 
von der Temperatur. A.P.L. (4) 13. 941. 

ElektrokapUlarität. 

486. *J. BilliUtT. Zur Theorie der 
kapillareJektrischen Erscheinungen. A. 

A.W. 1903. 301; 1901. Ol. 

487. F. Krüger. Zur Theorie der 
Elektrokapillarität und der Tropfelek- 
troden. N G.G. 1904. 33 

488. *G. Vanni. Sopra un' applica- 
£ii>re dell' elettrometro capülare di 
Lippmann alla misnra della frequenza 
di una corrente altemata. B, S. N. N 
IG— 17. 

Siehe auch 688. 

Aknatik. 
48», 'A. G. Wehster. On the mecha- 
nical efBdenc7 of the productiOD of 
Bound. BF. 866. 

490. " r. C. Fortrr, On a method of 
mecbanicallj reiaforciog Boonda P.P. 
S.L. 19 81. 

491. *G. Zambian. Le figure di 
Lisiajous neir estetica dei suoui. R, 
M.L 10. 

4«. «L. U. H. C. Wermily. Iqui- 
ionore Flächen rings um eine ertönende 
Stimmgabel. A.F.G.P, 1904. 297. 

4SS. 'G. Jäger. Zur Theorie der 
Emer-PoUakschea Versuche. A.A.W. 
190«. 39. 

494. *R. V Sentetk Beweis eines 
in der Aknstik Tcrvendbaten Satzes. 
B.F, 687, 

495. S Barlwuuut-Kempf. Cber den 
RftMnaaivedaaf mvnngener Schwing- 



AP.L. i41 13- 371. 
hMfar. 
abial STctems- P.E. 16. 






•A H- Tom 



Retonance : 



AbhaDdluDgsregistpr 1003. 



487. C. Krediel. Snr nn cas de pro- 
pagatioD de vibrations eonores, infinil- 
ment petitwr. N.A.W. (2) (J. 81. 

498. *R. MalagoH. Composinonc 
paraltela del meto vibratorio col moto 
progreiävo applicata all' esame dei 
corpi flODori, N.C.P. ib) C. 193. 

i99. P.Oatman». Über Seh wisgunffE- 
xahleD und Schwellenwerte. S. G.li, 
ISO». 11. 

MO. ' Ä. FUyrentino. Prontietä micro- 
foniche dei getti gassosi. N.C.P. {5)5.891 

ÄOl. *Q. Mßjorana. Sa di una pro- 
priet4 acuBÜcn delle Sammt! mano' 
metricLe. N C.P. (5) 7. 85, 

SOS. *H- Wackmutk. Schneidentfine 
und Labialpfeifen. V.P.G. &, 309. 

508. R HartmannKemvf. Über den 
EIoHuß der Amplitude auf die Tonhöhe 
and diu Dekrement von Stimmgabeln 
und £nngen förmigen Stahlfedetba^dern. 
Ä.P.L, (*) 13, 134. 

604. P. Otlmamt. Ülier diu Anwen- 
dnng des objektiven HOrmafieB. P.Z. 
_4. 764. 

ElektroaknaUk. 
, 605. *S. Maisei. Über den singenden 
EVoltabogen (rosi.). E.P. 1903. 167. 

Magnetoaku stik. 

1 £06. 'S, Meyer, tber MagnetiKiemug 

ksrh Tonerregung. B. F. 6ü. 

I' S07. '-I. a. L. Weinhold. Ein aknsti- 

ifaee Analogon Kam ZcemanuBcbcn Phä- 

i. Z.P. 17. 92, 

AknsUflche X e situ n gen, 
I 508. F. A. Sehuke. Über die Scball- 
.ichwindigkeititi engen KOhren. S.G.M. 
5W3. 89; A.P.L. (4) 13. 1060. 

50». 'H. Lamb. On group velocity. 
P.L-H.S. (2) 1. 473. 

510. *W.Aithrrg. über den Druuk 
der Schallwellen und die absolute Mes- 
inng der SchallBtflrke (nias.), J.R.P.C.O. 
35. 45U. 

511. 'H. Wachsmulk. AkuatUche Be- 
■tiniranng der Diohte von Oa«ea und 

yD^mpfen. B.P OSS. 

MatliematlBche Mnslk. 
\_ i\i, *P. Czerniak. Zur Demonstration 
"anganalyM. 1!.F. 80. 
__. V. H'- Richards. The Gold- 
njdt tfaeoiy of hannoav. J.F.I. 166. 

. G. EMstront. Der BriefWechael 
1 Leonbard Edler und Johann I 
t. B.M. (3) 4. S14. 



Geometrische Optik. 

51&. *R. Halben, üleiehjieitigo De- 
monstration von TotabefieiioD und Ltcht' 
strahl enkrammnng. Z.P. 16, 281. 

516. * Muirhead. Divergence in op- 
titB. P.P.S.G. 34 

517. *A. Gkiekeft. Über die opÜBch 
bemerken »werten Punkte derKugelfllkhe, 
insbesondere über diekomafreien Pnnkte, 
D,M. 12. 86; 98, 

ölS. *X. Matthiessen. Apianatische 
Brechung und Spiegelung la F,. A,F. 
G.P. 91.296. 

519. *Fatriei. 8iBt«iDi diottrici e 
catottrici di projezione. Pol,M. 1803 
Mai— Juli. 

520. S. D. ChalmeTB. The theory of 
sjmmetriea! optical objektives. P.R.S.L. 
72, 267. 

521. 'F. HasfnShrl. Über die Rezi- 
prozität des Strahlenganges in bewi^gten 
KOrpem. Thermodjnamische AbleiUing 
des Fresnelachen FortfuhrungakoefSzieii- 
ten. A.A.W. 1904. 135. 

Siehe auch 480. 



Siehe auuh 600; 646; 1211. 

DIoptrik. 

528. .4. Emch. The tbeory of oiiljcal 
Squares, U,H.F. 10. 83. 

524. C. MaUeson. L'^quation du 
prisme optique, E.M. 6, 464. 

525. r. L. Rcnnttt- Minimum dövi- 
ation througb a prisina, P.M. (6) 6. DÜ7, 

52«. »Ä- Whitwell. On refraetion at 
a cylindricfti surface. P.P.S.L. 18,488. 

527. *r. Dokulid. Die Bestimmung 
der optischen Eonstanten eines xen- 
trierten BpbSfiBchen SysteniB mit dem 
Präzisionsfokometer. D.M. 12, 37. — 
A. Schell SA.W. 112. J067 

528. *iV, Jadanta. Alcuni sistemi 
diottrici speciali cd una nuova forma 
di telobbiettivo. M.A.T. (2) 53. 72. 

529. S. Troceric- Nekotoryja zamo- 
canija po povodu vyiifleoija obektivov 
i voobsce optifeskich sistem (Einige Be- 
merkungen fiber die Grundlage der Be- 
rechnung der Objektive und der optischen 
SvBteme fiberbaupt). M.P.O. 80. 226. 

5S0. 'G. W. WaVxr. On the theorj 

of re&action in gases. P.K.ä.L. 72, 24. 

Siehe auch 438; 6*7; 1208; ISO». 



200 



AbbandlungBregiBter 1903. 



Linsen. 

581. -J. D. Everett. On skew re- 
fractioD through a. lena, P.R.S.L. 71. 609, 

582. • T. H. BlairsUv. Eihibition of 
a, lena. P.P.8L. 18. 433. 

58». • T. H. Biake»Uy. Single piece 
lenae«. P-P.S.L, 18. 591. 

5S4. 'C. Fery- Methode nouveUe 
pour In dätermiiiatioD des cODBta&tes 
des lentilles. J.P. (4) 3. 766. 

586. *T. n. Dallmeytr. Über 
pbotograpbiacbe Linsen und ein i 
Syatom (Adon) zur Brzielmig toh 
«röBening ohne GeBcbwindigkeitgTPrlust, 
D.M. U. 306. 

5Sti. * A. Köhler. Licbtstarkes Sam- 
nielliiiBeiiBj8t«iii für MikioprojelctioD. Z 
W.M. la. 1417, 

Brennllnlen. 

hM, T. J.r A.Bromtiidi. Tbecanaüc 

by refleiion of e. circle. A.J.M, 26. 33. 

PfajstbkllHrliF Optik. 

588. 'F. Bicke. Optische Unter- 
BuchangBmetboden. Ä.A.W. ig03. 268. 

53a. F. Dnide. ZurTbeorie dea Lichtea 
fnr aktive Körper. N.G.G. 1904. 1, 

540. *W. Wien. Theorie eines be- 
wegen leachtendeo Punktes. B.F. 174. 

641. F. Foekth. Zur Frage der „op- 
tischen BeBouanz" feiu verteilter Metalle. 
P.Z. 5. 152. 

Mi. * L I. EoBsonogoff. Optische Re- 
aoaanz hIb Drsache der Belektiven Re- 
flexion und AbBorption dea Lichts, B. 
U.K. 1904b No. ä, 4. 

548. 7, /. Komoiwqov. Die optische 
Resonanz (rusa). B.Ü.K.C. 6. 

544. J. Kossonogotf. Über mögliche 
Größe der optischen Reaonatoren. B.F, 
88a. 

545. F. KiriAneT. Ober die optischen 
Figeoscliaiten entwickelter LippmauU' 
scher Emolsionen. A.P.L. (4) 18, 239. 

548. * A. W. Robrrts. A conaideration 
of dose binar; sjatemes in relation to 
ligbt Variation. R.S.A.A. 1. 110. 

^il. A.SchugUr. A simple explanation 
of TalbotH bfttids. P,M, (6) 7. l. 
Siehe auch 73*. 

LI dtitw eilen. 

548. *G, Sagnac. Lois de la propa- 

Sation anomale des ondee au voisinage 
'un fojer. B.F. 628, 

549. • K. Malhy. Entrainement partiel 
dea ondes Inrainengea; tennes oomplö- 
mentaires ä %jonter auz äqiiations de 



Hertz pour expliqner ce ph^nomene, J,P, 
(4) 3. 816. 

550, *B. 0. G. Ellinaer. BeattmmDng 
der Wellenlinge des Lichtes, Z, P, 16. 380. 

661. */. Hartmann. Eine R«viaion des 
Rowlandschen Wellen länge nsyetems, Z. 

W.P, 1, 315 
553. 'J. Harlmann. A revision of 

Kowlands System of wave-lengthB, A. 
J.C. 18. 167. 

558. *L. Bdl. The Perot-Pabry cor- 
rectiona of Rowlandswave-Iengths. A.J.C, 
18. 181, 

564. C. Fubrij and A. Perot. On the 
correctioDB toRowlands wave-lengths. A, 

555. «.ß. TT. Wood. The electrical 
resonance of metal particlee for light- 
wavcB, m. P.P.L.S. 18- 516 

Siehe auch 606. 

Dispersion. 

556. G. Sagnac. De U propagation 

anomale des ondex. J.P, (4) S. 721. 

55?. O. ZutiHMT u, E. Prhigshfivi. 
Demonatration der anomalen Dispersion 
in Oasen, V.P.G. 6, IBl. 

558. *H. Eberl. Wirkung der ano- 
malen Dispersion von Metalldiimpfen. 
B.F. 448. 

559. n. ir. Wood. The anomalona 
dispersion, absorption and snrface coloiir 
of nitroao-di methyl-aniline. P.A.Bo. 
39. 61, 

Siehe auch 433; 444; 640; 991; 9M; 995; 
1214 

Farben. 

äSO.'E.v. Oppoher. Gtundzüge einer 
Farbentbeorie. Z.P.P. 33. 326. 

5C1. 0. D. lt. t. Aufaess. Die Farbe 
der Seen. A.P.L. (4) 13. 678. 
Siebe auch 559; 660; 661; 1317; 1268. 

Spektrum. 

662. B. A. HoiistoiiH, Some spectroa- 
popic notes. P.M. (6) 7. 166. 

568. '-i, Foivler and H. Shato. On 
formula« for spectrom aeriea. A.J.C. 
18, 21, 

564. 1. H. Bavelock. On tbe contin- 
' nuouB spectrum. P.C.P.S. 12. 176. 

565. J. Barnes. On tbe aualysis of 
bright spectrum Jieea, P,M, (8) 7. 485. 

566. *J. Fenyi. MichekonB theorj 
of the displacement of spectral lines. 
A.J.C. 19. 70. 

b67,Ji.Nagaoka. Kinetics of a System 
' of particlea itlustrating tbe line and the 



AbhandlungaregiBter i9f 



buid spectrum and tfae plii 
r»dioactivity. P.M. (6) 7. Uö. 

5S8. H. Nagaoia, G. A. Schott. On 
djnamicB) ajstem Uluitrating the spec- 
trum linea and the phenomena of radio- 
Bctivitj. N. 69. 392; 437, 

Ö69. M. Deslandrei'. Loi c^n^rale de 
distribation dea raies dans les «pectres 
de bsudea. V^fication präcise avec ' 
3. groQpe de bandes de l'aKote. C. 
138- 317- 

510. *K. AngstTüm. Energy in the 
visible gpeütrum of the Hefner atandard, 

P.E. 17, soa. 

&71. A. Scktuler. A eimple eiplana- 
tion of Talbota band«. P.M. (6) 7. 1. 

572. *E. Wiedemann. Über Verbin- 
danKeapectren, B.F. 836. 

578. *ff. Konen. Neuere Arbeiten 
über Fnnkenapektra. Z.W.P. 1, 287. 
Siehe auch 5841 !>9ß; 901; 122S. 

Ultrarote Strahlen. 

574. M. Iklf. Über daa ultrarote Ab- 
sorption BBpektniin einiger organiHcher 
FIüsBigkeiten. P.Z, 5, 271, 

Ultrariolette Strahlen. 

575. 'S. Magini. Dipendenza degli 
spettri ultraviolett! lU aBaovbimento dalla 
confignraiione moleculare, N.C.P. (öl ü. 
6S; 343. 

Siehe auch 696; 1323. 

Absorption des Lichtes. 

ö7ß. ■ P. Lenard. über die Absorption 
Tou Kathodenetrahlen verschiedener Ge- 
schwindigkeit. N.R, IB. Stil. 

S77. F. GTÜabawm. Abiorptiooeniee- 
aangen an wftaarigen Farbato&lösungen. 
A.P.L. (4) 12. 1004. 
Siehe auch 543; 569; 571; 576; 601; 632. 

LnmlneBKeni. 

Ä78. *E. L- Nichoh and E. Marin. 

Studies inltunineeceuce, P.R. 18.355; 40B. 

Siehe auch 619; 6S0. 

PhoHphoreitzeuz. 

57«. *A. Wehtalt- Über die PhoB- 



Siebe auch 681, 

Flnoresienz. 
. &60. .S. Mfyrr. Flucireazenz und me- 
chaniaohe Konstitution. D.V.N. 76. 78; 
C.B, 36. 3967; NR. 19. 171, 



äSl.'W.S.Andrtie». Notea on Snores- 
cesce and phoaphoreacence. S. (3) 19.436. 

Interferenz. 

682. J. Ülasgen. FreBnelacbe Interfe- 
renzen an 3 planparaltelen Platten ata 
VorlesungaTerBQch. D.V.N. 76. 40; V 
P.G. ö. 297, 

688. M. /.ai«-. Über die Interferenz- 
ertcheinungen an planparalleloo Platten. 
A.P.L, (4) Vi. 163. 

584. • A. I'trol et C. Fabry. Sw Ift 
Bi^paration des raies spectrales tr^s voi- 
sinea ä. propos d'on travail r^cent de 
M. M. Lummer et Gehrcke, J.P. (4)3. 28. 

585. W. Feußner. Über ein Verfahren 
zur Diekenbeatimmung keilförmiger 
Schichten durch InterferenEstreifen. S. 
U.M. 1903. 78. 

58B. A. Perot et C. Faltry. Sur la 
mesure optique de la ditf^rence 4^ deui 
epaiaaenra. C,E, 138. 676, 

bH7. Mesnager. Swrnnprocödö pourla 
comparaisondea äpaiaaenra. C.B, t3S, 76. 

588. J. Maee lU Lrpinari/etll. Buisnon. 

Sur une nouvelle m^thode de meeuro des 

äpaiaaeura et des indices. C, ß. 137, 1038. 

Siehe auch 5U1; 698, 

DllTrabtlon. 

äS9.*F.Maeii. Die Theorie der Beu- 
gnngaerBcbeinnngen des Lichtes nach 
Thomaa Toung, üire Geschichte und Ver- 
wertung zu einer schulgemäSen Behand- 
lung der LichtbeuRung. Z.P. 17. 10, 

6»0. "P. H- Jackson. On the di&ac- 
tionof lightproducedhyanopaqueprisme 
of finite angle. P.L.M.S. (3) 1. 393. 

5flt. Jlf. Laue. Über eine Beugungs- 
erscheinung, welche bei den Interferenzen 
an planparallelen Platten auftritt. Z. 
S. 50. 280. 

592. *F. Baliamo. Su i fenomeni di 
difiaiione di alcuni corpi organiKiati in 
rapporto alle eaperienae di Abbe. B.S. 
N.N, 16—17. 

598. *C. Barm. Periodic colonr dis- 
tributions in relation to the Coronas of 
cloudy condenaation with a revision of 
Coronas. BF, 204. 

594. G Quincke. Bildung von Schanm- 
wänden, Beugungsgittern und Pcrlmnttar- 
farben durch Belichtung von Leimchro- 
mat, Kieselaüure , Eiweiß etc, A.P.L, 
(4) 18. 217- 

595. *lt. Magini. Siiir uso del reti. 
colo di diffraiione nello studio del spettro 
ultravioletto. P.l.F.P, 6. 207. 

Ö96. T. Lyman. An eiplanation of 
the falae apeetra from dißraction gra- 
tinga. P.A,Bo, 89. 39. 



i 



Abhandlungsrcgister 1903. 



697, *A. V. Ohermayer. Über BOge- 
nannte Heili^renscheine und andere 
(gleichen Ursachen entspringende Eriche i- 
nnngen- B.F. 29«. 

Siebe ancb 443, 

Polarisation deit Lichtes. 
5»8.*£. 3f-icÄ, Objektive DareteUnng 
di>r Interferenz des polatieicrten Lichtee. 
It. F. 441. 

599. "D. B Braet. A half ehade ei- 
liptical polarizer aod compeoBator. P. 
K. 18. 30. 

VÜÜ. E. Lischnrr. über die elliptische 
Folarieation des Lichtes bei der ßefiexion 
an LOeangeD ron Körpern mit Oberfl&cben- 
farber. A P.L. i4) la, 904. 

601. F. J. Baf«. über TereuchBiehler 
beim Meisen der Rotationspolarigation 
absorbierender Snbstanxen. A.P.L. (4)12. 
Il>g0. 

«02. " J. Jlf rtCf' lir ii^inny et //, Biiiwion . 
Hnr leB changenienta de phiise j)ar rö- 
flexion normale dann le qtiarbi but Tar- 
gont, J.P. (4) 2. 8tSL 

Siehe »nch 430; 64|I; 6B5; 1218, 

Drelmiig der PolArisatlonsebene. 

60S. 'A. Panonnoff. Ober die Be- 
Btimmung der apezifiechen Drehung nach 
der Methode von Eanonnikoff (mss). J. 
R.P.C.G. 36. 678. 

0O4. JET. Baux. Soi In pol;rotation des 
BUeres. A. C. P. (7) 30, 422 ; J. P. (4) 2. 903. 
Siehe auch 637—630. 

Doppelhrechniig. 

605. * y. Ziiviska. Verifikation der 
l''roBnplBCbenGeaet7.e.der Doppelbrechung 
bei üWEischsigen Kriatallen. (tsohech.) 
M.A.TP. 1002 No. 36. 

(100. *J. Grtintefüd. Über dj? Aue- 
liroituiig der Wellenbewegungen in oih 
tiii'b U-auliiigen elastischen Medien. B. F. 
MB, 

(H)7. 1). B. Bracf. On double refraution 
In matter moving through the .\ether. P. 
H, fS) 7. 317; B.P. 67«. 

ttUf^. ;,. N. G. Filon. Oa the Variation 
wiUi Ibo wave-length of the double re- 
frfcnUouiQstrainedglaBB. P.CP.S, 12,313, 

Wft.A Leick. ÜberkünBtlitheDoppel- 
biei'hung und Elasttzität von Gelatine^ 
plaHwi A.P.L. (4) 14. 139, 

illQ. * W. K<inig. Einige Bemerkungen 

nhec die Besiehung zwischen künstlicher 

Uoppelbrechnngund Elasüsitiit. B, F. 832. 

Hiebe auch 186; 28ä; 397; 631. 



Brechnn ^ii4ex . 

011. H'.Äoi.wr. über die Beziebnngra 

zwischen Druck und Brechungsejponenl 
der Gase bei Dracken unterhalb einn- 
Atmosphäre. A.P.L. i4) 13, 310. 

012. J,. Magri. Eetanioue fra riodicf 
di rifrazione et la deneitä de l'aria. fi 
A.L.R. (Q) 13A 473: X.C.P. (51 7. 81. 

Siehe auch 1315. 

Thermooptik. 
Siehe 521; 645. 

Elektrooptlk. 

013. •/. Borgmann. Licht und VA- 
tridt&t. P. 14. 348; fl6S. 

eU.'J.Dnmke. Licht und Elektriiitll 
N.F.W. 2. 77; 88. 

61h. E. Bisa V.R. Semiedau. Aktino- 
elektriiegki javleuija (Vber die aktiso- 
elektriscben Erscheinungen). R.PW, !. 
293. 

616. H. Bubens. Die optiBchen um! 
elektrischen Eigenschaften der Uelillft 
P,Z. 4. 727. 

SIT. E. Hagen and H. Bubau. Ot 
some relations between the optici] U^ 
the electrica] qualities ofmetals. F.X. 
(6) 7. l5T. 

618, *A. Barlolt. Su la truf«»»- 
/ione in correnti ellettriche delle rtdis- 
zioni incidenti sopra una superGde n- 
flettenteinmovimento, N.CP, (fl)6,»«. 

019. J. Borgtnann. Ein besoodsm 
Fall des Leucht«nB von TerdSnntem OtM 
in einem breiten filasrohr. B.F. 7S. 

62<i.'E.B.Dreui. The lominons effi- 
ciency of vacuum tube radiation, P-R 
17. 321. 

Sielte ancb 433; 444. 

ElektrlMbes Ucht. 

021. "C. n. Stfinmeti, The mercnry 
arc. EW. 41, 316. 

022. *A. Larsen. Die Abhängigkeit 
den elektrischen Bogeulicbtes von ^f' 
StromsULfke und der Spannung, il.i'.^- 
ä. 118. 

038. • W. B. r. Ciudnochowski. mt 
den elektrischen Lichtbogen Kwiecben 
Leitern 2. Klasse. P,Z. 5. 99. 

024. W. HaUwachs. Über die Strohliu« 
des Lichtbogens. A.P.L. (4) 13, 3R 

Siehe auch nüö. 

Magneto ptik. 

025. 'C. Gutton. Action de» chsiup' 
magn^tiqnes aiir les sources Inminsn»** 
peu inteuseB. J.P. (4) 3. 341. 



AbhandlungKregitter 



I 



I 



628. 'J. MilU. On the velocitj of 
light in a magnetic Seid, P.R, 18. 66. 

S3T. *A. Bord. Sor la polarisation 
rot&toii« magD^tiqne du qaLÜtz. Ä.S.G, 
(1) le. 24; löT. 

688. *Z. H, Siertaema. Magnetisrhe 
Drehung der Polarisationgebe ue in Tcr- 
flQssigteii (iseeo unter athmoBphäriacbem 
Druck. C.P.L, 90. 

«29. •/,, B. Siertsema. Magnetische 
Brebung der PolariBiitionBebeue in ver- 
flüuigten Gasen unter atmoaphUriBchem 
Druck. B.F. 780. 

630, '0. M. Corbitio. La rotaiiono 
magneticadel piano dipolarlKKazioneneU' 
intemo di Tiiia riga d'aBBorbiwento. N, 
C.P, (6) 8, 65. 

681. • J, W. Eiütll Magnetic double 
rehaction. P.R, 17. 992, 

«S2. *0. M. Corbitio. Sull' inegnale 
aoBorbimento delle vibrasioni circolari 
iuverBe per il pasgagio attraverso a un 
Tapore incandeBcente in un campo mag- 
netico, N.C.P. (5) 6, S». 

6SS. C, Sunge n, J. Predtt. Über die 
magnetiacbeZerlegang der Radiamlinien, 
8.A.B, 1Q04, 417. 

Siehe auch 452, 

ZeemanschcH FhUnomen. 

6S4. 'G. JüiitT. Über das Zeero.iii 
Phänomen. V,V,F,U,W. 8. 154. 

68&. *P,X. ZiJor, Javlenia Zeemana 
(ZeeraannBcheaPhUnoraen). R,P,W.2.S84, 

686. *G. Jäger. Das Zeemann-Phil- 
nomen, S.V.N.W. 43. 

^iehe auch 507. 

Elektromagnetische Lichttheorie. 

687. • P A. Xilov. KleklromagnitnH.ia 
teor^a iveta (Elektromagnetische Licht- 
Iheorie), R.P.W. S, 60, 

688. A. Garbasso. Teoria elettromag- 
uetica dell' emissione deUa luce. M.A. 
T. (S) 63. 127. 

Vi%,II.A.L(iTinti. E)lektromagneli»cbe 
versch^naelen in een »teUet dat r.ich met 
willekeurige enelheid kleiner dan die van 
bet licht beweegt. C,A,Ä. 12. 98«, 

«40. M. Planck. Über die Extinktion 
des Lichtes in einem optisch homogenen 
Medium Ton normaler Dispergian. S,A.B, 
1904, 740. 

Siehe auch 4'JS. 

Lieht^schwindlgkeit. 

641. 'A. Cornu. Skorost Bveta (Über 

"" " " " " "igkeitl,R,P.W,2,U0. 

The Effect of the 



Lichtge Bch\dndi gki 
142. • T. E. Dwlt. 



Photometrie. 

C43. *C. Camicimd. !Sur la apectru- 
pbotomütrie photograpbique. J.P, (4| 
a. 899, 

644. * C. Cesari e C. Manicardi. 
Ricerche di fotometria l'otografica. H.T, 
E.B. 1901. G'J. 

Mh. E. Raach. Die geBetwnaOige Ab- 
hängigkeit der photometriBChen Gesamt- 
helligkeit von der Temperatur leuchtender 



Körp 



. 193. 



F. ZAviihii. Ober die Polarisa- 
tion TOn Grenzlinien der Totolrefleiion 
(tBchech). M.A,T,P. 1903. No. 15. 
Siehe auch 996; 12S1— 28. 

Fh;8lologlBche Optik. 

Ml.'L.Mathicsseti. Hornhautrefrak- 
tion. A.K.G.P. 91. 295. 

B48. F. Hillebrand. Theorie der 
BcheinbarenGrSBebeibinokularem Sehen. 
D.A.W. 72, a&6. 

64». A. Brom et D. Suher. La »en- 
sation lumineuae en fonction dn teraps 
pour les lumi^es colori^ea. DiscuBBion 
des r^aultats. CR. 137. 1046. 

650. *E V. OppoUer. Grondiflge einer 
Farbentheorie U. Z.P,P. 33, 321. 

651. *F. 4l!f"- The hypotheaes of 
colour viaion. P,H. 17. 151. 

Siehe auch 1280, 

WUrmelehre. 

652. E. Bogomki/. Sur la difference 
de la temperature dea corps en contact, 
CR. 137. 1244. 

«58. E. Bulherford aud H T. Bames. 
Heating effect of the radium cmanation, 
P.M, (6) 7, 202, 

654. J. Boustinaq. Snr l'unicit^ de 
la Solution aimple fondamentale et de 
TexpreBBion asymptotique dea tempära- 
turcs dana le probl^me du refroidiase- 
ment. CR. 138. 402, 

656. 'H. du Boie u. H. Rubens. Über 
Polarisation langwelliger Wärmestrahlen 
durch Drahtgitter, V.P,G, 6, 77. 

U66. 'A. Böttcher. Betrachtungen 
über den Einfluß der Wandungen auf 
die W&nnevorgängo in Wärmekraft- 
maschinen, O.M,T. 2, 1; 86; 58, 

657. J. PeiTii, J. B. Everrit. A use- 
ful empirical (ormula, N, ü9. 102; 151, 

Siehe auch 333j 400^ 401. 



V "> hjkrA lanir»r»»«üt<f r 1 'J03. 



' llvrmui»latik. 

.1^« ^lI-^•. '"^i.'te -ur un theoreme 

■ 1i«i-mod} nauaik. 

B.r.K. ' 



I. 



'« . ii«> !• k "dUllK r'lMS. 



•(»u« • f 'hnr^ion. Klementarv 
., » . u«. ;tAHiieirx i)t' thonnodyna- 

.\n. I 'tuuMiiUr Apparate zur 
., . . . .ii..i^ lei kiiietischen Wärme = 

'Wi* iiiit4. ( ber das Wesen der 

•IHK •' ictiitti. Aur PrüfoDg des 
.w .^.. u\ u^^i4i:iv iiou liaaptBatzes. G. 

•i»4« ' < tHHtit. LHe thermodyna- 
. A .. ic«^oiiuii^eu. B. F. ^60. 
>«HK « »!■.*;#. Kritrtipy. P. P.S.G. 34. 
.tK«4k, 1». Ur>#«^t(M. Entropie und 

..li, I. '/. lirtiun. The law of de- 

. ....>.. . ''uoi^v iiüi the fandamental 

; ■ itiTtuoJvnamici«. B. F. 123. 

..ü.. !i /ViimÄ". Iber die mecha- 

. <x '«i-tiiniuiit^ der Tempteratnr und 

':.. ..-,■:.• U.K. 113. 
•itx, 'i i Kuittsttttti. On the varia- 
...iiii\ .li treatod bv Prof. 

1 « m 

I i»jii»ii. 1' M. 6 T. i>. 

x.K ' 'i tt .iitjatnitH. Tber den von 

j''».jn.u 'Vi'ii'ti Kaum in einer 

11. 1 liu-i ii;is »Josetz dt^r relii- 

'Vi , .1' ai .vi'i iiirdtiiTung. B.F.8TÖ. 

. »» ■' ^lu itt \\ 'mI< Het oven- 

. :i \ii.ii liohaam met eon 

> .•«•i ii.iuiolijk in do nabijhr-id 

". i .! 1.* iioii lv.»ost:ind. CA. A. 

: 1 i imVii///W/ Siir Tallure 

■. . ■ i .io la i-oiirbe limite en 

■.. . ■ -ii . iiitiiiio. A N. 'J IV 125. 

' 'i' . . I './(/«• Latont h»»ats 

■ -...Uli-. 0. N. SS -JSO. 

. ) ,...i Kvpansiou riirvos 

; • .1 'id'iit'N'». -^ Vrrrtj. Kx- 

. .1 '»,<.'/ Noti* ou thoruio- 

. , . I r r S SS 
,.41 ' ^l,ll■f^ V^n tho ooiu- 

. ; -.1 n'iiiprviituro? at Oinial 
'»■ ; I IS u«» 
, ♦ i.i# Omt do moiT»^- 

-iiiottii.iti bij biurtiro 
'»|iIm» sti»tr»Mi r .V A. 



! 



^7*^ J. J can Laar. De smeltlijoen 
van Ie«eerinsren. C.A.A. 12. 25. 

679. */ PUkH. Über den ZaMsimen- 
hang der .«pezifischen Volumina einer 
FlÜ!:si^ke:t and ihres Dampfes. A.A.W. 

IIMU. •Jl'i 

680. *U. fJrifßwiann. Beitrag zur 
Frage der Erzengun^irswärme des über- 
hitzten Wa;i(senlampfes und sein Ver- 
halten in der Nahe der Kondensatiozu- 
grenze. iL FL 13. 1. 

681. H. A. WiUicn. On convection 
of heat. P.O. PS. 12. 406. 

«82. • J. H. Jfana. On the partition 
of energy in a festem of loaded spheres. 
Q.J. 35.*113. 

683. G. Guglidmo. Intomo ad nn 
modo per agitare un liquido in un r^ 
cipiente chiuso e ad una modificazione 
del termocalimetro. N. C. F. (5,* 5. 408. 

Siehe auch 316: 611; 612; 1114. 

XechADisches Wlrmelquiraleiit. 

684. *G. Guglielmo. Intome ad on 
nuovo apparechio per la determina&one 
dell' ef[uivalente meocanico della caloria 
e ad alcune modificazioni del calori- 
metro solare, del dilatimetro, del termo- 
metro e del psicrometro. N. C. P. (5) 5. 413. 

Spezifische WIrme. 

685. *./. J. van Laar. Über die spe- 
zifische Warme in flüssigem Zustande 
bei niedrigen Temperaturen. BF. 316. 

, 6h6. •./. U. van t Hoff, Einfluß der 
.Vnderung der spezifischen Warme anf 
die L'mwandlungstemperatur. B.F. 233. 

687. *F. Streintz. Die spezifische 
Wärme einiger Schwefelmetalle in ihrer 
Beziehung zum elektrischen Leitver- 
mOeen. B.F. 196. 

Losungen. 

688. •F. ÄicÄarr. Theorie verdünnter 
Lösimgen ohne Benutzung dea osmoti- 
schen Druckes. B.F. 706. 

68{>. J. J. Gatti. Las soluciones di- 
luidas. .V.S.A. 56. 209. 

65H). .1. Smita. Het beloop de oplofl- 
baarhoid<kromme in hed gebied der 
kritische temperaturen van binaii« 
menijseU. CA A. 12. 335: 659. 

«til. • r. Gohischmidt Zur Mechanik 
dos Lösungsprozesses. Z. K. U. 38. 656. 

692. •.4. Juumaiix. Sur la loi du 
dt'phicemont de Tequilibre par des va- 
riatioiis de prossion. J.C.P. 1. 609. 

(«W. *A Korn und E. Strauß. tJber 
eine Beziehung zwischen dem Lösung«'- 



AbhandluBgBiegiBter 1903. 



205 



dmck und der lonisationswärme der 
Metalle. B.F. 277. 

«W. *G, Timof^eff. Über die An- 
wendbarkeit der Nemstschen Formel 
für ein Gemisch zweier Lösungsmittel 
(russ.). J.R.P.C.G. 36. 646. 

695. 0. W. Bichardsan. The solu- 
bility and difPasion in Solution of dis- 
sociated gases. P.M. (6) 7. 266. 

696. C. Barus. On the numbers of 
nuclei produced bj shaking different 
liquids and allied results. A.J.S. (4) 
17. 81. 

697. G. Bruni e Ä. Caüe^ari. Sul 
congelamento delle soluzioni dimorfi. 
R.A.L.R. (5) 13 A. 481. 

Siehe auch 847; 477; 716; 790. 

Augdehniiiig dureh die Wärme« 

698* ^M. Thiesen. Untersuchungen 
über die thermische Ausdehnung von 
festen und tropfbar flüssigen Körpern YII. 
A.P.T.B. 4. 1. 

^d9m * K. Scheel. Untersuchungen über 
die Wärmeausdehnung von festen und 
tropfbar flüssigen Körpern. A.P.T.B. 
4. 33. 

Zustandsgleiehong. 

700. P. Kohnstam. Over de toestands- 
vergelijking van van derWaals. C.A.A. 
12. 948. 

701. H. Kamerlingh Onnes en C. Za- 
krzewski, Bijdrage tot de kennis van 
het '^-vlak van van der Waals. C.A.A. 
12. 886. 

702. J.E. Verschaffen. Bijdrage tot de 
kennis van het i^vlak van van der Waals. 
C.A.A, 12. 69. 

708. • J. E. Verschaffelt. Contributions 
to the knowledge of van der Waals ^- 
surface. C.P.L. Suppl. 6—7. 

704. *A. Brandt. Über den Zusam- 
menhang der Formel von Trouton und 
der Gleichung von van der Waals (russ.). 
J.B.P.C.G. 36. 417. 

706. P. Kohnstam, Over de verge- 
lijkingen van Clausius en van der Wa^s 
voor de gemiddelde weglengte en het 
aantal botsingen. C.A.A. 12. 961. 

706. J. D. van der Waals. L'äqui- 
libre d^un solide avec une phase fluide^ 
principalement au voisinage de Tetat 
critique. A.N. (2) 9. 168. 

707. *J. D. van der Waals. De ver- 
andering yan der g^ootheid b der toe- 
standsyergel^jkinff als quasi-verkleining 
van het molekuiü. B.F. 306. 

708. ^A. Brandt. Über den Zusam- 
menhang zwischen den Formeln von 
Stefan für den inneren Druck von Flüs- 



sigkeiten und der Gleichung von van 
der Waals (russ.). J.B.P.G.C. 36. 409. 

709. H, Happel. Bemerkungen zum 
Gesetz der korrespondierenden Zustände 
und zur Zustandsgieichung. A.P.L. (4) 
13. 340. 

710. J. D. van der Waals. L'etat li- 
quide et T^quation d'^tat. A.N. (2) 9. 1 ; 
J.C.P. 2. 7. 

711. J. D. van der Waals. De vloei- 
stofboestand en de toestandsvergel\jking. 
C.A.A. 12. 82. 

712. P. Ehrenfest. Zur Berechnung 
der Volumkorrektion in der Zustands- 
gieichung von van der Waals. S.A.W. 
118. 1107. 

718. *L. Maquenne. Sur la d^ter- 
mination des points de fusion. B.S.C.P. 
(3) 31. 471. 

714. *J. Siegmtmd. Formel der Tem- 
peraturfunktion für die Druckkurve bei 
Verflüssigung von Kohlensäure. Z.K.I. 
9 139 

716*. *E. H. HaJl The van der Waals 
a in alcohol and in ether. B.F. 899. 

Siehe auch 726. 

Dampfspannung. 

716. J. I. Michailefiko. Über die 
Dampfspannung der Lösungen (russ.). 
B.Ü.K. 1903. b 7. 

717. F. Ä. H. SchreinemaJcers. Quel- 
ques remarques sur les tensions de 
vapeur des m^langes temaires. A.N. 
(2) 8. 396. 

718. *K. Scheel. Über die Spannkraft 
des Wasserdampfes unter 0^ V.P.G. 
6. 287. 

Siehe auch 484. 

Kinetische Gastheorie. 

719. J. H. Jeans. On the kinetie 
theory of gases. P.M. (6) 6. 720. 

720. S. H. Burbury. Note on Mr. 
Jeans letter in P. M. (6) 6. P. M. (6) 7. 467. 
— J. H. Jeans 468. 

721. *J.H. Jeans. A general dyna- 
mical theorem and its application to 
the kinetie theory of gases. Q. J. 36. 209. 

722. *F. Henrich. A mechanical 
model to illustrate the gas laws. J. P. C. 
8. 361. 

728. H. Nagaoka. On two constants 
A^ and A^ in the kinetie theory of 
gases. N. 69. 79. 

724. *N. Schüler. Einige Bedenken 
gegen die Theorie der Entropiever- 
mehrung durch Diffusion der Gase bei 
einander gleichen Anfangsspannungen 
der letzteren. B.F. 360. 



SOS 



AbhandlDiigsrf^giater 1903. 



J26. *M. Smoluchomki. L^ber Dn- 
regelmäßigkeiten in der Vert«ilaiiK von 
(iasmolekülen und deren EioflaB aaf 
Entropie and ZustandggleicbuDg. ß.F. 
636. 

72(J. 'H. Ä. Lortnti. Bemerkungen 
zum Virialtheorem. BF. 731. 

r27. 'H. Kayser- Zar Temperatur- 
beBtimmung etrahleiider Gase. B.F, 38, 

Wärmeleltnn?. 

128. 'ff Lfiurictlla. Sali' integraiione 
delle cquaidoni della propagazione del 
ealore. M.S.U. (3) 12. 123. 

7i».'J-;.Rogmsti. Über die W&nne- 
abgahe von SilberdrUhtcn, weli^be unter 
Wasser durch einen elektriBcben Strom 
erhitet werden (rasi.). J.B.P.C.U. 31. 

421; 36. 1U6; 176. 

Siehe auch 880. 

WOrineiitrafaliint;. 

780. Ji. I'ringslieim. (jber die Strah- 
lunsBgeeetKe. A.Gr. (3) 7. 23G. 

Jai. •£, Buckingliam. Note on the 
dednction of Stelan"« law. P.B. 17. 377. 

785. J. Larmor. On the intenaitj of 
the natural radiation from moving bo- 
dies and ita mechanical radtation. P.M. 
(G) 7. 578. 

788. • F. JlcuciiÖlirl. Ztir Theorie der 
Strahlung bewegter Körper. A.A.W. 
ItJIH. 226. 

734, *M. Alrriüiam. Der Lichtdruck 
auf einen bewegten Spiegel und das 
GeaetK der echwarzen Strahlung, ß.F. So, 

786. "G. TT. SU^caii. The apectral 
onerg; curve of a black bod; at room 
temperature. P.R. 17. 476, 

78«. 'A. L. Day and C. K. cm Ocsf- 
rand. The black bodj and the measu- 
rement of extreme temperature. A.J.C. 
19. 1. 

787. D. Paätti. Paragone fra ie la- 
diadoni altiniua e temiica del iwle u 
Caatelfranoo V, nell' estate del 11)03. 
a.A.L,B. (5) 12B. B70. 

788. E. Nichoh und W- M'. Cohlenlz. 
Über Methoden zur Messung strahlender 
Gneigie. F.Z. 6. 14, 

789. 'C.Firy. L'applicatiou des lois 
derajoiinement älapjromätiie, B.ü.O. 
14. 911- 

Siehe auch 737; 1256, 

IV&rmoniessnng. 

740. H. Ale. Über kalorimetrische 

Messungen an flüsaigem SauerstoET und 

Üiissigem Stickstoff. A. P.L. (4) 13. 1010. 



741. 'W. Jaeger aad H. i 
Erhöhung der Kalorimetrisdiea MeS- 
genauigkeit durch Anwendung von Pll- 
tintbcrmometera. V.P.G. G. 363. 

742. * — . Pjrometre ä absoipüos. 

J.p. (4)3. sa. 

Siehe auch 736; 739; 1865 

GlehtrlzItBU 

Siehe 81; 250; :J33; 331; 31&: Ui 

E lektrizl tiÜHerregnng. 

743. *ff. Mariinelli. Elettriizazioiia 
di alcnni diele ttrici amorfi mcdiaste . 
compressione. N.C.P. {ö) 1. ais. ^^^J 

Siehe auch 446; 146. ^^^| 

ElektrosteUk. ^^| 

744. W- Feufiwr. Zwei elekfc* 

i>totisi:he Sätze. S.O.U. 1903. 6G. 

745. 'W.Fmßney. Über 2 S&tte d« 
Elektrostatik. B.F. 537. 

746. M. Canlone. Sülle recenti A- 
cercbe di elettrostrizione. B.I,L, (l) 



iJlectriqne d'un milien hamogene •( i1- 
limiW. B.F, IS, 

748, • F. BjerhuK. ElektroBtatiwIi», 
magn etischeundhyd rodynanÜBche Oraot- 
tt^chenbedingnngen. B.F. 466, 

749, T. Levi-Cwitä. Sopra an piD- 
blema dt elettrostatica che iateieai 1* 
costcuzione dei cavL R.A.L,B.(6)lIA. 
376 

liO.'l'.H.ThomaK. Static discbug» 
in electric circuits. J.F.l. IGG. 4!iS. 

751. *J. A. Fleming aad It'. C.Ciwilw. 
Ün the measuroment of »mall captcilic* 
and induotance». P.P.S.L. 18. aB6. 

753. J. A. Fleming. Note on the 
meaaurenieiit of small inductaucw »a 
capacities and on a Standard of iiioU 
inductauce. P.M. (6) 7. 686. 

758. G. F. C. Stark. On the »Ira- 
lation of capicities in terms of ihe w- 
efGcieots of eiectrostatic inductinn, f- 
O.P.S, 12. 378. 

läi.S.Ga-diim. Die Messung kleinw 
Kapazitäten mittels einer meBbai ""»- 
änderlichen Norm alkapazi tat F.Z.fi.i^- 

765. 'E. W. Banus. On the ci»* 
cients of capacit; of S spheres, Q-^' 
36. 156, 

75«. *G. H. Julius. Sur l'AjuÜili« 
entre la self-iaduction et la cap»«'* 
lälectroatatiqne dans un röaean de c»W** 
" A.I.E, 1901. 637. 



Äbhandlnogsregister lilOS. 



207 



I 



K7.*B.M.Mae<lonald. Electricradia- 
tioQ from coudnctora. P.L.M.S. (2) 1, 459, 
Siehe auch 295; -290; 793; 613; 9U; 917. 

Eondnktaren. 

Siehe 623; 886~gg8, 

ElektrlBcher Fanke. 
758. *J. Semenoe. Le mouvement de 
Ift iDBtifere Aaxa l'ätiiiceile flectrique. J. 
P. (4) 3. 126. 

769. A. Hagt-nbadt. Über den Doppler- 
effekt im elektrischen Funheii. A.P.L. 
(1) 13. 362, 

Siehe auch 573; 760; 788; 877. 

KondenBatorcD. 

760. J. Zenneck. Die Abnahme der 

Amplitude bei KoTidensatorkreiseu mit 

Punkenatreeke. A.P.L. (i) 13. 823. 

Siehe auch -144; 810; 832; 882; 883; 1165. 

SielektriittBt. 
7«1. /. /. A'ossonoooü. Über Jie Dielek- 
tiika (ruBH). B.Ü.K, 1903. b (3. 

765. W. Sutheiiand. The Dielectric 
upacity of atomH. P.M. (G) 7. 402. 

768. E. BiratiJ. Coh^sion di^lectrique 
de Targon et de seg m^langes. C.It. 
' 138. 616. 

784. W. Suthfrland. The Crtmien- 
Btadez discovery. P.M. (ü) 7. 406. 

766. *F. Maccarmie, Conducibilitii e 
ritwdo di polaritKwtiotie dielettrica. P. 
tP.P. 6. 167. 

76«. W, McK Ott. The inipowi- 
bilitj of nndamped Vibration iti an un- 
bonnded dielei^c. P.M. (S) 6. 673. 

767. 'J. KosstynoguB. Experimentelle 
Methoden cur Bentimmuitg der dielek- 
fcritchen Koefflzienten. J.B.r.C.G, 30, 

aai. 

Siehe auch 743; 919; 926; 'J26. 

DlelektrlzltltskonsUiite. 

368. • U. Sehn a. F. Kiebitt. BcBtim- 
moDg der Dielcktricitätskonetiiute von 
Eii in flüga iger Luft mitschnellenSchwing- 
angen n»ch Drude. B.P. 610, 

56». B. E. Jiggers. On the dielectric 
constanta of aolventa and aolutioni). J.P. 
C. 8. 14. 

770. -U. ScMuHdt. The dielectric oon- 
itanUof aomeinorganic aulventa. J.P.C. 



. 1S2. 



Elektrodjuuitik. 



771. A. tK. Coweai/. A new fonndation 
für electrodynamics. T.S.D. (2} 8. 5«. 



S73. H", Wien. Über die Differential- 
gleichungen der Elektrodynamik für he- 
wogto Körper. A.P.L. (4) 13. G4I, 693, 
D.V.N. 75. 83. 

778. Ä. Bartoli. Su la tfaeformaziDDe 
in correnti elettricbe delle radiazioni in- 
cideati sopra una euperficie ri&ettente in 
moTimento, B.A.L.R. (5) 12B 346. 

774. V. V. Nikotarv. KazDOTidnosli 
elektrodinamiiegkago ottalkivani,ja (Die 
veraehiedenen Formen der elektroilyna- 
mischen Abatoßung). M.E.P. 1901. 117. 

775. 'L. R. Wtlberforce. Note on an 
olementary treatment of conducting net- 
würks. P.P.S.L. 18. 384. 

77«. *P. G. Nutting. The diatribution 
ot'motioninaconductinggas. P,K. 17,261, 

777, 'J. Start. Elekbiacber Moaaen- 
transport in Qaaen, DruckerhShnng an 
der Kathode. B,F. 899. 

77H.'H.Fellat Du rOle deBCorpusculea 
dftDB la formation du faiBceaux anodiqnea 
de» tubea ä gaz rariÖö. B.F. 150. 

77», /.. Mundehtam. Zur Theorie des 
Br&unselien Senders. P.Z, 6. 246. 

780. * A. Koenig. Procödö graphique 
pour deduiro Ica ^quations lileetromi^tri- 
que«. E.T.A. 20. 1837. 

Siehe auch 1341. 

EUktrischeü Poteotlat. 

ISl.H.r.Bames. The fall ofpotential 
mcthod aB applied to the meaaurement 
ol'thereaiatanceof anelectiolyteinaction. 
P.T.R.8.C. (8) 8, 136, 

782. "/f. Starte. Über den Potential- 
verlauf bei der unaelbatändigen Elektri- 
zitätsleitung durch Gase fQr den Fall des 
SättignngBstromeB. B.F. 667. 

788. *J. Moser. Wie iatpoaitive Elek- 
trizitilt mit negativem Potential und 
negative Elektrizität mit positivem Poten- 
tial leicht dar- und vorzustellen.? B.F. 
71Ü. 

784. '0. Berg. Einige Verauche über 
das Elektrodenpotentiul von Entladunga- 
röhren. B.F. 798. 

785. *S. N. Taylor. Potential pheno- 
meua in vacuum tabes during the pro- 
duction and int«miption ot electrical 
diacharge. P,K. 18. 821. 

7Sa.*F.ICj:aera. R.Hofmann. Übet 
ilie Potentialdifferenzen der Metalle in 
iouiaierten Gasen. B.F. 600. 

787, *A. Schütter. A f^mek potentiäl- 
kaiömbaegöröl (Über die Potentialdiffe- 
reuz der Metalle). M.T.E. 19. 434. 

788. F. ÄtWer. Ül>er das Funkenpoten- 
tial in Ci, Br und He. A. P.L, (4) 14, HB. 
äiehe auch 792; 8ü5; 931; 1093; 1187, 



AbhiuidlDDgsre^iBter 1903. 



ElektrlslUteleittinr. 

J8B. • G. »■- Willkür. On some prob- 
iems iothe djAtributiouof agas. B.F. U'2. 

790. jR. Hotking. Tbe electrica! con- 
iluctivit; and finidlt; of solutioDs. P, H. 
li) T. 169. 

791. 'E. Marx. Chet die Elektriii- 
UUleitnnK in der Flaiamc V-P.G 6-iai. 

7S2. 'ä. Starke, über den PoI«ntial- 
rt-j-lauf bei der EleklrixitStileitung durch 
Uaae, insbeRondere der FUmmenleilung, 
V.P.G, 6. 304- 

798. W. V Nicolnjea. Über die wich- 
tige Holle der elektnscben Leitfähigkeit 
auf dem Gebiete der Elehtroitatik. P.Z 
r>. 169. 

FllUe elektrischen LeitvemiGgei 

and die KontinuitAt derselben ßr alle 

Aggregatzustände. N.R. lU. 684. 

3»&. *H. Slarkt. ühet die Elektrizi- 
atsleitUQg in der Flamme. V.P.G. G. SS. 

3»e. •£■. Merria and 0. M. Stewart. 
On the oonduotiTity produced in larified 

res by an incandescent kathode. P. 
18. 289. 

I B7. ■ P. K. Hobiiuson. Some further 
e»l*rimeutewithlbecohei*r. F. K.I7.2Bfl, 
798. A. F. Fisch. Recherthes sar les 
•-nntact» iiuparfaitti. J.F. (1) 3 36«i. 

'09. *H. Starke. Über die unipolare 
Wtuug in Gasen. V.P.G. a. 371 

•0. Lehmann. Das Vaknum als 
. B.F. 487. 

'A. Campbell. Meaiuiementi of 
1 nMiatanccs. P.P.S.L. 1». 4HU. 

. •Ä'. Hagen u. H. RubenM. Etnis- 

•tonavormligen und elektrische LeittUhig- 
koitdorMotalllegieruDgeu. V.P.G, 6.1'ii. 
HÖH. *.S'. /.HJraiKi. InSuenza della preg- 
Mouo aullu rvsistenia elettriua deimetalli. 
N.O.P, (fit 6, 305. 

804. 'A TanaiaiUite. Electric resis- 
hMn> of a plane elliptic plate placed in 
« hwnoKeuuas medium of infinite eiteut, 
«Tttaace of tlie plate itself being 
oompared witb that of the 
E.S.T. 1901. 585, 
WU 087 ; 77ß ; 776 ; 7»3 ; 87ü— 881 ; 
»81; 88Ü; 939. 

Klektrischer Strom. 

' K Jiihitkr.. Eine einfache An- 

ilrr Vektorrechunng auf die 

» i(*t verilnderlicheD StrOme. B. 

* !•" v^t ßay, A eiperimeut rela- 
>. w* application of Lagranges 

T^^ WKtiou to electric currents. 



BOT. E. Rifdu. ÜberiAheraitgxniü« 
ges&ttigte StrOme zwischen plaupanlleleu 
Platten. N.G.G. 1903. SS6. 

808. *A V. Baecklund. Ober elek. 
Iriücbe Ströme in syUndriachen Lettern 
B.F. 224. 

809. B. niedre. IJber nahezu gesättigten 
Strom in einem von «w«?i kooEentriichen 
Kugeln begreniten Luftranme. N.G,*i 
19CI3. 149. 

810. G. Mie. Der elektrische Strom 
iii ionisierter Lufl in einem ebeneii Eun- 
denaator. A.P.L. (4) 13. 8fi7. 

811. *Oorhino. Correnti trifasl 
A.A.E.I, 7, No, 4, 



Sli. * E. Gehrcke. Eine einfache ■ 
tkode sor Bestimmung desHtromrerlML 
hochgespannter Wechselströme. V.Rfl 
6, 176. 

815. W. Sfroud aud J. ff. OaUs. 
the application ot alteruatiDg caneDU 
to the calibration of capacitj-boies isii 
to the compariaon of capacities aod in- 
duclancea, P.M. (6) 6. 707. 

8U. ir. McF. Orr. Kote od the 
radiition from an altem ating circolu 
electric current. P.M. |6| 7. 336, 

816. .V. Wien. Über'den Durcfagu« 
schneller Wechselströme dorch Diaht- 
rollen, A.P.L (4) 14. 1. 

81G. »B. B. TFiHianwoH. Powentes- 
t^urement on alteraating current ciicuJtf 
E.R. 13, ai7, 

817. *Jliotici et P, Jantt. Measoriiig 
ofverjlargealtematingcnrrenU. B.S IE 
3. 56. 

818. »G. rarini, Sopra nn naoTo ne- 
todo di misura della freqaenza di otii 
corrente altemata. B.S.N.N. 16-lT 



Siehe auch 188; lläOi 1151. 



GalTuiisclie Polarisatioii. 



819.»i/ GroMi. Teoria della poU* 
zazione galraniea. G.CI. 33. 191. 

820. E. Roihe. Snr 1b polariistioD dw 
^lectrodes. Ä.C.P. (8) 1, 816, 

821. £. itoffce, Polarisation de« f»«- 
trodes de platine, d'or et de palltdinK' 
A.C.P. 18) 1, 389. 

822. ^A. Boret Sur la polaris»*'«' 
rotatoire magn^qae du quarti. A,S.v 
(4i 16. S4; 157, 

Siehe auch T<>5. 



i 




Abhandlun^^äregister l'JOS. 



209 



El«kferiMke SehwinKUDgeu. 

8i8. *V. X. Lebedingkij. U nekotorych 
dpoeobach iayiei^ia elcctriceskich kole- 
liiuiij T provodnikach (Über einige Me- 
thoden zur UnterauciituiK der elektrischen 
SchwinguiigeQ tu den Konduktoren]. M. 
EP. !901, 116. 

8Ä4. 'A. Batulli e A. Magri. Sülle 
scariuhe oBcillatorie. P.l.P.P. 6. 3. 

825. 'A. SaUeUi e L. Magri. Lea 
d<^chargea OBcill&toiie«. A.8.Q. (4) 16. 
6; 13a. 

82C.ÄÄ, Willarda.udL.E. Ifuodman 
A study of tbe radiations emitted b; a 
Eighi Tibrator. P.Ä, 1». J. 

Sät. 'B. Walter. Photog^phiBche 
Abbildtuigeii elektrucber Schwingungen. 
B.F. 647. 

828. R. E. F. Schmidt. Iteflouaoz 
ctektrischeT Schwingungen, A.F.L. (1) 
H. 88. 

82V. *M.Fidd. ßtndeoBcillographique 
des phänom^aeB de räeonance daud les 
circiuta ^ectnqoeB. B.8.I.E. (2) ij. 35S. 

880. K. Simons. Die Dämpfung elek- 
trischer Schwingungen durch eine Fun- 
kenatrecke. A.P.L. [i) 13. 1044. 

881. W- Md. Orr. On the impoa- 
aibility of undEunped Tibrations in au 
unbounded dielectric. P.M. (6) 6. 6G7. 

$S2. *H Schuh. Demonatratian der 
Abhängigkeit osiillatoriscber Eondenaa- 
torentladungenvomWideratand. Z.P.1T6. 

833. P. Drude. Demonatraliün einiger 
HeBapparate für elektrische Schwing- 
ungen, P,Z. 4. 734; T.P.G. 5. 294. 
Siehe auch 883; 8ä3; UIÖ. 

tl Elektrische WeUen. 

L 8IM. O. HeaBtside. The andiBtorted 
eTlindrioal wäre. N. (j8. 54. 

886. *C. E. Curry. A pecnliej; cUbb 
of wftves. B.F. 282. 

836. 'Lord Rayleigh. On tbe bending 
of waves round a apherical obBtatl?. 
P.RS.L. 7ä. 40, 

887. *A. TroKbridge e L. Amaduzzi. 
Influenza delle onde elettromagnetiche 
e reazione del circoito eul getto a mer- 
enrio di Lippmann, N.CP, (6) 6. i'i'l. 

888. *E. Drago. Snlle oppoate vari- 
aiioni di reatstenza dei coherer a peios- 
sido di piombo per influenza delle onde 
olettriche, N,C,P. (6) 8. 1B7. 

888b. L. Hermann. Über elektrische 
Wellen in Sjatemen von hober Kapazität 
and Selbstindaktion. A.P.L. (4)2, S33, 

888. T. li. LyU. Preliminary account 
-' - e-tiBC«r and analjser. P.M. (6) 



. 549 

ZMuobrili I. llkUumi 



840. •C Nordviann. Le rajonnement 
hertiien du aoleil et l'influence de racÜviU 
Bolaire sur le maguiitiame t«rreBtre. J.P. 
(4) 3. 97. 

841. 'G. Abragam. Mak«vellevskoe„V"' 
(Über die Messung der Maiwellachen (Je- 
schwindigkeitl. R.P.W. 9. 145. 

8«ft. M J. Pupin. Electrical wave 
tranemisfiion. T.A, 14. S'J, 

Siehe auch 403 ; 906. 

Ionen, nnd Elektronenttaeori«. 

»ii.* Allen. Ions or electrona, P.P. 
S,G. 34. 

848. 'G F. Filc-Dierald. Teorija 
ionov (lonentheorie), R.P.W, a. 33. 

8(4. *E. F. Roebtr. Les propriöt&i 
thiioriques dea iona en aolution. E. C.l. 
1. 490. 

845. 'E. F. Boeber. Theoretical pro- 
pertieBof üroe ions in XDlutions. T.A.E.S. 
4. 159. 

84tt. J. S. Toicnsend. The chargea of 
iona, P.M. (6) 7. 276. 

äil.A.SiJtuMer. On the rate at which 
iona are generated in the atmoapbere. 
S.P.M. 48. Nr. 13. 

848. M. K. Mac Clung. The relatioa 
betweeo the rate of reoombination of 
iona in air and the temperature of the air. 
P.M. (6) 6, 655. 

849. O. W. RicbardsoH. The theorj 
of the rate of recombination of iona in 
gaaes- P.C.P.S. 12. 144. 

850. J. Stark. TheoretiHche Bemer- 
kungen ziir loniBatian von Flammen. P. 
Z. 5. 83. 

8Ö1. 'A. Righi. Sul moto dei ioni 
nel campo elettrioo. Ü.F. 730. 

852. 'H. Mocfte, Zur Definition der 
spezifischen lonengeach windigkeit. B.F. 
137. 

853. *E. R. V. SehteeUaer. Über die 
apeziflache Oeachwindigkeit der Ionen in 
achlecbtleitenden Flüissigkeiten. A.A.W. 
1904. 193, 

854. 'E. Rieche. Elektrische Strömung 
in einem ionisierten Lufträume der von 
2 konzentrischen Zylinderflächen begrenzt 
iat B.F, 168. 

!$55, J. S. Tovmsend. The geneaie of 
ions by the motion of positive iona iu a 
gas and a theorj of theeparkingpot«ntiaI. 
P.M. (6) 6, 698, 

856. '.A. Riyhi. SuUa ionizzazione 
deir aria prodotta da on punto elettrico. 
N.CP. (5) 6. 326. 

85J. * J. Stark. Venuch über die loni- 
aierang durch den Stoß positiver Ionen. 
V.P.Q. 6. 104. 






Abbandluogarcgiater 1903. 



858. J Stark, loniöierung dnicb den 
StoB negativer loneu von cri übender 
Kohle. P.Z 6. äl, 

85». • 0. Lodge. Die Elektronen (tusB), 
EP. 1903 113; 141 

»M.' G.Jäger. Üb« dieElektroneu- 
theorie. V.V.F-D.W. 8. 161. 

SÜU'CuTjnm. Elettroni, C.E.M. 20. 
Sept.— Okt. 

862. K. Schwär MChilii- ÜUr die Be- 
wegung des Elektront, N.G.(j- 1903. 246. 

868, C. llut\ge. Cber die elektromag- 
ueÜBche Magse der BlektroneD, N.G.G. 
1903. 3se. 

861. *A. W. Qmicay. The field of , 
force due to a moring electran. F.L. ' 
H.S. (a) l, 154. 

8(15. £. Kühl. Über das innere Feld 
der Elektronen, Ä.P.L, (4) 18. 770. 

806. P. Herti. Kann giuh ein Elek- 
tron mit Lichtgeschwindigkeit bewegen? 



P.Z. i 



109. 



867, *if. A. Lorents. Bemetkangea 

aum Virialtheorem U. B.F. 726. 

868, 0. Hetttüide. The radiation from 
au electron dcecribing a ciicular or ellip- 
tic orbit. N. ß9. auM; 342. 

86». Ä'. KaeSiUr über die durch 
Waflterfälle erzeugte LeitlUhigkeit der 
Luft. A.P.L (i) 12. lila 

STO, A. Schuster. On the number of 

electroQB coDTejing the condnction cur- 

rents in metaU. P.M. (S) 7. 161. 

Siehe auch 803; 7B6; ÖtO; 881; US]; 

1087; 1090. 

ThennoolektriiiUt. 

871. O. ßeaviaide. Extension of Kel- 
vins thermoeleetric tbeory. N. C8, 78. 

872. A. Vpmark. Termoelektriak hys- 
teresia. A. U.L. 8a, No. 4. 

978. *R. Meu'n. Uie direkte Umwand- 
lung der VerbrennungB wärme in Elektri- 
wtttt. K.L.D. J. 128; 191. 

874. B. C. LatBs. Experiments on the 
Thomson effect in alloys of biamath anü 
tin. P.C.P.S. 12. 179. 

875. * E. <r. Baitgenieein. Änderung 
dea PeltderefiekteH mit der Temperatur, 
A.A.W. 1904. 31. 

876. S. C. Law». The Thomson effett 
in allojs of biimuth and tin. P.M. {6} 
7. 66it. 

8J7. 'A. Maresca. Fenomeni termiti 
delle acintille nei liquid i iaolauti. N.C.P, 
(&) fi. 316. 

878. •£. £ou(i/. Cohöflion dielettrique 
dcB gtu et tempifrature. J.P. (4), 3. la. 

87». A. A. iVoj/f* and W. D. Coolidge. 
The electrical cunductivitj of aqueoua 



It^lII 

r ^m 

Irfütar^ 



NoIotioDB at higli tempeiatore«. 
.19. 163. 

880. '0. Oi-o/Jmann. Dber die Be- 
ziehung iwiathen dem thermisrhen 
LeitungaTermögen und der elektriacbai 
l,rf;ilung8fS,higkeit »on reini •- ■ ■■ 
und Legierungen. V.P.G.Z. _, ,. 

881. 0. W. Ridiardton IVj 
einem Vakuum durch erhitit« Leiter 
erteilte LeitfÄiiigkeit, P.Z. 5. 0. 

mi. R. Lindemann. ÜLer die WAinib- 
wiikungen OBsillatoriscber Kondensator- 
entladungen im primären und aekundben 
Kreiae. A.P.L. (4) 12. 1012. 

888. ' A. Mnrrtca. Sulla eneigi« 
STolta della scarica oscillante di im 
condenaatore nei tubi a Tnoto. P.LF.P. 
6, S5, 

884. 'A. Bamini. Süll' inflnen 
della tempern tura uella conducibiliti 
elettrica del sodio N.C.P. (61 6. M. """ 

885. 'A.Bernni. Suil' influeneadf** 
tempcratnra nella condacibüitä etettr 
del potaasio. N.C.P. (6) 6 

880. 'A. Co.aeiol. Sülle legm i 
distribuzione delle temperatute '■' ■■ 
gime »tozionario nella seEione c 
di un conduttore ciliudrico on 
ed iBOtropopercorBo da corrente. L. E.S 
20, 6S4. — 6. Grausi 610. 

887. *G. Crivellini. iücerca Mi 
temperatura d' equilibrio di un coiulnl- 
toru Bottomeaao all' azione di une or- 
rcnte elettrica. L.E.H. 20. 389. 

888. 'D. Gnuti. Tempetatute di m 
conduttore percorso da corrente elettric». I 
L.E.U. 20. 420 I 

88». P. J. Kirhby. The effeut of UM I 
paeaage of electricity tlirough a miitan 1 
of oxygen and hy<&ogen at low pW- 1 
Hurea, P.M. (8) 7. 223. I 

8»0. J. BermUm und A. rgcftwuiak | 
Über dag thermische Verhalten des »l« 
triscben Organa von Torpedo. S.A. 
1904. 301. 
Siehe auch ÜBG; 729; 791; 796; IJ 

Elektriiiiatitnioitiiiiiig. 

Siehe 7&I; 762; 780; 781; 801. 

HaguetlHMiis. 

91(1. • V.Lo Vetere Gallo. 11 mag 
tiamo aecondo le teorie moderne. 
■->. 17. 

8»2. *A. Scimidt. Daa ms^etli 
Feld. Z.P. IG. 861, 

898. B. M'aUer. über die Stefan» 
Theorie starker magnetischer Feld« 
A.P.L. (1) 14. 106. 



AbbBntilutigRvetr'stpr 1S03. 



211 



i 



8H. 0. W. Walker. On Btrcssea in a 
uiBgnetostatic field. P.M. (6) T. 3US. 

885. F. Kotiieek. Eiuftche Herleitnng 
dei Formeln fOr die Deformation eines 
ferromagiieti sehen Drahtes im Magnet- 
felde, A.P.L. (4) 14. 177. 

896. J. J. Thrnimm. The magnetic 
proi>ertieä of ijatems of corpasclea de- 
eciibing circular orbita. P.M. (6} 6. S73, 

8»J. P. Wei/J. La notion du travail 
appliquäe ä raimantatioii des cristatix. 
C. R. 138. 35. 

888. *P. Weiß. Le travail d'aiman- 
tation des Ciistaux. J.P. (i) 3. 13-1. 

899. J. Zaäiarias. Macbweie mecha- 
nischer Torgänge als die Ursache des 
Hagnetiamas. D.V.N. 76. 46. 

»00. "C G. Knott. Magnetiiation 
uid reeietBnce in nickel at high tem- 
peraturCB. B.F, S33. 

OUl. £. Walter. Uaguetiache Ab- 
lenlmageTennche mit Röutgenstrahkn. 
A.P.L, (4; 14. U9. 

»02. 1: E. Shate. The magnetic e»- 
pansioD of some ol' the leas magnetic 
metala. P.E.S.L, 73. 370, 

90S. C, A/aitrai'n, Sur lea propri^tts 
uiaRD^qaeB des pondrea de fer et l'ai- 
mantatioQ spiScilique ä Saturation. T.S. 
U.E. 3. 806, 

»04. *n. Kiihfuhl Magnetische Mea- 

«angen nach absolutem Maße. Z.P. 17. 1, 

Siehe auch 403^ GOS; 748. 

I UfstcreBls. 

■ Mö. *C. Maurai». Etade et com- 

" ttaiaison des proc^däs de r^duction de 

■"h^st^reBis inagnctique. J.P. (4) 3. 417, 

»06. 'A. Sdta. Sensibilitä del ferro 

.de etettriche nell' ist^reei mag- 

netoelastica e aul detectoi magueto- 

«Ustico. N.C.P. [b) 6. es, 

MagvetoHb'lktlo n • 

»07. F. Koldixk. Itlier Magneto- 
itriktion. A.P.L. (4) 13. 1. 

908. S. Garm. Magnetostriktion ferro- 
maguetiaeber KDrper, A,P.L. (4i 13, 634, 

VU». H. Nagaoka and A, lluiida. 
Magnetiuition and magrietostrictioD of 
nickel steeb containing differcut per- 
centages of nickel. J.ILT. 19 No. 11. 

Elektro magrneUsmos. 

»10. * W. Ponga. Elektromagnetismus. 
A.n.S. 13. 207. 

»11. *S. P. Viomptmt. Ob energii 
elektromagnilDOJ «iatemv. ME. F. läOl. 
1S9. — V. Subbotin 517. 



»12. *D. StBcrini. L' elasticiti'i dell' 
eteie nei fenomeni elettromagnetici. 
P0I.M. 1901. 8S3i 449; 646. 

»18. K. H. Weber. Erattlinien- 
wanderung als ürnndhypotheae für die 
Maiwell-HertzBche Theorie. V.G.H. (2) 
7. 633. 

»14. * J. Fitlieiiwald. Über die mag- 
iieÜBchen Wirkungen bewegter Körper 
im elektrostatiachen Felde. A.P.L, (4) 
13. 919. 

916. 'E. KtAl über die elektro- 
magnetiachen Feldgleichungen innerhalb 
bewegter elektrischer Masaen, BF. 67R. 

»1«. *F. Ehrenhaft. Die elektro- 
magnetiüchen Scbwinfmngen dea Rota- 
tionBellipsoida. A.A.W. 1904. 26. 

917. "P. H. Thomm. Static diachar- 
ges in dectric circuita. J.F.I. lAG. 3S7. 

918. G. Picciati. FIubbo di energia 
e tadiazione nel campo elettromagnetico 
generato della cüuvezione elettrica. 
R.A,L,E. (ß) 18A. 384. 

ülö. G. Picciati. SnU' influenza dei 
dielettrici solidi Bul campo magcetico 
generato dalla convezione elettrica, R. A, 
LR, (5) ISA. 181; 22«. 

»20. 'J. F. Met/er. Electric con- 
vectioii. J.F.I. 160.453. 

981. • r, Cremieu and U. Pendei: On 
the magnetic effuct of electric convection. 
P.R, 17. 385. 

9S9. 'P, N. Lebedev. Skala electro- 
maguitnjch voln v ethire (Skala der 
elektromagnetischen Wellenlängen im 
Äther). R.P.W. 2. 4»; 217. 

928. F. Hinatedt. Quantitative Ver- 
anche ijber den Rowlandeffekt. A.P.L. 
(4) 13. 100. 

924. P, V. Bevan. A lectnre oxperi- 
ment to illuetrate the effect of a atraigtli 
cutrent on a magnetic pole, P.C'.r!s, 
13. 312. 

925. F. EoMifl: Über die pondero- 
njotoriflchen Kräfte, welchen ein homo- 
genes Dielektrikum in einem veritnder- 
lichen elektiomagnetiBchen Felde unl«r- 
worfen iBt. P.Z. 6. 46. 

9iÜ. R.Oans. Die ponderomo torischen 
Kräfte, welchen ein homogenes Di- 
elektrikum in einem elektromagnetiuchen 
Felde unterworfen iat, P.Z. 6. 163, 

027. T. Levi-Civitä. Sul campo 
elettromagnetico generato dalla traa- 
lazione nniforme di naa carica elettrica 
parallelomente ad un piano conduttore 
indefinite. N.C.P. {&) 6. 141. 

928. G. Bakhr. Die Faraday-Mas- 
wellschen Spannungen. A.P,L.(4)1S,662. 

»2». •0-M.Curbino. Sulla prodnrione 
di cnmpi rotauti per meazo di oorrenti 



AbhaniUntigEregister 1903, 



w. 



di ■«uica sintuoidali nnorzat«. N.C.P. 
i,b) 7. 1-5. 

080. I)'. B. e. CiMdnot}u)Jcski. Duk 
Verhalten beweglieher aylindriatlier 
ßiseiikerDe va DoppeUpulun; «in Ünilmg 
XQT Theorie der Diffeieuti&lbogeul&iiipe. 
P,Z. 6, a()&- 

»81. *E. r. Whxltaker. ün an ei- 
jireeaion of the electromagnetic Seid 
(lue to electroDB bj raeans of two acalar 
Potential fanutioQg. P.L.M.». (2) i. «67. 

»82. 'A. Bantt. DuddeU Circuitg. 
L.K. 13. 1. 

9iit.*G.Granqaüt. Über die Periode 
und die PbaaeuditTerenx zwischen Strom 
lud Spauouug im aingenileu Flamm en- 
bogen. B.F. 298. 

»84. U. Barbjtc über die galvano- 
magnetiacheu imd tfaenuomagnetisrh^ 
Effekte in Antimon und Wiemuth. A.l'. 
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Zur TorBionsfeetigVeit. 



Zur Torsionsfestigkeit. 



Von L. Hesskbkih; 



1. 



Die Achse des auf Torsion zu berechnenden Stabes sei in die 
j-Acbse des Koordinateiisvsteiiies gelegt. 

Die Bereclinuug des Stabes auf Torsion, bezw. die 
der Komjtoneiiten r^ \nn\ t der tangentialen Spannung') 
^-Achse senkrechten Qnei-achnitte erfolgt dann iu den techuiseheu Lebr- 
biiehem auf Grund der Formeln: 



Bestimmung 
n einem zur 






J 



-0, 



t(/--o, 



M,+ßr.. 



•»)''/■- 0, 



wobei M, das Torsionsnioment bedeutet, und wo die Integrale in den 
Gleichungen (2) bis (4) Über den gunzeii Querschnitt auszudehnen sind. 

Die (ileichung (1) ist hergeleitet aus den atigemeinen Gleichungen 
der Elastizität, die (ileichuugeii (2) bis (4) ans der Bedingung, daß 
die äußeren Kräfte mit den Spann ungskräften im Gteichgewicbt stehn. 

Zu den Gleichungen (1) bis (4| tritt dann noch eine Grenz 
bediugung hinzu: 

Ks niuü HUI Rande des Querschnittes die resultierende tangentiale 
Spannung 



t) El aiiid hier die Be7«idinnugeii ei'tiKelmltcti, die sit^h in der Feiitigkeitii- 
l«hK viin Grasbof linden, r^ ist aomit die Koiuponeute der SpuuDuug iu der 
Biohtung der y-Achse, t, diejenige in der UicLtuug der x-Achae, Nach den Rp- 
seiehnangeu der aualytischeu Mecbuiik von Kirubhoff würde sein t ^ Y 

; - X. 

ZaiiKbnn f Haihiiniiik u. Piijiik ülbidii. 1904. s.H*n 15 
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welche mit der :r-Acliae den daroh die Oleichung 
(li) '8 « - ;^ 

bestimmten Winkel u einschJieöt, in die Tuogente der Kandkarve dt^ 
Qaerscbnittes fallen. 

Die Beatimmnng von r, und i^ erfolgt in der Weise, duS »er- 
suchsweise t^ und r^ als müglicbat einfache Funktionen von j- und y 
ünf^euommen werden, die derartig zu wählen aind, daß durch dieselben 
fQr spezielle und zu bestimmende Werte der Konstanten sämtlichen 
Gleichungen (I) bis (4), sowie der Grenzbedinf^ung genOgt. werden 
kann. Diese Forderung, daß r^ und t^ möglichst einfache Funktionen 
sein sollen, ist genauer dahin za präzisieren; Es sollen für den allein 
in Betracht kommenden Fall einer Begrenzung des Querschnittes durch 
algebraische Kurven t^ und r ganze Funktionen von x trnd tf sein 
von möglichst niedrigem Grade und einer möglichst geringen Zahl von 
Konstanten. 

Sind in dieser Weise t^ und z^ dnrch Probieren ermittelt, so ist 
die größte im Querschnitt auftretende tangentiiile Spannung zu finden. 
Aus derselben ergibt sich dann die Gieichung für die Dimensionen- 
berechnnng durch die Bedingung, daß die zulässige tangentiale Span- 
nung nicht Überschritten werden darf. 

Die hier geschilderte Methode, die sich in den technischen Lehr- 
büchern tindet, und die wesentlich auf Graahof zurückzuführen ist'), 
soll im folgeuden, im Gegensatz zu der Methode von St. Venaut, als 
die teohnische Methode bezeichnet werden. 

1) Siehe F, Graahof, Festig k ei Ulehre, Berliu 18G8. S, 166 u, folg. Später. 
(3. 20B u. folg.) sucht allerdings (jrasbof die Methode auf da» St. Venautscbe 
Problem zarückzufiih reu. Wenn jedoch Orashof die Funktion £„ (uachlirasbof ^,), 
auf welche das St. VenaiitBohe Problem fUhrt, sich in eine Reihe nach auf- 
Hteigenden Potenzen der Koordinaten entwickelt denkt und nur die ernten Glieder 
lieräckeicbtigt, so kommt dieiies für nicht unendlich dünne Stikbe einem Verviolit 
auf die St. Venanteche LOeung gleich und einer Bestimmung von t^ und r« au* 
den Gleichungen (1) bia (4) und der Grenzbedingung, wobei ftir r, und t^ mOglichst 
einfache Funktionen ku nehmen Bind. Ä. FöppI ist viel vuraiehtiger als 
Urunhof, indem er es unentschieden ISSt, ob die technische Methode auch bei 
anderen Ijuerschnitten ilIs Ellipse und Rechteck zu brauchbaren F-rgebnisseu 
rahit. A, FUppl, Vorlesungen über technische Mechanik, 3. Bd., Festigkeitx- 
lehre, Leipzig 18S7, S. 327 u. folg. — Siehe ferner F. Grashof, Theorie der 
Rlastiiitat und Festigkeit, Berlin 187S, S. 131, sowie S. 336 u. folg. Auuh 
A, Castigliano empfiehlt ein Verfahren nach der technischen Methode 
A, Castigliano, Theorie den Gleichgewichtes elastischer tijsteme. Ueutscbe 
Auigabe, Wien ieS(i, S. US 
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Der Zweck der folgenden Untersuchungen ist ein doppelter: 

1) Es soll dieses von Grashof yorgesehene Probieren beseitigt 
werden durch Angabe einer ganz bestimmten Regel, die es ermöglicht, 
die gesuchten einfachsten Werte von t^ und r^, welche den Gleichungen 
(1) bis (4) und der Grenzbedingung genügen, sofort anzuschreiben. 

2) Es soll die technische Methode kritisiert werden durch Ver- 
gleichung mit der Methode von St. Venant. 

§2. 

Infolge der Gleichtmgen (1) stellt Herr L. Prandtl') die Spannunga- 
komponenteu t, und r^ dar durch die Ableitungen einer Funktion U: 



CO 





, dU 


1 


du 


Dann sind die Kurven 






U = const. 



die Spannungslinien des Querschnittes, d. h. die Linien, deren Tangente 
in jedem Punkte die Richtung der resultierenden Spannung angibt. 

Die resultierende Spannung selbst hat, wie Herr L. Prandtl ge- 
zeigt hat, die Große 

O TT 

wenn ^ die Ableitung der Funktion nach der Normale der durch 

den betreffenden Punkt des Querschnittes gehenden . Spannungslinie be- 
deutet. • 

Außerdem wird infolge der Grenzbedingung fDr die Spannungs- 
komponenten r^ und Ty die Rfindkurve des Querschnittes eine Spannungs- 
linie sein. 

Da es infolge der Gleichungen (7) nur auf die Ableitungen von U 
ankommt, so kann in U über eine additive Konstante verfügt werden. 



1) L. Prandtl, „Eine neue Darstellung der Torsionsspannungen bei pris- 
matischen St&ben von beliebigem Querschnitt." Jahresber. d. deutschen Math.-Ver., 
18. Bd., 1904, S. 31. Erst durch diese Arbeit des Herrn Prandtl bin ich, da ich 
die Naturforscher -Versammlung 1908 nicht besucht habe, zur Kenntnis seiner 
neuen Darstellung der Torsionsspannungen gelangt. Auf dieselbe Darstellung war 
ich vollkommen unbeeinflußt von Herrn Prandtl gekommen. Als die Arbeit des 
Herrn Prandtl erschien, war die vorliegende Abhandlung wie die nachfolgende 
„Über einige Folgerungen, die sich aus dem Satze von Green für die Torsion 
von St&ben ergeben*^ schon druckfertig hergestellt. 

16* 
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Es ist also gleichgültig; welchen konstanten Wert die Funktion U 
am Rande annimmt. Daher ist es gestattet festzusetzen^ wie dieses im 
folgenden geschieht , daß die Funktion am Bande den Wert Nfdl 
liohen sott.^) 

§3. 

Es laßt sich leicht nachweisen, daß durch die Gleichungen (7j, 
wo U eine Funktion ist, die am Rande des Querschnittes Null sein 
soll; die Gleichungen (2) und (3) von selbst befriedigt werden, während 
die Gleichung (4) nur auf die Bestimmung einer multiplikativen Eon- 
stanten f&hrt. 

Bei Einsetzung der Werte von (7) in die Gleichungen (2) und (3) 
folgt: 



(9) 






Die hier aufta«tenden Flächenintegrale lassen sich sofort in Rand- 
integ^le verwandeln. Es ist 

j j^df=-jUom{nx)-ds, . 

j 'hy '^f j ^^^^^ ("^^ ■ *'*■ 

Da aber die Funktion U am Rande Null ist, so ist 

?7cos (wx) • ds = 0, 






U cos (ny) • ds = 0. 

Die Gleichungen (9) und daher die Gleichungen (2) und (3) werden 
durch die gemachte Annahme befriedigt. 

Bei Einsetzung der Werte von (7) in die Gleichung (4) ergibt sich 



m 


' J \cx cy -V 


Nim ist aber 






cU d(Ux) jr 
OX ox ^ 




cU_ HUy) 

cy -' cy ' 



\) Durch diese Festsetzung, daß T am RAinie Null sein soll, die von Herrn. 
L. Prandtl noch nicht gemacht wird, ergibt sich eine VereinfachuBg^ 
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daher 

Die beiden rechts zuerst stehenden Integrale lassen sich in Rand- 
integrale verwandeln 



I ^^ ' df^ — I Ux ' cos (nx)ds, 



welche beide gleich Null sind, da die unter dem Integrale stehende 
Funktion TJ am Rande den Wert Null besitzt. 
Es ist daher 

und aus der Gleichung (10) bezw. (4) folgt 
(11) M,^2Cudf. 

Diese Gleichung (11) führt nur auf die Bestimmung einer miüti- 
plikativen Konstanten A. Wird nämlich gesetzt 

(12) U^AVy 

wo V irgend eine Funktion ist, welche wie U am Rande des Quer- 
schnittes Null ist, so folgt aus Gleichung (11): 

(13) A^^-^) 

^ ^ 2jVdf 

§4. 

Die ganze Aufgabe ist jetzt darauf zurückgeführt, eine Funktion U 
zu finden, welche am Rande des Querschnittes den Wert Null annimmt. 
Daß im übrigen diese Funktion U nebst ihren ersten Ableitungen 
im Innern des Querschnittes endlich, stetig und eindeutig sein muß, 
ist selbstverständlich. 



1) Die Formeln (11) und (13) sind schon in der Arbeit des Herrn Prandtl 
enthalten. 
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Ist 

Fix, jf) = 

die Gleichung der Randkurve^ so wird der Bedingung, daß U am Rande 
Null sein soll, genügt, wenn gesetzt wird 

(14) U = AFix, y) • yf{x, y), 

wobei ^(o;, y) eine willkürliche Funktion ist, welche am Rande jeden- 
falls nicht unendlich groß sein darf. 

Die technische Methode fordert nun, daß t^ und r^ möglichst ein- 
fache Funktionen sind, bezw. f&r eine algebraische Begrenzungskunre 
ganze Funktionen sind yon möglichst niedrigem Ghrade. Dieser Forde- 
rung wird genügt, wenn gesetzt wird: 

3^(^, y) = i, 

so daß 

(15) U^A-F{x,y). 
Dann ist 

•^ "~ dx ' 

^^^^ I _ .cFix,y) 

wobei infolge der Gleichung (13) 

(17) ^= ,. 

Ist die Randkurve eine algebraische Kurre vom nten Grade, so sind 
bei Zugrundelegung des Gesetzes (15), auf welches die technische 
Methode führt, die Spann ungslinien 

( 1 8) F(x, y) = const. 

auch vom niktn Grade und die Komponenten r^ und t der Spannung 
ganze Funktionen vom Grade n — 1. Ist insbesondere die Randkurve 
Hvniuietriscli in bezug auf die Koordinatenachsen, so ist 

r^ eine ungerade Funktion in bezug auf x imd eine grade Funktion 

in bezug auf y, 
Ty eine grade Funktion in bezug auf o; und eine ungerade in bezug auf y. 

\) Es möge hiür bemerkt werden, daß der Fall 

JF(x, y)df=0, 

wodurch A unendlich groß würde, jedenfalls dann nicht auftreten kann, wenn 

«iie Kurve 

F{x, y) = 

einen einzigen geschlossonen Bereich vollHtändig abgrenzt, da im Innern dieses 
Bereiches die Funktion F(x, y) überall dasselbe Vorzeichen haben muß. 
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Hierdurch werden die Forderungen ^ die sich aus der Symmetrie des 
Querschnittes für die Spannungen ergeben ^ yon selbst befriedigt. 

Im folgenden sollen unter Zugrundelegung des Gesetzes (15) die 
Rechnungen für einige spezielle Querschnitte durchgeführt werden. 



§5. 
Der Qnersclmitt sei eine Ellipse. 
Die Gleichung der Ellipse sei 

- 4- ^' - 1 - 
Es ist daher zu setzen: 

Die Gleichung der Spannungslinien wird 

, -h ?, — 1 = const. 

Die Spannungslinien sind somit eine Schar von ähnlichen und ähnlich 
Hegenden EUipsen. 
Es ist nun 

Jf(x, y)df=J^, + f.- l)rf/-= - \xab. 
Die Gleichung (17) ergibt für die Konstante A: 

■^ — i.^ 

nab 
und die Funktion U wird 

(19) ^"-i'^r&' + S-i)- 

Daher folgt fQr die Komponenten der Spannung: 
(20) 






Dies sind aber bekannte Gleichungen. Die Aufgabe braucht nicht 
weiter durchgefiihrt zu werden. 
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Fig. 1. 






.r - s'Lnr' 



Der Querschnitt sei ein Rechteck. 

Die Seiten des Rechteckes sollen die Längen 2a und 2b haben. 
Die Begrenzung ist durch die vier Geraden gebildet: 

X — a = 0, 
a; + a = 0, 
!ß-b = 0, 

y + 6 = 0. 

Die Gleichung der Begren- 
zungskurve ist somit: 

(x -a){x + a){y - h){y + h) =0 

oder 

{x^ - a^ . (y« - V) = 0. 

Es ist daher zu setzen 

Die Spannungslinien 
{x^ — a*)(y* — ft*) = consi 

sind Kurven vierten Grades (siehe Fig. 2y auf welcher die Spannongs- 
linien gezeichnet sind^)). 
Nun ist: 

h a 

flXx, ij)df = 4 r / V - «*)(y - h^)dxdy = «a»«^^ 



.r - *'My Jk 



// - -^ 



und daher 



tj — Q x = 



.1 






(21) 



Die Funktion U wird somit 



3/ 



l^-UÄ'^'-<^'W-h'), 



an 



und die Komponenten der Spannung werden: 

M 



(22) 



3/, 



9 



^.v — 16 «3 /, 



'3 • Z/ • (^' - ^'*)- 



1) Die Figuren 2 und 4 bat Herr W. Schiin k die Freundlichkeit gehabt 
anzufertigen. 



(23) 



Vüii L. IIennebiku. 
Die resultierende Spannung ist 
3f, ^ 




und die Kurven gleicher 
Spannnug sind 

— const. 

Die maximale Span- 
nung tritt auf in der Mitte 
der längeren Rechtecks- 
seiten und ist: 

M, 
»Bui — r» , , , wenn a^h. 

Im fibrigen nimmt am 
llaiide die Spannung von 
den Mitten der Seiten ans 
nach den Ecken zu ab. 
In den Eckpunkten ist die 
Spannung Null. 

Diese Ergebnisse be- 
friedigen insoforn, als sie 
im wesentlichen Überein- 
stimmen mit der Vor- 
etellnng, die mau sich über den physikalischen Voi^ang machen 

Es haben sich auch hier wieder bekannte Resultate ergeben. 



wird. 



Der Querschnitt sei ein Kreuz. 

Die Arme des Kreuzes seien gleich lang und gleich breit voraus- 
gesetzt. Die Randkurve wird durch die Geraden gebildet (siehe Fig. 3): 



X — a — O, 

x + a = 0, 
x-b-0, 

x + h^O, 



j, + ö = 0, 
y - i = 0, 
y+b^O. 



1) Sieh« Grashof, FeatigkeiUlehre, B«rUu 1886. 
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Die Oleichung der Kandkurve ist 

(x - a){x + d)(x - b)(x + b)(y - a)(y + a)(y ~ 6)(y + 6) « 



oder 



Fig. 8. 



a*-Ajrr 



y 



<-/Z >i 



•<9 



Es ist somit zu setzen 

Fix, y) = (x» - «')(.r» - 6')(y« - fl.»)(y» - 6»). 

Die Spannungslinien 

(x* - a^){x^ - h^){y' - a'){y' - b^) ^ const. 



sind Kurven achten Orades (siehe Fig. 4). 
Nun wird 



Jpix, y)df^J(x' - a')(x» - 6»)(/ - a')(y» - b*)df 



und dahor 



»««'(oft* - a')[2b\na* - b*) - o»(56» 
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-«•)] 



Somit ist 

(24) 



S2a\bb^ — a«) [26»(6a» — ö«) — a«(6ö* — a*)] 



*22o 3/^(j;* — a^(x* — 6*)(y* - a«}(y« — b*) 
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und die Komponenten t, und r^ der tangentialen Spannung werden 



(2Ö) 



" l6o'(ö6' — o^i36'(5o' — ft«) — a'(66'-ö^ ' 
_ M6 M, ■ y(8y ' - («■ + h*)){x* - a*){x' - b*i 




Die grÖBte Spaanung am Rjuide tritt auf in den Schnittpunkten 
der Begrenzung mit den Koordinatenachsen und zwar ist dieselbe 



(26) 






••{oft»-«»)! 



Die hier für das Kreuz erhalteneu fiigebnisse befriedigen insofern 
weniger, als die Spannungslinien bei physikalischer Überlegung des 
Voi^anges sicherlich nicht die Form haben werden, die sich liier durch 
die Rechnung ei^ben bat. 

§6. 
In den vorstehend behandelten Beispielen sind jedesmal die ein- 
fachsten ganzen Funktionen fSr t, und t bestimmt, welche den 
Gleichungen (1) bis (4) und der ßrenzbedingung genflgen. Die ge- 
fundenen Ei^ebnisse sind demgemäß die - richtigen auf Grund der 
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teclinischeu Methode. Nun muß doch verlangt werden, dafi sich beim 
Kreuz wie beim Rechteck richtige Resultate ergeben, wie auch das 
Verhältnis der Abmessungen a und b gewählt wird. Man kann aber 
vom Kreuz, wie vom Rechteck aus zu einem Quadrate mit der Seite 2a 
übergehen, indem man a ^b setzt. Es müßten daher in beiden FSUm 
sich die nämlichen Resultate ergeben. Es soll geprüft werden, ob 
dieses der Fall ist. 

Setzt man in der Formel (21) des Rechteckes a = 6, so wird: 

und die Spaunungslinien werden 

(x^ — «*)(?/- — tt^) = const. 

Setzt man in der Formel {'24), die sich für das Kreuz ergeben 
hat, a = by so folgt 

und die Spannungslinien werden 

(x* — ä^)(y^ — a*j = const. 

Die SiHinnmigsUnien stimtnen somit Msächlich in beiden Folien überm. 

Anders dagegen ist es mit den Komponenten r^ und r^ der 
Spannung und infolge davon auch mit der resultierenden Spannung. 

Setzt man in den für das Rechteck erhaltenen Formeln (22) a = h 
so wird: / .. 3/ 



(27) 



^' = Ä a«' • ^'C'^' - ^*')' 
^ = - 16 a« • ?/(•''■' - ''')' 



Man sieht, daß hier eine Lösung für das Quadrat vorliegt, bei welcher 
am Kande des Quadrates Spannungen auftreten. Insbesondere ist die 
größte Spannimg in den Mitten der Seiten und hat den Wert 

Setzt man dagegen a = h m den für das Kreuz erhaltenen 
Formeln (25), so folgt 

226 ^^t 



(28) 



T. = 



128 a 



,; • X- • (x* - a^)if - ay, 
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Hier hat man für «las Quadrat eine Lösung erhalten, bei welcher 
der Band voUkommen spaimuugslos ist. Eioe solche Lösung möchte 
auf Gruud von physikalischen Überlegungen als eine durehana un- 
mögliche Lösung zu bezeichnen sein, und doch hat sie sich aus der 
Methode durch richtige Überlegungen ergeben. 

M»» erlceiini überhaupt, ilaß die Gleichungen (37) und (38) zirei 
vollkommen versc/iifdenr Lüsunffcn für diia (giiadrat darstdlen. 

Da man aber das Quadrat nicht allein aus dem Rechteck und 
Kreuz, sondern aus allen möglichen Figuren durch einen Grenzübergang 
erhalten kann, und sich jedesmal andere Werte für t^, und r^ ergeben 
werden, so folgt, daB selbst die Forderung, daß r^ und t^ ganze Funk- 
tionen von möglichst niedrigem Grade sein sollen, nicht auf eine einzige 
Lösung, sondern auf unendlich viele, ganz verschiedene, Lösungen für 
dos Quadrat führt. 

Was aber hier von dem Quadrat gezeigt ist, läßt sich in gleicher 
Weise für jede andere Querschuitfc*forni nachweisen. Es ergibt sich 
daher der allgemeine Satz:: > • 

Die iecftnische Metkode mit der Forderung, daß t, umi z^ gatise 
Funktionen -s^/h sollen von miiglicJist niedrigem Grade, liefert nur 
ilann eine eimiijr. Lösuw/ für dm priiehenen Qitfrsrhniti, H'Ftin die 
Formeln direkt für diesen Quersrimiit hngeleitet irerdcn. Dagegen 
fuhrt sie auf unendlich viele, ganz von rintinder verschiedene. lÄisungen, 
sobald man sich die Formein für den gegebenen Querschnitt durch 
einen GrmsiSiergang mis denen für einen komj^isiertfren Querschnitt 
herleite. ') 

Da aber ein solcher Grenzübergang gestattet sein muß, so entsteht 
die Fr^^, ist der technischen Methode überhaupt irgend ein Wart bei- 
zumessen? ^» kann doch sicherlich kein richtiges Verfahren sein, 
wenn man sich unter den unendlich vielen Lösungen, auf welche die 
technische Methode führt, einfach diejenige aussucht, welche für die 
^weiteren Rechnungen am bequemsten ist. 

Es sollen die Gründe untersucht werden, welche die unendlich« 
■Vieldeutigkeit der Lösung bei der technischen Methode hervorrufen. 



I) Nebenbei möge bemerkt sein , das man leicht f^r jeden Quen^chnitl 
luungsznatände angeben kann, und sogar uncndlicli viele, die den Gleichungen 
to bia (A) und der Grenibedingung ent8|)reclien und bei denen der ^ain.<- 
] Tollkommen spann UDgnfrei ist. Ist 



die Oleichung der Ilundkiii 



so braucht man ni 
.J1F(»,I,)|>. »0. 
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§6. 

Vergleicht maA die yorsiehenden Ergebnisse mit den Resultaten 
von St. Venant, so fallt zunächst ins Auge, daß sich hier unendlich 
viele Lösungen ergeben haben, während das Problem von St Yen an t 
für jeden Querschnitt nur eine einzige, ganz bestimmte Lösung liefert 
Es ist dieses die Folge davon, daß Voraussetzungen, die bei dem 
St. Yen an t sehen Probleme gemacht werden, bei der techniscben 
Methode fallen gelassen sind. 

Die aus den allgemeinen Gleichungen der Elastizität 

ic^ CT, dt 

€x^ dy^ dz "' 

ex * dy cz ' 

dx^ dy^ dz ^ 

hergeleitete Gleichung (1), in welcher r, und r, unabhftngig sein sollen 
von Zy ist schon erfüllt, wenn 

ÖT ^ dy ' 
*T. de 

dx ^ dy "' 

cz 
während das St. Veuantsohe Problem itir den Fall der Torsion voraus- 
setzt: ö, = U, ö^ = 0, ö, = 0, T,, = 0. 

Uie Voraussetzungen, welche der technischen Methode zugrunde 
liegen, sind demgeniüB viel allgemeiner, als die bei St. Venant Daher 
kommen bei der teehuischen Methode die unendlich vielen Lösungen. 

Es sollen die Bedingungen untersucht werden, welche für die 
Funktion U, die r^ und r^ bestimmt, bestehen, damit sich die Lösung 
v(»n St. Venant ergibt. 

Bei St. Venant ergibt sich für x^ und t^*): 

I Eh^ i dB., 

I T_ ■— — 



(-^0' 



1; Siehe die uiuster^tltige Darstellung des Probleues von St. Venant in 
A. Clebsch, Theorie der Elastizität fester KOrper. Leipzig 1862. S. 91. 
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wo Bq eine Funktion von x und y ist^ welche d^r DifiFerentialgleichung 

(30) 'S + T^'-O 

und der Ghrenzbedingung 

-j-^ COS (nx) + -— cos (ny) « a: cos (ny) — y cos {nx) 

genügt. 

Sollen nun die Gleichungen (7) auf die Lösung von St. Venant 
führen y so muß sein 

dU_ E\ /^_^o\ 



(» + °5) 



ay 2(1 + ^) 

oder 

2(1 + ^) aa: dy 2(1 -fft)*^ 

Eh^ a^o ar; , £6o 



+ ^7r^^-a: 



2(1 + ^) dy dx • 2(i + fi) 

Ol IJ 

Werden die aus diesen Gleichungen folgenden Werte der Ableitungen -p— / 

a"5 . . ex 

und A-,^ in Gleichung (30) eingesetzt^ so ergibt sich eine Identität. 

Dagegen folgt durch Differentiation der ersten Gleichung nach y und 
der zweiten Gleichung nach x: 

Eb^ a'Bp d^U Eb^ 

2{i+ii)dxdy'^ dy* 2(1 + ^)' 
Eb^ a«-Bo d*U , Eb^ 



-^.+ 



2(1 + f*) dxdjf dx* ' 2(1 + ^)' 
und daraus für ü die Differentialgleichung 

(31) !i^ + f?+-^ = o,.) 

^ cx^ ' cy 1 + a ' ^ 

welche erfüllt sein muß, wenn die Funktion U die St. Venantsche 
Losung ergeben soll. 

Um die Gleichung (31) für U weiter zu vereinfachen , sei gesetzt 

(32) fr=j^.(Tr-i(^* + y»)). 

Dann ergibt nich für W die Differentialgleichung^) 

1) Diese Gleichung (31) findet sich schon in anderer Weise hergeleitet in 
der Arbeit des Herrn L. Prandtl. 
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und, da an Hein Ktindfi ü = sein soll, die Grenzbedingung 

(33al W= \(T^ + t/y) 

Durch die Differentialgleichung für ir, welche besagt, daß IT 
wie ]ig der reelle Teil einer Funktiim komplexen Argnnientea ist, und 
durch die Grenzbedingung, die sich für fV ergeben bat, Ist IC in 
gleicher Weiae wie die Funktion Üj, flir jeden Querschnitt nach 
dem Prinzipe von Dirichlet eindeutig beatimmt. Diese sich so 
ergehende Funktion ir mu Ü die St, V e n si it t sehe Losung liefern. 
Ob nun hei der Auffindung der LöBung von St. Venunt die 
Funktion li^ oder die Funktion W mit Hilfe der Methoden der 
Funktionentheorie bestimmt wird, ist gleichgültig. Man könnti' viel- 
leicht die Bestimmung von W für zweckmäßiger lialten, da die 
Funktion IK in unmittelbarerer Weiae nuf die wichtigen Spannungs- 
linien führt. 

Die Verallgemeinerung in den Voraussetzungen bei der technischen 
Methode gegenüber der Methode von St. Venant hat zur Folge, daß 
die Differentialgleichung (31) für I' fallen gelasaeu ist, welche bewirken 
würde, daß man die St. Venantache Lösung erhält. 

Prüft man hei den-verschiedeneu durchgerechneten Beispielen die 
Funktion U daranf hin, ob sie der Gleichung (31j genügt, so findet 
man, ilaß liimrs nur liri ihr ElUpae Her Fall ist. Die für das Recht- 
eck schon von Graahof gegebenen Formebi (22), sowie die hier für 
das Kreuz entwickelten Formeln (25) liefern keine Lösung, die dem 
St. Venantschen Probleme entspricht*) 

Die Gründe, die den Techniker veranlaUt bähen, abgesehen von 
dem Falle der Ellipse auf die St. Venantscbe Lüaung ku veraichteu, 
waren selbstverständlich die folgenden: 

Die Bestimmung der Funktion Bg ist eine so schwierige, daß 
deren Auffindung für jeden einzelnen Querschnitt ein Problem für 
sich bildet, 

1) Vei^l. A. E. H. Luve, A Treatiae '>!' the inutlifiiiatitul tlii'Or.v o( oluBlicitj, 
Vol, 1. Carabridge IB92. p. IßO, 

3) UaS die l'dr iIelk Itcchteck erhaltenen QleicIiungeD (88) eiue Ännilherutig 
an die dem fit. Venant sehen Probleme xind, folgt schon aus der Ähnlichkeit der 
Spanniingalinieu, die sich in den beiden Fallen ergeben. Vergt. die Tafel mit der 
von L, Fraudtl für dan Recbteok gegebenen Zeichnung der SpannuDgiilinten, Da- 



gegen bedarf die frage, innerhalb welcher 



I fflr das Verhältnis 



die 



Formel (28) eine filr technistlifi Zwecke genügende AiinUhernug an die au« dem 
St. Venantschen Probtem folgende -Formel liefert, einer lienonderen Untersuchung, 
die hier nieht gefQhrt werden nuH. 
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Dazn kommt, daß, abgesehen von tlem Falle der Ellipse, in den 
wenigen bislang behaudelten Fällen diese Funktion so kompliziert ist, 
daß der TeclinikiT sie für Heine weiteren Rechnungen nicht zu ver- 
wenden inistantie ist. 

§1- 

Es Fragt sich nun, vaa soll der Techniker ton, wenn er einen 
stabfnrmigen Körper hat, auf den in Ebenen senkrecht znr Achse 
KrÜftepaare wirken? 

Die Berechnung des Körpers nach dem St, Yenaatschen Probleme, 
HO schön dasselbe ist, verbietet sich schon yon selbst durch die 
Schwioiigkeit der Untersuchung und die Kompliziertheit der Formeln.') 
Dazu kommt ein physikalisches Hedenken: die Auuahme des St. Venant- 
sclien Pioblemes 

a^ = 0, ff, — 0, ff, -0, T^ = 0, 

also die Annahme, daß sogen, reine Torsion vorliegt, ist eine willkürliche 
und in keiner Weise in allen Fällen durch Versuche als bewiesen zu 
betrachten. 

Was die Berechnung nach der technischen Methode betrifft, so 
kann man allerdings, wie dieses gezeigt ist, leicht eine einfache Lösung 
herleiten, mit der man zu rechnen imstande ist. Aber schon die For- 
derung, daß r^ und t^ ganze Funktionen sind von möglichst niedrigem 
Grade, führt in ihren Konsequenzen auf unendlich viele, ganz vonein- 
ander verschiedene Lösungen. Wie wird dieses erst der Fall sein, wenn 
man die durchaus willkürliche Forderung, daß r^ und t und damit U 
gnazB Funktionen von Tuöglicbst niedrigem Grade sind, fallen liißt uud 
für U jede ganze Funktion und vielleicht auch noch transzendente 
Funktionen zuläßt? Man hat gar keine Gewähr dafür, daß diejenige 
Lösung, die man ans irgend einem rechnerischen Grunde herausgreift, 
eine Annäherung an die tatsächlichen Spannungs Verhältnisse liefert. 

Nur in einem einzigen, ganz speziellen Falle kann vielleicht von 
vornherein behauptet werden, daß die technische Methode eine An- 
näherung an den tatsächlichen Spaunungszu stand liefert, nämlich in 
dem Falle eines sehr dünnen Stabes, in dem die höheren Potenzen 
der Koordinaten x und y der Punkte des Querschnittes vernachläasigt 
werden dürfen. Bildet man sich üi diesem Falle bei einer Begrenzung 
durch eine algebraische Kurve nteii Grades die Funktion (I nach der 

1) DaB man für jeden QuerBchnitt bei Torsion Binanepruchn ahme die St. 
VenantBche LOsung durcb ein Experiment vermittels Seifeoblaaen fiaden kiuiu, 
hat L, Prandtl in der schon zitierten Arbeit gezeigt. 
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Oleichung (15)^ wobei jedoch nicht ein Übergang yon einem kom- 
plizierteren Querschnitt zum gegebenen vorgenommen werden darf, so 
erhält man eine angenäherte Lösung für die Spannungskomponenten 
r^ und Ty, wie sie sich ergibt, wenn alle Potenzen der Koordinaten 
von der wten oder einer höheren Ordnung vernachlässigt werden. 

Aus den vorstehenden Betrachtungen folgt, daß die technische 
Methode, auch wenn die Formeln noch so bequem sind, bei der 
Dimensionenberechuung nur mit der größten Vorsicht angewendet 
werden darf. Afan muß es sich zur Begel machen, keine Formd, die 
sich ilurc/i die technische Methode ergeben hat, bei seineti Berechnungen 
zu verwenden y v<ni der nicht durch Versuclw nacltgeicieseti ist, daß sie 
eine genügende Annäherung an die t^itsächlidien Spannungsverhältnisse 
liefert. 

Hier ist dem kontrollierenden Experiment ein weiter Spielraum 
gegeben. 

Darmstadt, im Februar 1904. 



Über einige Folgerungen, die sich ans dem Satz von Green 

für die Torsion von Stäben ergeben. 

Von L. Henneberg in Darmstadt. 

§. 1. 

In einer Arbeit von Herrn L. PrandtP) sind die Spannungen^ 
die in einem auf Torsion beanspruchten Stabe auftreten, in folgender 
Weise dargestellt: 

Ist die ^r- Achse des Koordinatensystem es in die Achse des Stabes 
gelegt, so sind die Spannungskomponenten r^ und r^ in einem zur 
^-Achse senkrecliten Querschnitte darstellbar in der Form 

wo V eine für alle Punkte des Querschnittes endliche, stetige und ein- 
deutige Funktion der Koordinaten x und y ist, die am ganzen Bande 

1) Eine neue Darstellung der Torsionsspannungen bei prismatischen St&ben 
von beliebigem Querschnitt. Jahresber. d. Deutschen Math. Ver. 13. ßd. 1904 S. 31. 
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des Querschnittes den Wert Null annimmt^), Tmhrend sich för die Kon- 
stante Ä der Wert ergibt 



(2) 



Ä^ ^' 



fVäf' 



falls Mf das Torsionsmoment bedeutet^ welches in der vorliegenden 
Arbeit positiv eingeführt werden soll. 

Ist die Funktion V gefunden, so stellen die Kurven 

V = const. 

die Spannungslinim des Querschnittes dar, d. h. diejenigen Linien, deren 
Tangente die Richtung der resultierenden Spannung liefert. Die resul- 
tierende Spannung selbst wird 



(8) ,.Yir^-,..Ay©\Q-^±A^£. 

dV 
wenn -^ die Ableitung von V nach der Normale der Spannungslinie 

bedeutet.*) 

Die orthogonalen Trajektorien^) der Spannungslinien, die auch 
definiert werden können als die Kurven, für welche 

dn ^' 

wo hier -^ die Ableitung nach der Normale der Trajektorie bedeutet, 

haben die Eigenschaft, daß in jedem Punkte die resultierende Spannung 
in die Normale der Trajektorie fällt. 

Soll die Funktion V die Si Venantsche Lösung des auf Torsion 
beanspruchten Querschnittes ergeben, so muß dieselbe der Differential- 
gleichung 

genügen. Durch diese Differentialgleichung und die Grenzbedingung 
ist die Funktion V für jeden Querschnitt bestimmt und läßt sich, wie 



1) Diureh diese von L. Prandtl nicht gemachte Festsetzung tritt eine Ver- 
einfachnng ein, siehe die vorhergehende Abhandlung des Verfassers ,,Znr Torsions- 
fesügkeit*', S. 226 dieses Heftes. 

2) Es ist hier stets mit v die Normale der durch den betreffenden Punkt 
gehenden Spannungslinie bezeichnet; mit n dagegen die Normale einer anderen 
Kurve. 

8) Die orthogonalen Trajektorien sind von Herrn Prandtl noch nicht 
eingeführt 

16* 
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die Ton St. Yen an t eingef&hrte Funktion B^ nach bekannten Methoden 
ermitteln. 

Der Zweck der folgenden Untersnehnngen ist, durch die An- 
wendung des Satzes von Green Satze Ober die Spannungsverteilung 
im Querschnitt für die St. Venantsche Lösnng eines auf Torsion 
beanspruchten Stabes zu erhalten. Die wichtigsten der Sätze Ton 
§ 4 sind schon in der Arbeit des Herrn Prandtl erhalten, aller- 
dings in anderer Weise hergeleitet, wahrend die übrigen Para- 
graphen neue Sätze liefern. Die Beweisführung ist dun*hweg eine 
andere, als bei llerni Prandtl. 

§2. 

Sind U und V zwei Funktionen, die im Innern eines yoü- 
ständig begrenzten Bereiches endlich^ stetig und eindeutig sind, so 
ist nach Green: 

J \cxöx cyiyl ' J «/ ^" 

J \cxcx f)ifcyl ' J ' J tn 

j\u%-^%)<^y = jXv^u-iuvxif, 

wo (//* das Flächenelement des Bereiches und n die nach dem Innern 
gerichtete Normale bedeutet. 

Ist in diesen Gleichungen V diejenige Funktion, auf welche die 
St. Venantsche Lösung führt, so ergibt sich infolge der Gleichungen (4): 

(»") /(£i + %i:)''r= -/"'"«/■ -/>i"'' 

Aus diesen Gleichungen lassen sich in derselben Weise, wie dieses 
in der Potentialtheorie und Hydrodynamik oreschleht, nämlich durch 
Verfügung über die Funktion U und durch Wahl des Bereiches, auf 
welchen die Integration erstreckt werden soll, Sätze bezüglich der 
Spannungsyerteilung im Querschnitte herleiten. 
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§3. 

In der Gleichung (5a) sei zunächst U=V gesetzt und das Inte- 
gral über den ganzen Querschnitt erstreckt. Dann folgt in Berück- 
sichtigung der Grenzbedingung der Funktion V: 



m^Q>r=Jy^f 



und daraus nach Gleichung (2) und (3): 
(6) Jr»df=^A.M, 

Daher ist die Konstante Ay wie das über den ganzen Querschnitt aus- 
gedehnte Integral , 

jFär 

notwendig positiv. Die Funktion V ist somit im ganzen Innern des 
Querschnittes positiv^ falls sie überhaupt im ganzen Innern dasselbe 
Vorzeichen hat. 

§4. 

Es sei die Funktion ü gleich einer Konstanten gesetzt. Dann er- 
gibt die Gleichung (5a) 

wenn F den Inhalt des Bereiches darstellt ^ über dessen Begrenzung 
das Integral auf der linken Seite erstreckt wird. 

£s sei die Gleichung (7) auf einen von einer Spannungslinie be- 
grenzten Bereich von dem Inhalte I\ angewandt. Dann ist, wie Herr 
Prandtl gefunden hat 

(8) fr.^'-^i- 

Da aber die Ableitung ^ längs einer Spannungslinie dasselbe Vor- 
zeichen haben muß, so folgt, daß auf jeder Spannungslinie die Ableitung 
von V nach der nach innen gerichteten Normale positiv ist. Durch- 
läuft man daher eine Trajektorie von ihrem Endpunkte in der Rand- 
kurve des Querschnittes aus, so muß die Funktion V fortwährend 
wachsen, so lange man nicht eine Spannungslinie zum zweiten Male 
überschreitet. Daraus folgt, daß die Funktion F, die am Rande des 
Querschnittes Null ist, im ganzen Innern positiv sein muß und stets 
nach dem Innern zu wächst. 
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Infolge der Gleichung (3) ergibt sich filr den absoluten Wert der 
Spannung r in einem Punkte P des Quersclinittes 

dV 
wo ^ die Ableitung von V nach der nach innen gerichteten Normale 

der durch P gehenden Spaiuiungslinie bedeutet. Da aber 

- - = --- cos (vx) + --- cos (vy), 

so ist nach (1): 

T = r^ cos {yx) — r^ cos {yy\ 

Da r positiv ist, so bestimmt diese Gleichung bei gegebenen Spannungs- 
linien den Richtimgssinn der in die Tangente derselben fallenden 
Spannung, und zwar muß die Spannung so geruhtet sein, daß das Dreh- 
moffient derselben von einem Punkte der naeh dem Inneren gerichtete» 
Normale als DrdipunJct negativ, heetc, dem Tarsionsmoment entgegen- 
gesetzt ist. 

Es seien die Spannungen wie Massen behandelt und demgemäß 
das über die Spannungslinie erstreckte Integral 



/ vds *= A I -A ds ^ 7n^ 



als die Spannungsniasse der Spannungslinie bezeichnet. Dann besagt 

Gleichung (8): 

(10) m, ^ÄF,, 

d. h. die Spannungsmasse einer Spannungslinie ist gleich dem Produkte 
der Konstanten A und dem InfiaUe des von der Spannungslinie ein- 
geschlossenen Flächenstückes. 

Werden zwei Spaunungslinien betrachtet, welche die Flächenstucke 
F^ und F^ einschließen, so ergibt sich für deren Massen 

Wj — Wj = A(F^ — F^). 

Es folgt hieraus, daß die äußerste Spannungslinie, somit die Kcmdkunre 
des Querschnittes, die größte Spaunungsmasse hat, imd daß die Spannungs- 
massen nach dem Innern des Querschnittes zu abnehmen. 

Die ins Auge gefaßte S])annungs1inie möge eine Länge s^ haben. 
Dami ergibt die Gleichung (10) für die mittlere Spannung Tj auf dieser 
Spannungsliu ie . , , 
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und somit für die Differenz der mittleren Spannimgen zweier Spannungs- 

Da aber, wenn man nach dem Innern des Querschnittes geht, die 
Inhalte der von den Spannimgslinien eingeschlossenen Flächen stärker 
abnehmen als deren Längen, so wird die größte mittlere Spannung in 
der Kandkurve sein und die mittleren Spannungen werden, wenn man 
nach dem Innern des Querschnittes zu geht, fortwährend abnehmen, 
bis schließlich die mittlere Spannung und damit die Spannung über- 
haupt Null wird, was an der Stelle des Querschnittes eintritt, wo die 
Spannungslinie eine unendHch kleine Länge bekommt, also in einen 
Punkt übergeht. 

Es sei die Gleichung (7) auf ein unendlich schmales Flächen- 
stück dF angewandt, welches durch zwei unendlich benachbarte Tra- 
jektorien und durch die kleinen Linienelemente ds^ und ds^ zweier 
Spannungslinien begrenzt ist. Dann ergibt sich, da längs der Trajektorie 

o— = ist: 

^** r^ds^ — x^d8^ = AdF, 

wenn r^ und r^ die Spannungen in den Linienelementen ds^ und ds^ 
bedeuten. Mit Hilfe dieser Gleichung ist man imstande, die Spannungen 
in dem ganzen von zwei benachbarten Trajektorien begrenzten Flächen- 
streifen anzugeben, falls die Spannung an einer einzigen Stelle des 
Streifens gegeben ist. 

Wie die Gleichung (8), gestattet auch die allgemeinere Gleichung (7), 
bei welcher die Begrenzungskurve keine Spannungskurve zu sein braucht, 
eine mechanische Deutung: 

Es ist 

j^-jx"^^ (^*^) + a7 ^^« ''y 



und daher 



-4 -«— = r^ cos {fix) — Ty cos (ny) . 



Wird mit a der Richtungswinkel der Tangente der Begrenzungs- 
kurve bezeichnet, sodaß 

cos {nx) =^ sin a , cos (ny) =» — cos a 

und femer mit qt der Richtungswinkel der resultierenden Spannung, 

sodaß 

r^ = r sm 9 , 

r == r cos ff , 
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so wird 

AI = r (cos g) cos a + sin 9 sin a) = r cos d- , 

wenn 0^ der Winkel ist, den die resultierende Spannung mit der 
Tangeute der Begrenzungskurve bildet 

Aus Gleichiuig (7) folgt somit für eine beliebige Begrenzungskurre 

(11) jrcoB^ds^AF. 

Wird daher unter 

qds, 



ß 



wo g = r cos d* die Projektion der resultierenden Spannung auf die 
Tangente der Begreuzungskurve des Bereiches ist, die Spannungsmasse 
dieser Kurve verstanden, so gilt der zuerst von L. Prandtl gefundene 
Satz, nach welchem die Spannungsmasse einer Spannungslinie gleich 
dem Produkte der Konstanten A und der von der Spannungslinie ein- 
geschlossenen Fläche ist, nicht allein für eine Spannungslinie, sondern 
auch für jede beliebige geschlossene Kurve. 

Mit Hilfe der vorstehenden Sätze ist es leicht, sich ein Bild von 
der ganzen Spaimungsverteilung im Querschnitt zu verschaffen, wenn 
das System der Spannungslinien gegeben ist. 

§5. 

Wird in den Gleichungen (5a) und (5b) einerseits U =^ x, anderer- 
seits U = 1/ gesetzt, so folgt, falls die Integrationsgrenze eine Spannungs- 
linie ist, auf welcher die Funktion V den Wert V^ hat: 

j dx^f ^ f-^'^f ~ I ^cv ^'^'^' ^ ~ Fo /cos(rj:)rf*-, 
und daraus, in Berücksichtigung, daß die Integrale 



I cos (;« x) ds, 1 cos (n y) d s 



über eine geschlossene Kurve erstreckt beide den Wert Null haben: 



J %df =jxdf -J'^\ xds = 0, 
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Die Gleichungen (9) und (1) ergeben somit: 



(12) 



(13) 



A I xdf =- j txdsj 
Ajydf =^ jxydSy 



Die Gleichungen (12) sagen aus, daß sämtlidie Spannwngskräftej welche 
auf die von einer Spannungslinie begrenzte Fläche wirken^ hei der Zu- 
sammensetzung sich zu einem Kräftepaare vereinigen. Das Gleiche gilt 
von jeder Fläche, die durch zwei Spannungslinien begrenzt ist. 
Die Gleichungen (13) lassen sich infolge von (10) schreiben: 



fxdf jtxds 



(14) 



Fl 



I». 



ßdf ßydf 



Nan sind aber 



Fl 



m. 



X. = 



Cxdf 



Fl 



ßdf 



die Koordinaten des Schwerpunktes der von der betreffenden Spannungs- 
linie begrenzten Fläche F^ und 



5,= 



ßx 



ds 



m, 



ftyds 
Vm^- 



die Koordinaten des Schwerpunktes der Spannungsmasse der die 
FULche F^ begrenzenden Spannungslinie. Aus den Gleichungen (14) 
folgt daher: . 

^* = 6* 

d. h. der Schwerpunkt der Spannungsmasse einer Spannungslinie fäüt 
zusammen mit dem Schwerpunkt der von der Spannungslinie begrenzten 
Fläche. 

Insbesondere fäUt der Schwerpunkt der Spannungsmasse der Band- 
kurve des Querschnittes in den Schwerpunkt des Querschnittes, 
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Es ist leicht ersichtlich, daß in dem Falle eines in bezng anf die 
Koordinatenachsen symmetrischen Querschnittes alle diese Schwerpunkte 
in den Schwerpunkt des Querschnittes fallen. 

§6. 

Sätze, die sich auf die Trägheitsellipse der Spannungsmasse emer 

Spannungslinie beziehen, ergeben sich, wenn U = xy, U=^a^, U=^ 

gesetzt wird. 

Es sei zunächst 

U=^xy 

angenommen und als Integrationsgrenze eine Spannungslinie gewählt, 
auf welcher die Funktion V einen Wert Vq haben möge. Dann wird 
aus Gleichung (5 c): 

( 15) jVi'^y^' - ^^f-0 ^' =ßy^f- 



Nun ist 



und daher 



d(xy) cixy) , c{xy) . v 

-\-^' = -i-i^ cos vx + -A--- cos (vy) 
dv ex ^y . 

= y cos (yx) + x cos (vy) 
I ?S^^s = lyGos(yx)d8+ j xcoB(yy)ds, 



Da aber die beiden Integrale auf der rechten Seite Null sind, wie man 
sich leicht bei der Verwandlung derselben in Flächenintegrale überzeugen 
kann, so ist 



und somit 



oder 



/ ^^^y^^ =j^y^ff 



(16) / txyds = -4 / xydf, 

Ist demgemäß 



so ist auch 



jxydf^O, 
I rxyds = 0, 



d. h. Die Hauptträ{/heitsac}isen der Spanmuufsmasse einer Spannungsliwe 
fallen zusammen mit den UaupttriUfheitmchsen der von der Spannungs- 
linie he^renzieti Fläche. 
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Da bislang überhaupt kein Gebrauch davon gemacht ist, daß der 
Nullpunkt des Koordinatensystemes in den Schwerpunkt des Quer- 
schnittes fällt, so gilt dieser Satz allgemein filr jeden beliebig gewählten 
Punkt als Mittelpunkt der Trägheitsellipse. 

Es sei gesetzt 

U = x^ bezw. U = f/- 

und als Integrationsgrenze eine Spannungsliuie gewählt, auf welcher 
die Funktion V einen Wert F^ hat, und welche eine Fläche JF\ be- 
grenzt. Dann ergeben die Gleichungen (5 a) und (5 b) 



Nun ist 



f\^^ds = 2 Tx cos(vx)ds = - 2F,, 
J^-^ ds = 2jy cos {vy)ds ^-2F, 



und daher 



09 



2p/^xdf=JxUJf -p^xhis = - 2jvdf+ 2F, F, 

2p-^^ydf=JyUf -ß^y'ds = - 2jvdf+ 2F, V, 

und in Berücksichtigung der Gleichungen (1) und (9) 

2 ft^xdf = A Cx'df - ftx'ds = - 2^ fvdf + 2AF^ V^, 

(17) { 

- ^ß.ydf^ Ajy'df-Jxy^ds = - 2Ajvdf+ 2AF, V,. 

Es seien die Trl^heitsmomente der Fläche F^ für die Koordinaten- 
achsen mit J^ und J^^y diejenigen der Spannungsmasse der die Fläche F^ 
begrenzenden Spannungslinie mit 6^ und 6^ bezeichnet Dann ist 

J.=Jy*df, J,-ß'df, 

e^ =. jTjf*ds, ©, = JTO^ds 
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und 



(18) 



wo 



-2J\ydf^AJ,-B,^k, 



k 2A Cvdf + 2AI\ Fo 

gesetzt ist. 

Für die Trägheitsmomente #, and B^ folgt 



(10) 



B. 



©, = AJ^ - Je, 



luid die Gleichung der Trl^heitsellipse der SpanuungBiuasse der Spannungs- 
linie wird 

bezw. 

(20) (AJ, - lc)x* + {AJ^ - k)y' = 1, 

falls die Koordinatenachsen in die Haupttrilgheitsachsen gelegt sind. 

Da in der ganzen Rechnung keine Voraussetzung über die Lage 
des Nullpunktes gemacht ist, so gelten die Gleichungen (19) und (20) 
für jede Lage desselben; sie liefern daher nach Bestimmung von A 
und k das Tnigheitsmoment der Spannungsmasse für jede beliebige 
Achse und die Trägheitsellipse der Spimnungsmasse für jeden beliebigen 
Mittelpunkt derselben. 

Durch Addition der Gleichungen (18) folgt 



(21) 



2J\r,x - t,_,y)df= AJ^ - ®^ = 2k, 



wenn J und ® die polaren Trägheitsmomente bedeuten. Nun ist aber 



^=J{'^x^-'^yy)(ff 



das Drehmoment des Kniftepaares, zu welchem sich alle Spannungs- 
kräfte, die auf die von einer Spannungsliuie begrenzten Fläche F^ wirken, 
zusammensetzen. Es ist somit für dieses Drehmoment 



(22) 
bezw. 



M = i{AJ-BJ 



M 



= k 2A fvdf+ 2AFi F« 



Von li. HrNKKnKna. 



<la 



Um den Wert voii V i'ür Pinen beliebigen Punkt «, b, c des 
Querschnittes aus den Spaunuiig^n einer Spannunyalinie zu tinden, werde, 
wie bei den UntemiipbHngen V: Neumunn« über das logftrithniisrh(> 
Potentiiil '), gesetzt 

fr = log nat )-. r = y(x - «)» + {y - Ä)*- 

Dann ergibt Gleichiing (ftc); 

|1'3) j'{^-~ lg nat r - v^^'^~) tls = / Ijr mt r ■ ^If, 

/i Ig mit r = 0. 

ilierbei darf jedoch der Bereich, über welchen die Integrationen er- 
streckt sind, den Pnnkt «, h, c nicht entlmlten, da für den Punkt « h r. 
die Funktion i7=lguat)- unendlich wird. 

Es sei die Gleichung (21}) angewandt auf einen Befeich, der von 
einer Spannungslinie begrenzt ist, welche den Punkt ob c umgibt, und 
außerdem toq einem kleinen Kreise mit dem Radius 7t, der um den 
Punkt ahc als Mittelpunkt geschlagen ist. Dann folgt aus (23), iiacli- 
dem für das Liuienelement des Kreises Itiltp gesetzt ist: 

- Z'l^" Ig nat r./s - \\ /'^ \"^- %ts + li lg nat 11 /''- J<//' - i'v,!^ 

P = ^Ig nnt ,;lf. 

wobei ils das Linienelenienfc der Spann ungslinie und V^ den Wert, von 
V auf der Span nun gsliuie bedeutet. 

Wird nun zur Grenze iJ = ü übergegangen, sn fällt da.s dritti- 
Integr&l links weg, da 

lim B Ig nat ß = 0, 

daa vierte wird 3.tF, wo V der Wert der Funktion V im Punkte fihr 
ist, wahrend das Integral rechts über das ganze Innere der Kreisfläclie 
mit ausgedehnt werden darf. Gu ergibt sich daher 

(24) 23iF= /'^J'lg nat rds - \\i'^^^''-ils - /lg nat nlf 

2k r= ^ i'z Ig nat rih - Y^f^^^^tU - /'tg nat r-lf. 

l) C. Neumaun. UHterauchunRen iiUer Atn lo(farilhniisj'hc iiml N'.'wlnii- 
) Potential. Leipzig 1877 
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Durch diese Formel ist V für jeden Punkt im Innern der betreffenden 
Spannungsliuie bestimmt^ wenn V^ gegeben ist und die Spannung r 
in jedem Punkt dieser Spannungslinie. 

Ist insbesondere die Spannung r auf der Randkurve des Quer 
Schnittes gegeben, so wird: 

27cV -^ . I T lg nat rds — / lg nat rdf, 

wobei das erste Integral rechts über die ganze Randkurve des Quer- 
schnittes, das zweite über die Fläche des Querschnittes auszudehnen ist 

Darmstadt, im Februar 1904. 



Über die Formändernng eines zylindrischen WasserbeMlters 

dnrch den Wasserdruck. 

Von C. RiTNGE in Hannover. 

Von meinem Kollegen Herrn Barkhausen wurde mir vor kurzem 
die Frage vorgelegt, wie mau die Formänderung der zylindrischen 
Wand eines im senkrechten Querschnitte rechteckigen Wasserbeckens 
sowie das Biegungsmoment und die Querkraft im Zusammenhang mit 
der Ausweicliung und Richtungsänderung am Boden berechnen konnte. 
Aus diesem Anlaß ist die folgende Arbeit entstanden. 

Die Fonuilnderung, die ein zylindrisches Gefäß ^ das mit Wasser 
gefüllt wird, durch den Wasserdruck erleidet, läßt sich in bekannter 
Weise berechnen, wenn man die Wandstärke überall gleich voraussetzt. 
Das Profil genügt einer linearen Differentialgleichung, deren Lösung 
sich durch die Exponentialfunktion ausdrücken läßt. Eine gleich- 
mäßige Wandstärke würde aber im Falle eines großen Behalters un- 
wirtschaftlich sein, weil der obere Teil der Wand viel weniger zu 
halten hat als der untere. In dem Folgenden soll gezeigt werden, wie 
man die Rechnung auch für ungleichmäßige Wandstärken durch- 
führen kann. 

Man denke sich einen senkrechten Streifen von geringer Breite 
aus der Zylinderwand herausgeschnitten und stelle die Gleichungen auf, 
die aussprechen, daß die durch die Formänderung hervorgerufenen 
elastischen Kräfte dem Wasserdruck das Gleichgewicht halten. Sei y 
die Vergrößerung des Radius des in der Höhe x unter dem oberen 
Rande befindlichen Querschnittes. Wir können annehmen, daß y klein 



Von (J. Rirs«»!, 2ÖÖ 

gegen den Radius sei nnd daß jeder Querschnitt seine Höhe x bei der 
Formänderong des Gefüß^s niclit «iidere. Der Umfang des Querschnittes 
ändert sich int Verhältnis j//Ii, wenn li den lladins des Querschnittes 
bezeichnet. Die horiKontale Spannung wird daher gleich Hj/flt, unter B 
den Elastizitätsmodul verstanden. Sie ruft einen rechtwinkelig zur Wand 
nach innen gerichteten Druck hervnr, der auf die Flächeneinheit be- 
rechnet gleifh der Dicke der Waudung multipliziert mit dem Verhältnis 
der Spannung 7.um Radius ist. Die Wandstärke werde mit d hezeichuet; 
dann ist dieser Druck gleich -'.•, . Kr ist horizontal, da die kleinstfn 
lUngbestandteile der Wand auch nach der Verbiegung horizontal 
bleiben. Dieser durch die Formänderung bervoi^rufene eia-ntische 
Druck wirkt dem Wuaserdruck entgegen. Die Differenz 

, . _ ^'y^ . ^ o, 1 hl d« V.,ln,noinl,ri. W«. r 

gibt mit der Breite des senkrechten Streifens und mit dx multipliziert 
den Ausdruck für die horizontale Kraft, die au dieser Stelle an ihm 
angreift. Diese Kraft werde mit (IQ bezeichnet und die Breite des 
Streifens werde der Einfachheit wegen gleich 1 gesetzt, an dnß also 

Die Summe aller ilQ vom oberen Rande bis zum Querschnitt in der 
Höhe j" und vermehrt um die horizontale Kraft, die am oberen Itande 
au dem Streifen angreift, die Querkraft der hezeichneten Stelle, werde 
mit Q bezeichnet. Dana ist die Änderung, die das Biegungsmoment M 
des Streifens in dem Stückchen dx erfährt gleich (^iIj-. 
dM = Qdx. . 



Endlich ist, wenn 
bezeichnet wird 



lit J das Trägheitsmoment des Streifenquersohuitta 



= £■/ 



Dabei ist die Krümmung des Streifens gleich d^y/Ux' gesetzt, « 
der geringen Abweichung von der Vertikalen nnbedenklich ist. 
Statt der drei Gleichungen 



kann m&n auch die eine sehreiben: 



'i,'^J, 



= «, M-K.n 



2Ü0 [-■'1' 'I. rormlndoniiiK eine*. zylin.fiificIi.Wasserlicliiiltcrs üiiirli .) Ww-enirutk 
Unter der Vorsossetziing, daß die Wandstärke S nnd damit auch 
das TräuliifilsTiionient J ~ , von :r unabliäiigi^ tat, läßt aich die «11- 
gemein«* LnRung angeben: 



0) y 



„7*' 



..T + C, 



COS +Cj(' Bin -(-r^c 






Dabei ist ii =]' - 



7a JS' 



und c, . 



c, iK'deutei 



von s unabhäi^gf 
Werte, die doreb dio iiähemi Redin^ngen des ProhlemB zu Ijestinimen 
sind Man kann zum Beispiol vorschreiben, daß der obere und nut^re 
Itand in Ilichtoug und L^e ungeänilert bleiben sollen. Dann mOsseu 
oben und unten y und ilyäx verschwinden. Das gibt vier Gleiehüugan 
für CifjfjC, . Oder mau kann verlangen, daß der obere Rand allein in 
Richtung und Lage ungeiindert bleiben soll und kann zugleich vor- 
achreihen, welche Werte M und (^ am Boden haben eollen. In vielen 
Fällen werden aus der Durehbilduug des Bodens am unteren Ende 
Bedingungen für die Bodenwerte von y und ih/'dx zu gewinnen sein, 
indem man die Formänderungen des Bodens und seiner Unterstülzong 
in den noch unbekannten Bodenwerten von M und Q ausdrückt. Das 
gibt wieder vier lineare («leichungeu für die vier Koiistant«u r,r,f,(,, 
die infolge dessen als lineare Funktionen der Bodeiiwerte von M nnd Q 
ausgedrückt werden können. Oder man kann, statt den Wert von M 
vorzuschreiben, verlangen, daß die Hicbtung der Wand ani Boden senk 
recht sein soll. Dann werden die Konstanten c^c^CjC^ als lineare 
Funktionen des Bodenwertea von <jf ausgedrückt werden können. Q ist 
die Summe der horizontalen Kräfte, die an dem Streifen angreifen, 
gerechnet von dem oberen Rande bis zu einer beliebigen Höhe x 
unter dem oberen Rande, also die Querkraft der Stelle x. Der 
Bodenwert von Q ist also gleich der Summe aller horizontalen Kräfte 
mit Ausnahme der Kraft, die am untersten Rande des Streifens 
angebracht werden muß, um das tileichgewiclit herzustellen. Das 
Gleichgewicht verlangt, daß die Gesamtsumme der horizontalen Kräfte 
Null ist. Folglich muß der Bodenwert von Q der äußeren am 
unteren Rande angreifenden Kraft entgegengesetzt sein. Statt den 
Bodenwert von Q vorzuschreiben, kann man auch einführen, daß 
der Boden des Gefäßes elastisch sei. Das liefert eine lineare Relatioa 
zwischen den Bodenwertea von t/ und Q, uai da y schon infolge 
der drei ersten Bedingungen als lineare Fimktioa von Q darstellbar 
ist, 80 erhält man auf diese Weise eine lineare Gleichung für ^ selbst 
Wenn die Wundstarke mit x veiänderlich ist, so springt sie stets 
stufenweise. Innerhalb jeder Stufe gilt die allgemeiue Lösung (1), 



Ton C, Rmioi 
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wobei aber S und damit n für verBchiedeoe Stnfen verschiedene Werte 
aonehuen. Es handelt sich tum durum zu berechnen, wie sich die 
Konstanten von Stiife zu Stufe äiirlern. Zunächst dürfen y und liyjdx 
beim Übergang von einer Stufe zur andern keinen Sprang erleiden. 
Allerdings würde ja der Quersehnitt an der Stelle, wo eine Platte an 
die andere genietet ist, sich sprungweise ändern; aber dieser Sprung 
ist ja schon in dem undeform ierten Gefäß vorhanden. Wenn wir ako 
unter y nur die Veränderung des Profils veratehn, so wird 1/ kernen 
Sprung erfahren. Der DifFerentialquotient dQ/tl.r wird dagegen bei dem 
Übergang von einer Platte zur andern sich sprungweise ändern niüsBen, 
weil yx — J, unstetig ist. Da aber der Difierentialquotient endlich 
bleibt, so muß Q selbst beim Übergang stetig bleiben und folglich 
bleibt auch M (das Integral über Q) beim Übergang stetig, im ganzen 
haben wir also anzusetzen, daß die Werte von y, dy/tlx, M, Q an der 
Übergangsstelle die gleichen Werte haben. Das gibt vier Gleichungen 
zwischen den acht Konstanten zweier aufeinanderfolgender Platten. 
Damit lassen sich die vier Konstanten der einen Platte durch die vier 
Konstanten der benachbarten Platte ausdrücken. Soll am oberen 
Rande y und liyjdx Null sein, so können die vier Konstanten der 
obersten Platte durch die beiden Werte von M und Q am oberen 
Rande ausgedrückt werden. Damit kann man dann die Konstanten 
aller folgenden Platten und schließlich die Bodenwerte von y, dy/dx, 
M, Q durch die Werte von M und Q am oberen Rande ausdrücken, 
oder man kann auch durch irgend zwei von den vier Bodenwerten die 
übrigen Werte ausdrücken. 

Ea empfiehlt sich statt y und x zwei andere Veränderliche r und ( 
einzuführen : 



-.,B" 



( =- x/n. 



Dann ist z innerhalb einer Platte mit t durch die Gleichung verknüpft: 

2 = ( + C,e'ooa l -|- CjC'sin ( + üfe~'ca% t + Qc~'sin (, 
i nimmt an der Übergangsstelle zweier Platten zwei verschiedene Werte 
Die Übei^angsbedingungen bestehen darin, daß 



I 



m' mndt' »n« du" mn' dt* V "yÄV 

der Übergangsstelle dieselben Werte behalten. Da m und 1 
proportional Yd sind, so kann man auch sagen, daß 

an der Ubergangsatelle dieselben Wert« haben sollen. 

Ziluahtift f. Matbainiitili d. Phjrilk. (I. Band. IHM. 3. Haft. ]T 
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Die Rechnung besteht non aus einer Wiederholung der folgenden 

beiden Operationen. Es seien die Werte von z, tt , -^ , ^^ an dem 

einen Ende einer Platte gefunden^ so werden durch die erste Operation die 
Werte derselben Ausdrücke an dem andern Ende berechnet. Durch die zweite 
Operation werden dann vermittels der Übergangsbedingungen die Weite 
an dem angrenzenden Ende der nächsten Platte gefunden. Die zweite 
Operation besteht nur darin, daß z im Verhältnis der Quadratwurzeln 
aus den Wandstarken geändert wird, dzjdt im Verhältnis der Wand- 

starken selbst, j-^ im umgekehrten Verhältnis der Wandstärken und 

d*z 

^ im umgekehrten Verhältnis der d^. Um die erste Operation zweck- 
mäßig auszuführen, führe ich die folgenden Bezeichnungen ein: 

p = CjC^cos t + C,e'sin ty r = Qc^cos t + C46'"'sin t 
g = — CjC'sin t + Qe'cos ty s = — (7,c~'sin^+ C46~'cos t 

Dann ist: 

P + qi- {C, + C\i)e(''% r + si = (C, + C,t)e^'^-^V 

Bei der Differentiation nach t tritt der Faktor 1 — i oder — 1 — ?* hinzn: 

^+J?» = a-o(i' + «?o, |f+^i'=(-i-o(r+«') 

Also ist: , , 

dp . dr , 

1 d»l> , 1 d^r 

Mithin haben wir 

. , dz ^ I I 1 d*z 



dt * ^ ' ^ ' ' "' ^ dt' 
dt' 



i^=-l> + « + *• + « 



und umgekehrt 

p-i(.-0 + -!((y,-i)-i*'). '--ia^J+vS-O + lS) 
'- i(-"-i((£-i)-!|;0. — i^?+i((l7-0+äs>')- 



Von C. EuH08. 269 

Bei der ersten Operation geht man von den Werten von z und 
seinen drei ersten Differentialquotienten aus und bildet zunächst die 
Werte von Py g,y r, s, Ist nun t der Wert an dem einen Ende der 
Platte, t' der an dem andern Ende, so ist der Übergang von p -f g,i 

= (Cj + Cj/)^^'"'^' zu p'+g'/= (Ci+ CjO«^'"*^'' ein&ch dadurch zu 
bewirken, daS die komplexe Zahl p -f <li mit der komplexen Zahl 
^(i-»)(<'-0 = g' -^(cos(r--^) — sin(r — ^)i) multipliziert wird. In analoger 
Weise ist r + si mit e""(''~'^(cos(^'— t)— 8in(^'— ()%) zu multiplizieren. 
Nachdem das geschehen, werden aus den vier Werten p'qr's' die 



u fTüri« ^ ■ «'; ^< ■ A? s d^j 


f S d^8 gClUUUÜIl. 




Ich setze ein Beispiel hierher: 








. dz ^ 
' ^ dt ^ 




id*g 
^ dt* 

m 


»dt* 


+ 0,59 - 5,08 




-2,60 


1,69 


1^'*- 169 








Diff.: — 3,39* Summe: 


- 6,77 




ein Viertel davon: — 0,848 




- 1,692 




i(ir- 0=0,295 \ 




= - 1,300 





Summe: p 0,553 q — — 2,992 

Diff.: -r = - 1,143 s 0,392 

(p + g^ca-oc'-') 

(- 0,553 - 2,992») x (- 4,65 - 7,19») = 2,57 + 13,72 1 

-21,50+ 3,98 t 



p' + q'i 18,93 + 17,70 i 

(1,14 - 0,39 »■) X (- 0,038 + 0,024 t) 0,07 - 0,11 » 

- 0,04 + 0,02 1 



r'+s'i 0,11-0,09« 

p' + q'i 18,93 + 17,70 1 

r' + 8'i 0,11- 0,09 t 



Summe: - 19,04 + 17,61 
Diff.: - 18,82 + 17,79 

"Jj*' 1 - 17,61 - 18,82 - - 1,21, 
» ***'' — 17 ß1 4. 18 89 = 3fiil.«i. 


1 d*z' 
« dt* 



e'-t'^- 19,04, ^ - 1 - 17,61 - 18,82 - - 1,21, ^ — = 17,79, 



« dt' 

17* 
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Die Multiplikationen sind mit dem II echen Schieber gemacht, dessen 
Genauigkeit für den Fall der Form an dem iig eines Wasserbehälters aus- 
reicht. Will DiaD mit Logarithmen rechnea, so wird die Multipli- 
kation der beiden komplexen Zahlen besser trigonometrisch ansgefslirt, 
indem man r und tp so berechnet, daß 



jj'=- re'-' oüb(9> — (('— l)j, 



-' sin {ip — (f — l)) 



nnd in analoger Weise werden r' und s' aus r und s gefaud«a. 

Der Plan der ganzen Rechnung ist nun der folgende. Am oberen i 
Rande sollen f nnd lin/iit null sein. Dagegen sind die Werte toq j-tt, \ 
nnd \ jji nnbekannt. Man beginnt nun damit, zu berechnen, welchen 
Einflufi eine Änderung der oberen Randwerte von J- jii und von 
I^Tf haben. Die Änderungen von z, j- , J-jr,, yjrj sind genau so 
durch t auszudrücken wie die GröBen selber, nur daß in dem Ausdruck 
für die Änderung von z das Glied / fehlt und in dem Ausdruck für 
die Änderung von dz/dt das Glied 1 und daß natürlich die Konstant«!) 
andere Werte haben. Der Einfloß der Vergrößerung des oberen Rand- 
wertes von J-j-,- oder von ^^-^ um 1, laßt sich also durch dieselben 
beiden Operationen, die eben besprochen sind, durch die ganze Reihe 
der Platten verfolgen. Am besten rechnet man (gleichzeitig die dr« 
Sätze durch: 1. den Einfluß, wenn -1 ^^i am oberen Rande um 1 ver- 



größert wird, 2. den Einfluß, wenn -. 



; am oberen Rande i 



1 ver- 



größert wird, 3. den Einfluß, wenn gleichzeitig \j^ nnd \-vs am 
oberen Rande um 1 vergrößert werden. Die dritte Hecbnung dient 
zur Kontrolle. Ihre Resultate müssen immer gleich der Summe 
der entsprechenden beiden Zahlen der ersten und zweiten Rech- 



In dem von mir betrachteten Falle sollte die Wand des Be- 
hälters aus 9 Ringen von je 111,5 cm Höhe bestehen, deren Wand- 
stärken in der Reihenfolge von oben nach unten sein sollten: 1,05 cm, 
0,95 cm, 0,85 em, 1,02 cm, 1,27 cm, 1,53 cm, 1,78 cm, 2,04 cm, 2,30cm. 
Der Radius sollte 2030 cm betragen. 



Von C. KuNOiL. 261 ^^1 

Die Verändernngeii, die eine Vergrößerung des oberen Randwertes ^^H 

von \ ^~ oder von J ^^f um l herrorrufen, sind in den folgenden ^^H 

beiden Tabellen gegeben. 1 
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berechnen^ die z, dz/dt, i jVi , "f ^*z *™ Ende der ersten Platte an- 
nehmen. Von da aus rechnet man nun weiter^ bis wieder die Werte 
von z — t und dz/dt zu groß werden. Am Ende der dritten Platte z. 6. 
werden sie — 17,0 und — 64,6. Daraus rechnet man wieder nene 

Änderungen der oberen Randwerte von -|- jr^ und J- ^ , die aber jetzt 

scho& erheblich kleiner ausfallen als die ersten. Mit diesen Änderungen 
korrigiert man die vorhergehenden Werte. Jetzt setzt man etwa vom 
Ende der zweiten Platte an die Rechnung wieder fort und korrigiert 
wieder, sobald z — t und dz/dt zu groß werden. Auf diese Weise ge- 
langt man schließlich an das Ende der neunten Platte, wo £ und dejdt 
nun irgend welche nicht zu große Werte annehmen. Diese korrigiert 
man endlich auf 0. Dadurch werden wieder auch die Werte in den 
vorhergehenden Platten geändert, aber wiederum sind die: Änderungen 
schon in der achten Platte klein gegen die Änderungen in der neunten, 
die in der siebenten wieder klein gegen die in der achten, so daß die 
Änderungen bei den ersten Platten gar nicht in Betracht kommen. 

Damit ist die ganze Angabe gelost. Man hat so die Form- 
änderung gefunden, die durch den Wasserdruck hervorgebracht wird, 

wenn man sich den oberen und unteren Rand fest eingespannt denkt 

d*g d^z 

Aus den Werten von v;, und vt^ ergeben sich nach den obigen 

Formeln die Werte von M und Q. 

Zugleich kann man aus der Tabelle berechnen, wie sich die Boden- 
werte von y und dy/dx ändern, wenn die Bodenwerte von M und Q 

geändert werden. Die letzte Zeile der Tabelle gibt, wenn ^z, ^ ^^, 
.J j ^-, , ^ l ,8 die Änderungen der Bodenwerte bedeuten 

Jz = 521.10« g + 18.10« Ti, J\ ^^-l = 538.10^ g + 373.10^ r/ 

z/'^^^= 1059.10^5 + 391.10>, ^Täi^= IS.lO'^g + 356.10*^ iy. 

Man kann damit g und r^ durch die Änderungen der Bodenwerte von 

d^ z d^ z '* 

J , , und y^-j und folglich auch durch die Änderungen der Boden- 
werte von M und Q ausdrücken, und damit kann man auch ^z und 
z/ . und die Änderungen des ganzen Profils durch die Änderungen 

der Bodenwerte von M und Q ausdrücken. 

Die Figur stellt das Profil der Wand dar, wenn der obere und 
untere Rand fest eingespannt sind. Die Ausweichungen sind dabei in 
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natürlicher Größe, die Höhen df^egen in ein Hundertstel der natür- 
lichen Größe gezeichnet. Am Boden ergibt sich M=^ 1281 kg und Q 



i_^ 


rT^ 


"g 


g 


i 
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K 
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""lo 
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« 
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« 
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« 



Uhöan,. lU^cm. ai-Seau 



eta 



= 50 kg/cm. Die Änderungen ^M und ^Q der Boden werte von M 
und Q rufen in dem Profil die Änderungen hervor: 

^y^ = 0,000006 ^ilf + 0,0001 ^ ^ 

^y^ 0,00011 ^itf+ 0,0025^^ 

^y» = 0,00067 ^M - 0,0347 ^ Q . 



( 



y in cm 

Jf in em kg/om 

Q in kg/om 



) 



Die Änderungen der vorhergehenden y sind gegen die der letzten zu 
vernachlässigen. 

Wenn man den Unterschied zwischen dem Wasserdruck und dem 
elastischen Druck für die gefundene Formänderung ausrechnet, so be- 
merkt man, daß beide in allen Platten, die unterste ausgenommen, 
nahezu einander gleich sind. In dem vorliegenden Fall wird 





Ey8 


Ende der ersten Platte 


- 0,01 


Anfang der zweiten Platte 


0,00 


Ende der zweiten Platte 


-0,02 


Anfang der dritten Platte 


+ 0,01 


Ende der dritten Platte 


+ 0,02 


Anfang der vierten Platte 


-0,04 


Ende der vierten Platte 


+ 0,04 


Anfang der fünften Platte 


0,05 


Ende der fünften Platte 


+ 0,06 


Anfang der sechsten Platte 


-0,05 


Ende der sechsten Platte 


+ 0,05 


Anfang der siebten Platte 


-0,05 


Ende der siebten Platte 


+ 0,04 


Anfang der achten Platte 


-0,07 


Ende der achten Platte 


+ 0,07 


Anfang der neunten Platte 


-0,04 


Ende der neunten Platte 


+ 1,00 



Das muß für ähnliche Dimensionen wie die vorliegenden immer gelten. 
Daraas folgt ein abgekürztes Verfahren der Rechnung. Man kann 
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nämlich die Ordinaten >/ für alle Platten, abgeeebn tod der untentm, 
in der Mitte der Platten nahezu gleich setzen und djf/dx nahe 

gleich -yi- Nur die uoterste and vielleicht die vorletzte und die 
oberste Platte wflrden dann in der oben besprochenen Weise dnrch- 
zurechnen sein. Man würde aber der Mühe enthohen sein, alle n^tui 
Platten durchzorecbcen 



Dill Beitrag zur Theorie der schnell nmlanfenden 
elastischen Welle. 

Von Adolk Kneser in Berlin. 



I 



1, Stodola behandelt in der Schrift „Die Dampfturbinen*' (Berlin 
1903, S. 63, Nr. l«a) folgende Aufgabe. Eine biegsame Welle sei mit 
aufgesetzten ^Scheibenrädern , die ihre Biegsamkeit nicht beeinSussen 
sollen, gleichmäßig belastet; die Mittelpunkte der Kader seien ein wenig 
von der geometrisehen Achse der Welle ausgewichen, sodaS bei der 
Umdrehung die Zentrifugalkräfte sich nicht völlig aasgleichen; « 
wird die Gestalt gesucht, die die Welle unter der Wirkung dieaer 
Kräfte und ihrer Elastizität annimmt. Die Abweichuugen der Welle 
ron ihrer Gleichgewichtslage werdi>n zunächst klein vorausgesetzt; die 
Untersuchung ergibt aber, daß im Gegensatz zu dieser Annahme bei 
gewissen Umlaufsgeschwindigkeiten große, in der Praxis gefährliohe 
Ausschläge auftreten, und hierdurch sind die „kritischen Geschwindig- 
keiten" der Welle definiert. Die erhaltenen Resultate gelten (Nr. 19) 
auch für eine glatte, nur unt«r dem EintlnB ihrer Eigenmasse rotierende 
Welle, hei der man anstatt aufgesetzter Räder ihre Qaerschnitto be- 
trachtet, die ein wenig exzentrisch zur geometrischen Achse geleert sind. 

Stodola nimmt, um die Rechnung zu vereini'acben, an, daß die 
Schwerpunkte aller Scheibenräder in derselben iisialeo Ebene li^en 
und zwar von der Achse der Welle um dieselbe Strecke entfernt. Wir 
wollen zeigen, daß auch wenn die Schwerpunkte nach beliebigen Rich- 
tungen von der Achse ausgewichen sind, die von Stodola erhalten«! 
Resultete betreffs der kritischen Geschwindigkeiten erhalten bleiben. 
Der Beweis dafür ist sehr leicht, gewinnt aber vielleicht einiges Inter- 
esse durch eine Tatsache, die bei der spezielleren VorauBSetanng Tsi- 
borgen bleibt, die Tatsache nämlich, daB bei gewissen Verteilungen der 
Schwerpunkte der Scheiben einzelne der kritischen Geschwindigkeiteo 
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ihren gefahrlichen Ch&riikter verlieren und au snahnis weise keine groBen 
AusBchläge der Welle verursachen. Es läßt eich auch ein Verfahren 
angeben, bei einer gegebenen Welle durch Umformung der Scheiben- 
räder eine bestimmte kritische Geschwindigkeit unschädlich zu machen. 
2. Die ursprüngliche Achse der Welle sei die a:-Achse eines 
rotierenden rechtwinkligen Koordinatensystenis, bezüglich dessen die 
Welle, wie wir annehmen, eine Lage relntiven Gleichgewichts ange- 
nommen habe, die von der .r-Ächse nur wenig abweicht, sodaB, wenn 
X, y, B die Koordinaten des Mittelpunkts eines Querschnitts der Welle 
i.lA ...jd l-\ vernachlässigt i 



sind, die GröBen 

dj: als Länge eines Kler 
in der Rnhelage, d. h. 



werden können, nnd 




I 



lents der verbogenen Welle anzusehen ist, das 
wenn keine Rotation vorhanden ist, ebenfalls 
die Länge dx hat. 

Denken wir nns ein * ' *' 

solches Element durch 
Querschnitte senkrecht 
zur Richtung der Welle 
begrenzt, so wirken 
in diesen Querschnitten 
Scherkräfte und senk- 
recht zn ihren Flächen 
Biegungämomente, und 
die Zentrifugalkräfte 
können wir uns im 
Schwerpunkt des Ele- 
ments angreifend den- 
ken. Die Gleichgewichtsbe dingungen aller dieser Kräfte ergeben dann, 
wie in dem einfacheren von Stodola behandelten Falle, die Differential- 
gleichungen der Wellenuchse. S und M seien Scberltraft imd Biegungs- 
moment in dem der Abszisse x zugehörigen Querschnitt, S' und M' 
dieselben Größen für den zweiten Querschnitt mit der Abszisse x + dx, 
pdx die Zentrifugalkraft. Ein angehängter Buchstabe f/ oder t be- 
seichne von jeder Kraft und jedem Moment die Komponente nach 
einer entsprechenden Achse oder Ebene des Koprdinat«nsyBtem8. Dann 
zeigen die Figuren 1 imd 2 die in den Ebenen zi/ und xz wirkenden 
Kraft« imd Momente, wobei der Pfeil jedesmal angibt, in welchem 
Sinne Kraft oder Moment positiv zu rechnen sind, und die ver- 
schiedene Richtung der Pfeile bei M^ und M, darauf beruht, daß in 
der einen der betrachteten Ebenen die Achsen z und x den Achsen x 
und t/ der andern entsprechen. 
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Setzt man nun in jeder der beiden Ebenen xy und X£ die Summen 
der Komponenten und der Momente bezüglich des Schwerpunktes gleich 
Null; indem man gemäß der oben eingeführten Voraussetzung, daB 
die ganze Verbiegung klein sei, den Schwerpunkt mit der Abszisse 
X + jdx in Ansatz bringt, so findet man 

«;-«, + P^dx - 0, S; - S, + p^dx - 0, 

oder 

~dx ^9' dx P»^ dx ^1" dx ^'' 

und hieraus folgt sofort 

dx^ — ^1" dx* '^^•' 

Die in diesen Gleichungen auftretenden vier Großen My p können 
leicht durch y, e und die Ausweichungen der Scheibenrader ausgedrückt 
werden. Hat nämlich das der Abszisse x entsprechende Rad seinen 
Schwerpunkt an der Stelle (a:, y + e^, e + ej, sodaß e^ und c, die 
längs der y- und der ^- Achse gemessenen Abweichungen des Schwer- 
punktes von der verbogenen Wellenachse bedeuten; ist femer ni die 
auf die Längeneinheit der Achse entfallende Masse der Räder und co 
die Kotationsgeschwindigkeit, so wirkt offenbar auf das oben betrachtete 
Element der Welle eine Zentrifugalkraft, deren Komponenten folgende 
Werte haben: 

p^dx = mdx ' G)^(y + e^), p^dx == mdx • (o^(z + cj. 

Für 3fy und M, aber kann man bekannte Formeln der Festigkeitslehre 
benutzen; ist E der Elastizitätsmodul des Materials, und & das Trägheits- 
moment des Querschnitts der Welle, den man mit Masse von der 
Flächendichtigkeit Eins belegt, bezüglich eines Durchmessers, so gelten 
die Formeln ^t» d«- 



in denen wiederum benutzt wird, daß die Quadrate von y und -r 

' dx d. 



dz^ 

vernachlässigt werden dürfen. Mit diesen Ausdrücken ergeben die 
obigen Beziehungen zwischen ilf^, M^ p^, p^ die Differentialgleichungen 
der verbogenen Welle: 
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Erstreckt sich die Welle von x ^0 bis x =^ L und ist sie in den 
Endpunkten nur aufgelegt, so verschwinden in diesen die Biegungs- 
momente Mj und man hat als Grenzbedingungen für x ^0 und x^L 
die Gleichungen 

3. Um die erhaltenen Differentialgleichungen zu integrieren, 
setzen wir 

ES ^'^ 
und nehmen k positiv; die Gleichung f^lr y wird dann 

und hat das partikuläre Integral 



p{x) = \^h(^* Ce-^^e^(a)da, 



wenn ^ bedeutet, daS für ä der Reihe nach die Werte i, — i, %1c 

und — ik geschrieben und die erhaltenen Ausdrücke addiert werden 
sollen. Man findet nämlich leicht 



■ ^ 



und hieraus 



(*) {!) 1^ '■'■ ist 



p\x) = \^k^^'fe-'^e^(a)da, 



(») 

X 



p"(x) = i^*»c»' re-*%(a)d«, 
(») 

X 



ik) V 

p^.(x)^t^p(x) + ]i^e^(x)', 

das allgemeine Integral der Gleichung ffir y hat also nach bekannten 
Sätzen die Form 

p(x) + Vc«*)«** 
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wobei C^*) Konstante sind, oder auch, wenn man die hyperbolischen 
Punktionen 

©IHM -^—2^, (Jofti-^-Y— 

einfährt und durch Ä^ B, C, D wiederum Konstante bezeichnet , 
y = ^ 6oj lex + Bco8Jcx+ C ©in ix + D sin kx 

+ -J-Aj / 6y(a) ©in k(x — a)da — \k j e^{a) sin Ä;(a? — a)rfa. 
Die Grenzbedingungen sind nach Nr. 2 

und ergeben jetzt folgende Gleichungen für die Konstanten: 

Ä + B^O, Ä-B^O, 
C ©in kL + D8mkL + p{L) « , 

C ©in kL-D sin kL + ^t P'(L) - ; 
hieraus folgt 

2 C ©in *L = - * A (a) ©in k(L -a)da, 

L 

22) sin klt = A / Cy(a) sin Ä;(L — a)da. 





Da nun 



k 



VW 
~E9 



stets positiv ist, und dasselbe demnach Ton ©in kL gilt, so erhält man 
für C stets einen endlichen Wert; dagegen hat man für D einen un- 
endlich großen Wert zu gewärtigen, wenn die Gleichung 

sin kL = 
besteht, d. h. wenn 

kL = n;r, 



und n eine positive ganze Zahl ist. Die kritischen Geschwindigkeiten 

sind also durch die Formel 

S 
m 



«-'^V^-m'V^. 



gegeben, imd die entsprechende für die Koordinate a durchgeführte 
Betrachtung gibt offenbar dieselben Werte, da unsere Rechnung nur so 



»ndert zn werden braucht, daß man ;/ durch z und i?^ durch fl. ersetzt. 
Damit ist das von Stodola unter der speziellen Voraussetziuig 

e^ = conat. , e. = 

labgeleitete Resultat auf unsem allgemeinen Fall übertragen. 

ft 4. Ersetzt man in der für D erhalteaen allgemeinen Formel die 

■■Größe sin ]i{L — u) durch ihren Basgerechneten Wert, so findet man 

2D = k / e,(aj cos hada — k cot^ kL f e^{a) sin kada. 

' Analog erhält man bei der i'-Koordinate ftir die Konstante D, die in 
dem Ausdruck von e als Funktion von 3: an derselben Stelle auftritt 
wie oben D, den Ausdruck 

2D = k f e,(a) eoB kada — k cotg kL I e,(«) sin kada, 

l'Während sich für die der Konatanten B entaprechende wie bei dieser 
Bsiets ein endlicher Wert ergibt. 

Wenn nun k einen der kritischen Werte 



mimmt, und die Grleichangen 

fe^(a) sin ku rfa - /eX«) 



flin ka da — 



j e^(a) sin —j— da = j e,(a) sin —j- da = 

gelten, so bleiben die im allgemeinen unendlichen Werte von t/ und e 

ausnahmsweise endlich. Die zweiten Glieder der soeben aufgestellten 

Ausdrücke für D und D nehmen dann nämlich, als Brüche mit 

dem Nenner sin ^L geachriebeii, die Gestalt 0:0 an; da aber schon 

die erste Ableitung des Nenners an den kritischen Stellen von Null 

[ Terschieden, nämlich ± L ist, Zähler und Nenner aber um jeden Wert 

■Ton h herum in die Taylorsche Reihe entwickelt werden können, so 

; der Wert dieser Glieder bei den kritischen Werten von k unter der 

[obigen Vorausaetzung sicher endlich. Gelten also die letzten Gleichungen, 

verliert die kritische Geschwindigkeit ihren gefährlichen Charakter, 
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and gibt darchweg endliche Werte von y and s, gestattet also der 
WeUe nahe der ursprünglichen Ruhelage eine Lage relativen Gleich- 
gewichts. 

Besonders leicht lassen sich die Bedingungen der üngefahrlichkeit 
einer kritischen (jesch windigkeit formulieren, wenn man die Aus- 
weichungen e^ und e^ in Fouri ersehe Sinusreihen entwickelt denkt; 



setzt man 


%- 


A 


sin 


nx 
L 


-f- A^ sin 


^nx 


+ •••, 








c, - 


B, 


sin 


nx 
L 


+ -l^ßin 


%nx 
L 


+ •-, 






so ist bekanntlich 
































L 






A,- 


r K(«) 


sin 


nva j T> 


2 


/ e,(a) Bin 


vna 
T. 


da, 



ö 

und die nte kritische Geschwindigkeit, d. h. die dem Werte 

entsprechende, ist unschädlich, wenn A^'^ B^^ 0. 

Direkt ersichtlich wird dies Resultat, wenn man die trigono- 
metrischen Entwicklungen von e^ und e^ in die obigen Ausdrücke D 
und D einsetzt; man erhalt z. B. 

L LI,» 

2D =» * / ^y(a) cos kada '— k coig kL j ^J^ sin ^^^ sin kada, 

r 

also wenn man rechts gliedweise integriert, 



22) = i / €y(a) cos kada 



1,« 



— \k cotg kL^pA 






Bin I V — k\L sin ( -j- + Ä;) X 

1.00 , 



= Ä I e.(a) cos kada — iÄ cos Äi > — — j— = 

Hier sieht man unmittelbar, daß D bei der Annahme 

'^ X 

endlich bleibt oder unendlich wird, jenachdem A^ verschwindet oder 
nicht. Eine ähnliche Formel läßt sich natürlich für D aulBtellen. 
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6. Ob bei einer gegebenen Welle diese AuBiiahmefälle eintrete», 
läBt sich im allgemeinen nicht eotacheiden , da ja r^ und <■, als imbe- 
kaDüte Funktionen von x anzusehen sind, die nur wenig von Null ab- 
weichen. Man kann aber beliebig viele der (irößen A„, B^ znm Ver- 
schwinden bringen, wenn es möglich ist, e^ auf beliebig begrenzten 
Strecken, etwa von Oj bis fc, , von a, bis b^ usw. um die konstanten 
Tj, - . . zu vermehren. Dann geht das Integral 



I e^(«) sin kada 



in die folgende Summe über: 



( e^{a) siokada +/^c, /sin kada; 



setzt man diese gleich Null, indem man für k beliebig viele kritische 
Werte nimmt, und ist die Anzahl der Teilintervalle groß genug, so 
erhält man lineare Gleichungen, aus denen man die ürößen c, be- 
stimmen könnte, sobald die ersten Ulieder unserer Ausdrücke bekannt 
wären. Das sind sie allerdings nicht, aber man übersieht doch, daß 
es Wertsysteme c,, gibt, die bewirken, daß bei beliebig vielen kriti- 
schen Geschwindigkeiten die Ausdrücke D endlich, die Ausschläge der 
Welle in der Richtung der j-Achse also klein bleiben. Dasselbe be- 
wirkt man auch für die Auascbläge in der Richtung der a-Achae, wenn 
es möglich ist, die Ausweichungen e. auf beliebigen Teilstrecken um 
konstante Beträge zu andern; beliebig vorgeschriebene kritische Ge- 
schwindigkeiten sind dann völlig unschädlich gemacht. 

Wir führen diese Betrachtungen genauer durch, indem wir nns 
auf. die Frage beschränken, wann die kleinste kritische Geschwindigkeit 
ongefahrlich wird. Für sie ist 



1 die Bedii^;ungen der Unschädlichkeit sind 



fe.Ms 



jeXa)Bm'^dtt = 



s zunächst einmal nicht erfüllt seien. Dann denken wir uns auf der 
jcke von s: — ^L ~ a bis j: = \L + a die Scheibenräder so ab- 
Indert, daß ihre Massen dieselben bleiben wie zuvor, ihre Schwer- 
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punkte aber nm das konstant« Stück ij m der Richtung der y-k^at 
fortschreiten. Man könnte etwa den Rädern die Gestalt der Fig. 3 geben; 
ist p die radial, r die tangential gerichtete Seit« des an den Kreif 
angesetzten Rechtecks, r der Radius des Kreises, und wird p positii 
oder negativ gerechnet, jenachdem das angesetzte Rechteck in in 
Richtung + y oder — y über den ursprünglichen Radkreis hinausragt, 
so findet man leicht für die Entfemong ij des Schwerpunktes Tom 
Mittelpunkt des Kreises den ÄuBdmck 

und e^ wird von a:=jL— o hiax — jL+a 
dnrch e^ + ij ersetzt Die Bedingung der 
Unschädlichkeit wird somit 




/ e^(«) sin ^ d« + »? / sin " 



I c^(u\ sin^d 



oder, wenn a klein ist 



■-i. /',(')' 



sin -^ = 0, I 

I 



Ebenso ei^iht sich eine zweite Unschädlichkeitsbedingung, wenn 
man längs der 2-Ächse etwa auch auf der Strecke von ~L^a bis 
jL + o die Räder in ähnlicher Weise modifiziert und bewirkt, daß 
die Schwerpunkte um die Strecke £ in der Richtung der ^Achse fort- 
schreiten; man erhält dann 



i. /'.(')' 






« 



und das abgeänderte Rad hat etwa die Gestalt der Fig. 4 oder die ein- 
fachere der Fig. 3, in der aber das angesetzte Rechteck keiner der 
Koordinatenachsen parallel liegt. Die Werte rj und £ sind nun frei- 
lich immer noch unbekannt, aber man kann sie sich, da sie sicher 
existieren, durch Versuche bestimmt denken, in ähnlicher Weise 
wie man eine starre Welle durch Probieren ansbalanziert. Weift 
man nur, daß die Ausweichungen e^ und e^ zwischen — ff und ■+■ ff 
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Ueiben. so liegen n und g zwischen den Grenzen ± ^, womit auch, 

wenn man r festhält , für die beiden Strecken 9^ die in Fig. 4 als (»^ 
und (»2 unterschieden werden^ bestimmte Grren^en durch die Gleichungen 



9x 



nrri 



92- 



nri 



Fig. 4. 



gegeben sind. 

Ob es möglich ist und sich lohnt, solche Versuche anzustellen, 
mag zweifelhaft erscheinen; das Interessanteste scheint mir die Tatsache 
zu sein, daß die kritischen 
Oeschwindigkeiten durch 
gewisse theoretisch ein- 
fache Modifikationen eines 
gegebenen Systems von 
Rädern unschädlich ge- 
macht werden können. 

6. (ranz ähnliche Be- 
trachtungen lassen sich 
auch f&r den • FaU der 
eingespannten Welle an- 
stellen; doch werden die 
Formehl dann weniger 
einfach, und die Unter- 
suchung möge deshidb 
nur im Umriß ange- 
deutet werden. 

Die Differentialgleichungen fQr y und z bleiben dieselben wie 
oben; an Stelle der in Nr. 2 angegebenen Anfangsbedingungen treten 
aber die folgenden: 




■f-Z 



y'\'-y'- 



/ 1 



0; 



dazu kommen Gleichungen derselben Form für z. Aus ihnen erhält 
man für die Konstanten A, B, C, D die Gleichungen 



A + B^O, C+7)-0, 

^(©in kL + sin kL) + C(eof kL - cos kL) + ^-^ = 
^((Jof kL - cos kL) + C(©in kL - sin kL) + p{L) = 0. 



piL) 



Die Determinante der Koeffizienten von A und C in den letzten beiden 

Oleichungen ist 

-2 + 2(£ojÄ:ZrC08ÄL, 

Z«itMhrift f. MathemAtik n. Vhytik. 51. B«nd. 1904. 8. H^ft. 18 
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sodoß imeiidliche Werte Ton A und C zu befürchten sind, i 

Sof kL coakL^l 

ist, eini) Gleichung, die dieselben kritischen Werte von k ergibt wie 
die von Stodola im Falle e^ ^ const aufgestellte 



eiuiü . , , , 



4 



bei 



Werten 



in der y die durch 
der Gleichung 



Setzen wir alan 

eofticosA-t- 1 = M(l;), 

so bleiben die Produkte A öi (h) und (.'üi{k} 
von k endlich, ebenso die Grolle 

Y=yuHk), 

:)ie obigen GreuKbedingimgen bestimmte LÖBUn); 

ist, imd offenbar gelten die Gleichungen 

Y^^-l-*Y+k'm(k)e^, 

y"= l"j"- r|^= Y' '--0. 

Nimmt mui nun speziell fiir k einen der positiven kritischen 
Werte, für die Vj{k) verschwindet, und die wir'Ä',, k^, ... nennen wollen, 
so wird die Differentialgleichung für i' einfach 

5'iv ,^ /4 r 

und Y nuiß bis auf einen konstanten Kuktor mit einer bei den 
Schwingungen elastischer Stäbe vorkommenden ürßße übereinstimmen, 
die Bchon in Poissons Mechanik (Bd. II, Nr. 521) und ncuei-dings in 
Rayleighs Theorv of sound (Bd. I, Kap. H) eingehend nntersucht ist. 
Wenn nämlich ein Stab von der Länge L an beiden Enden eingespannt 
und die positive Äbszissenachse von .v = U an seine Ruhelage ist, so 
wird bei einer Schwingung, die einem einfachen Ton entspricht, die 
Ordinate irgend eines Teilchens des Stabes durnh ein Prodnkt xweier 
Faktoren dargestellt, von denen der eine nur von der Zeit, nicht aber 
von .1 abhängt, während der andere, den wir k, nennen, eiu genau 
denselben Bedingungen wie Y unterworfenes Integral der Gleichung 

ist, Man bezeichnet u, als die rite Normalfunktiou des Schwlngougs- 
problems; sie ist bis auf einen konstanten Faktor bestimmt, den man 
so festlegt, daß sie nicht identisch verschwindet. Man kann soDoit die 
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oben eingeführte Größe Y, weBu t den «ten kritiachen Wert li\ an- 
nimmt, in der Form Y-^ C u 

achreibea, wobei C, eine Konstante ist, die aber aach verschwinden kann. 
Um ('^ allgemein zu bestimmen, lassen wir zunächst k beliebig 
und integrieren die Gleichung 

«„(r"'-A*y-t*roCA)e^) = 
von bis L. Dann ei^bt sich durch partielle Integration 



I 



/«■>' 



'"rfi-».!"'- 



da nun «, nnd m^ ebenso wie 1' und Y' an den Enden des Stabes 
verBchwinden, so folgt 

m fu^ Y'^flx = ^V Ydx = k* fuJY+ Vi<k)>-^)iU 

Setzt man hier deu Wert von u]^ ein, den die fflr h, gelti^iide Diffe- 
rentialgleichung ergibt, so folgt weiter 

■ (Ä* - k\)Cu^Ydx + h'ir,{k)fH^e^dx = ü. 

Differenziert man endlich nach /.■ mid setzt dann /■ = A,, wodurch 1' 
in r',u, übergeht, ro erhält man die Gleichung 



lfc;C, Cu\dx + K^'ik,) j u„p^d 



lennit ist C, bestimmt, und da S'(k^), wie man leicht siebt, von 
■all verschieden ist, verschwindet C, dann und nur dann, wenn 



/•'•'• 



dx - (I. 



Gilt diese Gleichung, so ist die nte kritische Geschwindigkeit u 
KbäUIicb; denn der Definition von 1' zufolge kann gesetzt werdeu 

J'=C,M, + tt, (&-*,) + a,(A -*,)* + -■■. 
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wobei a und h vnu k unabhängige Koeffizienten sind, and der Fitktor 
k — i, hebt sich, wenn (\ verschwindet, sodaB bei dieser Voraus- 
setzung ij endlich bleibt, auch wenn man /■ = /;, setzt. 

Analog findet man, daß der Ausschlag in der Richtnng derz-Ächae 
bei lier itten kritischen Gescbnindigkeit endlich bleibt, wenn 



./-■ 



dx = U. 



hkeüt- ^ 
inlidie I 



7. Die Größen, die durch ihr Verschwinden die UaschädliclikRtt- 
bedingungen für die eingespannte Welle gehen, haben eine ähnlidie 
Bedeutung wie die Größen .4, und Ö, in Nr. 4. Bei dem in Nr 6 
bezeichneten Schwingnngsproblem wird nämlich verlangt, eine gegebeae 
Funktion von t auf der Strecke von x =^ bis x =— i nach den 
Norm all unk tionen k, zu entwickeln; ist diese Funktion e oder e,, nod 
setzt man die Gleichungen 



an, so findet man 









I 



Die nte kritische Geschwindigkeit ist also unschädlich, wenn bei 
der Entwicklung von c und *>, nach den definierten Normalfunktionen 
die »te von diesen nicht auftritt. Akustisch würde das, wie aus dem 
zitierten Kapitel von Rayleigh hervorgeht, folgendes bedeuten. Der 
bei 3:^0 und x=L eingespannte Stab schwinge in der xy- Ebene, 
indem er mit der Anfangsgeschwindigkeit Null beginnt und das der 
Abszisse x entsprechende Teilchen die Anfangsordinate e^ hat; dann 
tritt der nte Eigenton des Stiibes nicht auf, wenn A^ verschwindet 
Analoges läßt sich Qber eine Schwingung in der x5-£bene aussagen, 
bei der c, die Anfangsordinate ist. 

Endlich Qhersiebt mau leicht, daß es durch ähnliche Abänderungeo 
der Räder, wie sie in Nr. 5 betrachtet wurden, auch bei der ein- 
gespannten Welle theoretisch möglich ist, beliebig viele kritische Qe- 
Hchwindtgkeiten unschädlich zu machen. 
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gegeben» „Neuere Literatur über das Grenzgebiet der Biometrie" beweist. 
Bei der Beurteilung der Variabilität von Individnengruppen, für die 
Feststellung und sichere Abgrenaung einzehier Arten oder Rassen, für 
die Frage nach Abänderung und Vererbung von Eigenschaften, nach 
dem Einfluß der äußeren Lebensbedingungen auf meristische Merkmale ist 
die unentbehrlich. Einen neuen Beweis hieriUr liefert eine Arbeit von 
Friedrich Reinöhl: ,^ie Variation im Andröceum der Stellaria media 
Cyr." (Doktordissertation Tübingen 1903, 344 S. 4° u. 3 Tafeln), die 
sich mit der Zahl der Staubgefäße dieser Art (aiiBschließiich der Stellaria 
media neglecta u. St. pallida) beschäftigt. Die mathematische Analyse 
der empirisch gefundenen Resultate folgt der Methode Pearsons. 

Der erste Teil der Arbeit umfaßt die Zählungen an 44Ö42 Blüten 
„ohne Wahl", die die Zeit vom Juni 1900 bis November lüOS un- 
ausgesetzt erforderten. Das Gesamtpolygon ist zweigipfelig mit einem 
Haupt^ipfel bei 3 und einem Nebeugipfel bei 5, fällt nach links steil 
ab, während es sich nach rechts allmahlig senkt. Die Konstanten 
betr^eu .u, = 1,31Ü79, f^, = 1,57439, /i, = 8,48245, ß^ = 1,08577, 
j5j = 4,8919; r= 0,5271. Der kritische Wert F bestimmt mit den 
Momentqnotienten j5, und ß^ den Kurventypus, Sie weisen hier auf 
dem IV, Pearsonschen Typus. Die weitere Rechnung ergibt aber den 
maßgebenden Abschnitt a imaginär und mit ihm alle Ordinatenwerte, 
einen unwiderleglichen Beweis dafür, daß die Kurve eine Koraplexkurve 
ist, die sich aus einzelnen einfachen Variationspolygonen zusammensetzt. 
Nach den Beobachtungen des Verf. lag es am nächsten, zur Isolierung 
der einzelnen Formeneinheiten und Gewinnung der einfachen Variations- 
polygone an einen Zusammenhang der Variation mit der Jahreszeit zu 
denken. Es wurde daher zunächst das Material nach Jahreszeiten in 
3 Abteilungen zusammengestellt: Blüten vom März bis Ende Mai als 
FrühjahrBblüten lA), solche von Anfang Juni bis Ende August als 
Sommerblüten (B) und solche von Anfang September bis Ende Februar 
als Herbste und Winterblüten (C). Die Übereinstimmung des Polygons 
der Soramerblüten mit dem Polygon der Gesammtblüten war dabei in 
die Augen spHngend. Auch A und C ergaben noch zweigipfelige 
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Polygone, aber in A und C hatte die Ordinate it auf Kosteji der hölieTeii 
Varianten fine Vergrößerung erfitbren. Die relative Häufigkeit der 
Blüten mit 3 StaabgeHißen ist also im Frühjahr und Herbst gröfiei 
als im Sommer. Es wurden nun nUBschließlich die Zählungen der 
ersten Frflhlinggblfiten (bis Mitte April) und letzten Winterblüteo 
(Nov. bis Febr.) berücksichtigt. In beiden Polygonen war der GipM 
bis 5 vftrschwunden, der beherrschende Gipfel blieb bei der Ordinate 3 
und der VariabilitätHindex wies auf eine verminderte Variabilität hin. 
Die mathematische Analyse ergab jedoch, daß aueh diese elngipfeligen 
Polygone noch keiner einheitlichen Kurve entsprachen, daß mitbin aucb 
die Frühjahrs- und Wititerpflanzen keine Individueugnippe darstellt«!!, 
daß jedoch zwischen der Variationsreihe der Frühjahrs- und der Herbst- 
blüteu eine große Übereinstimmung bestellt. Letzteres wird verstäiidlicli 
durch die Beobachtung des Verf., daß von Stellaria media bei mie 
jährlich nur 2 Generationen zur Entwickelimg kommen. Von der 
Keimung einer Generation bis zur ersten Blüte der folgenden Generation 
vergehen nahezu 5 Monate und die Keimung tritt nur bei bestimmter 
Temparatur, nicht vor Ende Februar (meistens im März und April! 
ein. Die ersten Blüten treten meist erst Mitte und Ende Mai auf. 
Die ersten Blüten einer ueiien Generation sind nicht vor August zu 
erwarten imd von Mitte und Ende Oktober an erfolgt keine Keimnng 
mehr. Die im Juli und August keimenden Pflanzen überwintern und 
liefern die ersten Frühjahrshlüten. Es gibt daher 1) SommcrpSanzen 
von etwa 5 Monaten Lebenszeit und 2) überwinternde PHanzen, deren 
Lebenszeit nahezu ein Jahr dauert. Die Übereinstimmung der FrÜbjahrs- 
und Herbstblüten erklärt sich also daraus, daß beide denselben Pflanzen 
angehören. 

Es fragt sich weiter, woher die Abweiobimg dieser Variation 
von der Gesammt Variation kommt. Da wir im Frühjahr vorwiegend 
alternde absterbende Pflanzen vor uns haben, werden wir von selbst 
darauf geführt, den Einfluß des Lebensalters auf die Variation zu 
imtersuchen. Verfasser genannter Abhtmdtung beobachtet« an vielen 
Plätzen Stellaria media vom Erscheinen der ersten Blüten bis zum 
Verschwinden der letzten und nahm an regelmäßigen Zwischenräumen 
Zählungen vor, an einzelnen Orten täglich. Der Höhepunkt der 
Variation wurde erst einige Zeit nach dem ersten Blühen erreicht, 
sie blieb eine Zeit lang auf der erreichten Höhe und sank zuletzt 
zurück. Es wurden nun die Blüten wieder in 3 Gruppen zusammen- 
gestellt (A erste B mittlere und C letzte Blüten). Die Humme 
stellte wieder die Variation der Gesamtreihe dar. Bei A bestimmte 
die Ordinate 3 fast ausschließlich die Form des zweigipfeligen Poly- 
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gons, bei B war der Gipfel bis 5 der herrschende, C war fast ein- 
gipfelig mit dem Gipfel bei 3. Im Sommer ist die Wahrscheinlich- 
keit, alle Entwickeliingsstufeu niizutrefleti ain größten, daher die Über- 
'•instimniuiig der Variation mit der deB Gesamtmaterials. Die 3 Polygone 
B, erwiesen sich immer noch als komplex, daher beeitiitussen uitBer 

im Älter noch andere Faktoren die Variation. 

Die Vermutung, daß der Standort von EinflaS Bei, lag nicht fem, 

kher stellte Verfasser weiter das Material uar/h eleu Standorten zw- 
men. Der Erfolg war überraschend. Verfasser erhielt von den 

irschiedenen Generationen eines und desselben Ortes diirchaus über- 
.Zustimmende Polygone, die häufig so geringe Abweichungen boten, 
daß sie als identisch bezeichnet werden koimten. Orte mit giinstigeii 
Wachstumsbedingungen lieferten Reihen luit Mittelwert bei 5 und 
großem Variabiütätsindex, Orte die nur kümmerliche Entwickeluug 
gestatteten, Jlittelwert bei 3 und kleinem Vari ab ilitäts index, wenn alle 
Altersstufen berücksichtigt werden. Die Variation war also in erster 
Linie vom Standort abhängig. Du die Abhängigkeit vom AJter nicht 
iniert wurde, das Material nicht homogen war, ließen sich vollständig 
iedigende Kesultate der niathenia tischen Analyse nicht erwarten, die 
UhereinEtimuiung der Polygone mit den beret^hneten Kurven et^b 
jedoch, daß fQr die einzelnen Standorte die Resultate der reinen Variation 
nahe kamen (Deckuiigsfehler 7 — \0%, bei regulärer Variation unter 27(,)' 
Bei Berücksichtigung des Alters an den eiuzelnen Standorten wurde 
die früher gefundene Abhängigkeit der Variation vom Alter bestätigt. 
Die Kurvenberochnung führte auf die Typen 1 und IV mit Deckuugs- 
'{ehlern von 4, 4^%, die nur wenig über die zulässige Grenze '2,'2\ 
Vo hinausgingen, sodaß in Anbetracht der willkürlichen Trennung 
;der Altersstufen die Variation nunmehr als regidiir betrachtet werden 
konnte. Gleichaltrige Blüten an demselben Standort ergaben also normale 
eingipfelige Variationspolygoue, bei VemachläBsigung des Blütenalters 
Qnd des Standortes ergeben sich die aus jenen !-,UBamniengesetzten 

niplexen Polygone. 

Die aus den Formeneinheiten bestehende komplexe Species ergibt 
trotzdem ein konstantes, der Art eigenes Variationspolygon, wenn sehr 
zahlreiche Beobachtungen au den verschiedensten Standorten und 
zu den verschiedensten Zeilen des Blühens gemacht werden wie ich 
die« frilher mehrfach hervorgehoben habe. 

Im zweiten Teil der Reinöhlschen Abhandlung kommen 
29 949 Blüten kultivierter Pflanzen zur Besprechung. Ein großer 

lil der Kulturpflanzen stand uuter herabgesetzter Beleuchtung, eiu 

iderer stammte von Kulturen auf fettem und magerern Boden, wobei 





H*^ «4«ffc aimxkrtmt Udrte bÜclMB «e BM 
bVwkffMtMdb), m4 « mtltMi dir 8la«bgdafe nlv dta 
(niliro«k//p g«iUt wcrlcn. 

Wir ffiÄm lri«r saf 4i« eiuclBMi Hkr iatficMiutw Uni 
wjtc and U0t<rwdiaiiyrwbeB aidil nfacr eio, aonderH finsca gldd 
iIh> liMiullat« 4m «xfNtrinwmt«]!«! Teile* xmamnen. Di« Bcleuebbmg»- 
ffrrk&ltnitw*- ininrn »nf 4ir Vonotron ron bettnuneDdem EmtioB. Ver- 
miri'lort'fr LicIitzulliiB m^Uj unt«r alle« DtOBttoden die Variation wesent- 
lißli li«rttl>, n «tmiwlriifl« Mittelwert und VanabilitätaiDdex. Die Abnahme 
MiliriU Wim xiir r«f(tiUircn Vtiriation um die Maximaltirdinate 3 fort. 
Hdh'iii ia der i-nUm Oeneration verschwanden die oberen Varianten 
vfilUlündig. Dif! dritte Generation liefert<.- bei Ahetammung von hnch 
vtriifrciiden wie von niedrig variiorendeu Pflaniw-ii eine reguläre Variation 
riMli "l«ni IV, ['eftnnniicheii KurTentypii«, in beiden Fällen mit großer 
AiiilKtiDninK ikB die Normulkurve (Abweichungen innerhalb der gesetz- 
lirliim Ortin/.!) cu. 'J\)- deringer ist der EinfiuB der Bodenbeschalfenheit. 
Doc.Ii gingen uiif gutem Hoden bei kräftiger Düngung die Werte in 
illn Mnli" iiriil HRukeu auf uiugerem Boden herab. lu einem Falle wurde 
i<in»< ragiilUr« Variation ulirnfalh nach dem IV. Typus um die Maximal- 
ordinati' T) «rreieht. Kh gidnng jedoch, die Variation ühet diesen Punkt 
XII nrlifthitn, NodaB ein bii H abgesturtes Polygon zu stände kam. (Die 
Kiliuiimieittdili'n Miiid hhcIi l'tlr die Variation der Stellaria media von 
lledeuliingV Auf magerem Boden wurde bei Ileduktion der Beleuchtung 
In N|iiltiin<u Gt'imrationmi iüp Variabilität su gering, daß der Variabilitäts- 
imlvx tiiclit mehr die Kütfte einer Vurianteneinheit hiii^ machte. Die 
IVtii'Moniohen Formeln lieferten kein befriedigen des Hesnltat mehr. In 
idifin FiUlen iot die Variation vom Alter abhiingig Zu Beginn der 
Kiilw ll^kelung fludnt ein Steigen, gegen Ende ein Zurückgehen der 
V an atioit* werte RUtt Je geringer aber der Umfang der Variation im 
guunnu iat, tiui ho kleiner wel^lml die durch das Alter hervorgerufenen 
l'litoniohiiHle, «i'dafi schlieBlioh itas Material in seiner Geeamtfaeit ein« 
gMi'hloiHoiii- l''ornteii«iuheit ditnitellt. 

Kiikerimont wi^' K(H>baohtung gaben keinen Anhalt Kr einea 
KiuHatt vii» lVm|H>raturuuler8cbiedeu auf die Variation. Nach den 
lJtT)t«tii)iitM>u der UmibachtungeQ de« 1. wie des 11. Teils sind Alter, 
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Bodeu Beschaffenheit, BeUiwrhtiing die für dir.' Variation maßgebenden 
Faktoren. Sie bestimmen die Formeneinheiten, aus deren Variation 
im einzelnen sii^h die GeEanit Variation zusauinienBetzt. Die Väriations- 
mittelpnnkt« bilden die Zahlen 3 und ö. Die Gesetzmäßigkeit, die 
im Herrortreten dieser Zahlen zum Ausdruck kommt, kann nur in 
inneren Ursachen begründet sein. Beobachtung und Experiment 
zeigten, daß die einzelnen Gruppen einen einheitlichen Ursprung hatten. 
Ob letztere das erste Hettultat eines Vorganges innerhalb der Art 
darstellen, dessen Ende die Auflösung der Art in einzelne selbständige 
Arten bedeutet? 



► 



Petzvals Theorie der Tonsysteme. 

Herausgegeben von Dr. phil, I.. Ehmknvi, Ingenieur in Wien. 



Einleitung. 

In dem Vorworte au der in Bd. üd dieser Zeitschrift veröffentlichten 
Äbhandlimg „Tlieoric iler SfÖningvn dvr SUitzlinieii von ^ Josef Petzval", 
in welchem eine gedrängte Charakteristik dieges Mathematikers enthalten 
ist, nird erwähnt, daß derselbe unter den v(.'rst:hiedenen Zweigen der 
angewandten Mathematik auch die Akustik bearbeitet und auch darin 
HerTormgendes geleistet habe. Hatte er schon im Jiilire 1859 eine 
Theorie der Schwingungen gespannter Saiten aufgestellt, so beschäftigte 
er sich gegen Ende der l^tiOer Jahre, wie dies aus den vom Heraus- 
geber kürzlich gefundenen Handschriften hervorgeht, insbesondere mit 
folgenden Gegenständen: Tlieoric d&r Toiiaißtcme, Bildumj der Akkorde, 
ratiütidk Titdatnr, inatlic»iatiscfie Grutulsütze zur Bildung einer tieucn 
HarmoHtclehre. 

Leider sind durch die in Petzvals Biographie') geschilderten be- 
klagenswerten Umstände auch seiue akustischen Arbeiten fast gänzlich 
verloren gegangen, und haben sich von manchen nur noch einzelne 
Bruchstücke gefunden. Am verhältnismäßig vollständigsten sind die 
handschriftlichen Aufzeichnungen über seine Theorie der Tonsysteme, 
wahrscheinlich deshalb, weil sie aus der letzten Zeit seiner lehramtlichen 
Tätigkeit stammen. Diese Theorie hatte er in den Jahren 1k70— 1877 
an der Wiener Universität zum Gegenstande seiner Vorträge gewählti 
die sehr zahlreich besucht wurden, nicht nur weil der Gegenstand neu 
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war. sondern aiicli. neil I'etzval. gewohnt selbst den trockensten Gegen- 
stand durch seine Vurtragsweise fesselnd zu gestalten, der niathematischM 
Entwickelung dieser Theorie diirt'h geistreiche Ausfslle gegen d'Alem 
bert, Itaraeau, Helmholtz u. a., sowie dm^ch bumoristische Ein- 
streuungen eine besondere Anziehungskraft zu verleiben verstand. 

Daß miin damals die Ei^^ebnisse seiner akustischen Untersuc-^bun^ 
für bedeutende hielt, gebt auch aus dem Umstände hervor, daS im 
Jahre 1^71 sein l'riiherej Assistent, der Realscbul- Professor Seveik, an 
der Wiener terbnisehen Hochschule die venia legendi für die maUii^ 
matische Theorie der Tonsysteme und Schwingungen gespannter öaiteD 
erlangen und darin durch eine Ueihe von Jahren eine entsprechende 
Lehrtätigkeit entfalten konnte. Di« Erklärung dafür kann nur in dem 
Umstände erblickt werden, d;iß in dem Hahllitations-Oesuche ausdrOcJclich 
und auch von der /.ur Beurteilung desselben eingesetzten KommissioD, 
welcher Petzvala Leistungen auf diesem Gebiete bekannt sein nuflten, 
besonders bervoi^ehoben worden ist, daß Sevcik die VorlesungeD 
„genau nach Petzval" zu halten gedenke. 

Als Petzval nach Vollendung seiner Tonsjsteme sich auch an dio 
anderen vorgenannten Arbeiten machte, schwebte ihm wohl die Übw- 
zeugnng vor, daß hiezu ein Musiker von Faeb der viel geeignetere 
Mann würt, als ein schlichter Mathematiker, der zu dergleichen Dar- 
stellungen gar keinen Beruf in sich fühlt. Er war auch bemQht, einen 
solchen zu gewinnen. Aber da ergab sich diu gewiß sehr merkwürdige 
Erscheinung, daß alle von ihm eingeladenen Musiker, die matbematisrli 
gebildeten nicht ausgenommen, »ich dem Einflüsse des herrschenden 
chromatischen Tonsystems nicht zu entzielieu vermochten und aich mit 
einem anderen als dem 12-stufigen System zu befreunden ^InzHch außer 
stAude waren, So blieb ilun nichts übrig, als eine solche Darstellung 
(leiner Studien in einer den mathematischen Wissenschafteu möglichst 
homogenen Fassung, weim auch ohne Beruf, Neigung und Geschick, 
selbst zu versuchen, und in einer von den musikalischen InkonBe>queiizen 
tunlichst befreiten Darstellung wenigstens die Elemente einer mathe- 
matischen Hiirmonlelehre aufzustellen, wie sie zum gründlichen Ver- 
ständnisse der Tonsysteme überhaupt notwendig sind. Dieser Umstand 
ist die Ursache, daß sich Petzval mit seinen musikalischen Ansichten 
und den geltenden Anschauungen der Musiker in mancher Beziehung 
nicht in voller Übereinstimmung befindet. Indessen ihm war ee auch 
gar nicht darum zu tun, in diesen Kreisen irgendwie aufklärend oder 
belehrend zu wirken, vielmehr stellte er sich lediglich die Aufgabe, ein 
Problem der Akustik auf mathematischem Wege einmal gründlich und 
erschöpfend zu lösen. Den Anlaß hiezu haben ihm zunächst die damals 
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neuen und epochemachendeu Arbeiten von Heliuholtz gegeben, der in 
Beiner Lehre von den Tonempfindungen ii. a, auch ein neues SO-stnfigcs 
Tousystem aufgeetellt und diese» an einem Harmonium „in oatKrlicher 
reiner Stimmung" praktisch diurhgeföhrt hat. 

Die Frage der Tonsysteme wollte also Fetzval allgemein behandeln 
und kritisch nntersiichen. Er sagte, daß das beste TonBystem zir iiUen 
Zeiten der Gegenstand der Bemühungen der Tonliebhaher war, und daH 
denn auch eine ziemliche Auzahl in Vorschlag gebracht worden sei. 
Da sie aber alle frhalten worden seien auf dem Wege des Versuches 
und des arithmetischen Herumtaatens, auf welchem man zwar sehr gute 
Tonsysteme, ja sogar das beste erfinden, aber nie beweisen kann, daß 
man das beste habe, so könne dieser offenbar sehr interessante Gegen- 
stand noch nicht als erledigt betrachtet werden. Es bleibe der luathe- 
matischen Analysis vorbehalten, die allgemeine Formel, oder die Formein, 
wenn es mehrere voneinander verschiedene gibt, anzugeben, in welcher 
oder in welchen alle erdenklichen Tonsysteme, sowohl die. welche man 
bereits kennt, sowie auch jene, welche man noch nicht kennt, enthalten 
sind, wodnrch dann die Auffindung des besten unter ihnen eich ab ein 
einfaches Maximum Problem gestaltet. 

Die Methoden, die er dabei anwandte, sind durchaus originell, und 
sind die gefundenen Ergebnisse ohne Zweifel ein bemerkenswerter Bei- 
trag filr die Tonlehre. Eine nachträgliche Veröffent liehung seiner Theorie 
ist jedenfalls begründet. Die gefundeneu handschriftlichen Aufzeich- 
nungen sind im Anfange so gehalten, als ob Petzval die Abhandlung 
zur Veröffentlichung bestimmt hatte, was er auch an der einen und 
anderen Stelle ausdrücklich s^t. Aber im weiteren Verlaufe scheint 
er diese Absicht wieder fallen gelassen zu haben, zumal die Änfzeich- 
nnngen in]merlUckenhafter,nnzusammenhtingender werden, und schließlich 
ganz augenscheinlich nur z.u dem Zweck gemacht worden sind, für den 
mündlichen Vortrag als Behelf zu dienen Druckreif sind also diese 
Aufzeichnungen nicht. Es blieb daher nichts übrig, als dieselben um- 
zuarbeiten, beziehungsweise das Skelett aus dem vielen, sonst sehr 
interesaanteD Beiwerke herauszuschälen, es teilweise zu ergänzen, und 
so die eigentliche Theorie in ihrer rein mathematischen Form herzustellen. 
Die sämtlichen gefundenen Handschriftei;, die sich auf die erwähnten 
Gegenstände beziehen, hat der Herausgebor dem Musik-Archiv der Stadt 
Wien übergeben, weil er der Meinung ist, daß die Gedanken, die Petzval 
in seinen Aufzeichnungen niedergelegt hat, nicht spurlos verschwinden 

. sollten, zumal es nicht ausgeschlossen ist, daß sich einmal ein in der 
btbematik wie in der Musik gleich bewanderter Fachmann findet, 

■ider dieselben verwertet und im Geiste Petzvals weiterführt. 
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I. BegrilT eines Toneystems. 
Bekanntlirh bat ein Jeder Bluetischpr Körper mehrere einEuhe 
Scliwii)giuigEn<ihen, ilie er entweder einzeln oder auch mehrere zusunauB 
anzunehmen vermag, und zu denen ebensoviele Töue gehöreo. Ihn 
SchwiugimgszHhJen in der St'kimde sind die Wnraeln einer trasnat 
d^nten Oloir.hung and köunen iu i'ine steigende Reihe, nach einem gf 
wissen Gesetze fortsub reitender Glieder geordnet werden. Die erste tul 
kleinste dieser Schwingungszahlen entepriclit dt^m sogenannten Gnm^ 
tone, die anderen entsprechen den virechiedenen ObcrlaHnt dien 
elastischen Kürpers. Z. B. eine wagerecht gesfiannt«, homogene und 
üherall gleich dicke Saite kann eine Krihe von Tön<^n geben, deren 
SchwingimgB/jihlen in der Sekunde 



0) 



?, 2E, 3^, 4:, bt, H, tt, ■ 



sind, unter £ die Anzahl der Schwingungen des tiefsten oder Gnmd- 
tones verstanden. Hervorgerufen wenlen diese Töne und zwar der 
Grundtou durch einfaches Anschlagen der Saite, die Übertöne biii- 
gegon, wenn man die Saite iu <ler Iliilftt', im Drittel, Viertel . . . ihrer 
Li'uige leicht mit dem Finger berührt und daiai anschlägt. Sie heißen 
auch Aliquot- oder Flugeolett-Töne. Der erste Oberton, dem die 
SchwinguugeiEali] 2^ angehört, bat die Eigenschaft, das meugcblicbe Ohr 
beinahe auf dieselbe Weise anzuregen, wie der Gnmdtuu selbst, daher 
uian in einem jeden Tongebilik' einen derselben für den anderen seteen 
kann, ohne den Charakter dieses Tongebiides wesentlich zn ändern. 
Deshalb werden auch in der Musik beide mit ein und demselben Namen 
bevwichnet. Heißt z. B. der eine C, so beißt der andere ebenso. 

Daher folgende allgemeine Regel: Idan ktinn dir- Schivintpini/seaiil 
I eines beliebigen Toneji ein oder uudt mehnrv Mal mit 2 mtdlipliiierm 
oder dividieren, ofme den Namen des Tortes stt äntiem. Gehört also die 
Schwingungszahl § zum Tone X, so gehört auch die Schwingungazahl 
2"^ zu einem Tone namens A', unter n eine beliebige positive oder 
negative ganze Zahl verstanden. 

Das zweite dieser beiden X heißt nach dem musikalischen Spmch- 
gebrauche die w" Olitaie des ersten, das Warum ist hier nicht wesent- 
lich. Hieraus folgt unmittelbar, daß die unter (1) aufgezeichneten 
Töne einer Saite nicht alle verschiedene Namen tn^en, sondern in 
Gmppen mit einem und demselben Namen zerfallen. Insbesonder« ge- 
hören die Scbwingungszahlen : g, 2^, 4£, 8f, 16f, . . . alle eu Tönen 
einerlei Namens, z. B. namens C, und diese Töne beißen: Grundtou, 
1", 2", 3" und höhere Oktave von C 



Ebenso i 
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tr^en »lle Töne mit deu Schwingun^zabJeii -^^^ 6g, I2g, 
24g, .. . einerlei Benennung (i: zu ihnen gehört auch der Ton mit 
V 5 Schwingungen in der Sekunde, wiewohl er in der Reihe (l) nicht 
vorkommt, mithin kein Oberton der Saite ist, und da £ zwischen 5 
und äg enthalten ist, so fällt dieser Ton in den Bereich der l'*" Ok- 
tave und heißt Quinte des Gnindtones C. Hieran» i'olgt, duB uiUienifin 
die Schifiiy/uitfiseaiU der Quintr aun jener iks GnindUmea erhalten wird 

Iwreh MvltiplikatioH mif ^ ■ 
So hat also die Quinte von (! odor die zweite Quinte von C die 
chwingungszahl jtS= ,t- Dieser Ton wird samt den Tönen mit 
- g, - £, --, £,..., \^t> i*£j 1W& • - Schwingui^en in der Itfnsik mit D 
bezeichnet und der erste von ihnen die Sel.muk des Gnindtones C ge- 
nannt. Zu diesem C gehört femer ein Ton, von welchem das C die 
Quinte ist, seine Schwingungszahl ist „ £. Dieser Ton heißt F, seine 
Oktave hat £ Schwingungen und wird die Qaarte. des Grundtones 
genannt. Obschon kein Oberton der Saite, steht er mit dem Grundton 
(loch in naher Verwandtschaft, weil C ein Oberton von /'" ist. 
In der lleihe (1) befinden sich noch die Seh wingungs zahlen 

hbt, 105, 20E, . . . 
e ihnen entsprechenden Tone heißen alle /.'. Zu ihnen gehört auch 
der in die erste Oktave fallende mit - £ Schwingungen, welcher die 
yroße Terz des Grmndtones genannt wird. Man erhält mithin die 
Schwingungszahl der großen Terz aus jener des Grandtones durch 
Multiplikation mit ' ■ 

Endlieh werden in der Reihe (1 1 auch Seh wingungs zahlen Tg, 14g, 
28 g, .. . wahrgenommen. Die diesen Zahlen entsprechenden Töne nennt 
Petzval Ais. Zu ihnen gehört auch der Ton mit £ Schwingungen 
in der Sekunde, der ebenfalls in den Bereich der ersten Oktave Tdllt, 
und den er die reine Septime des Grundtones nennt.') 



^B 1) Hier weicht Petxvftl von der ailgeroein gebrftQcblii'hpn Bexeiehnuiigt weite 
fnwntlicb ab. Nach dieier versteht tnaii unter ais den Tun mit der reinen 

SchwingungBiahl . — =. _-- uiicJ nennt ihn die flliermäßige Sexte; iliu TOuu 
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Um die Aufzülilung der dem ßrundtone TerwuidteD Töne voll- 
Btundtger zu machen, ist noch zu bemerken, daß die Quinte G aneh 

eine große Terz besitzt mit der SchwingungBzalü y'^t^'S'S; ^'^ 
heißt H. 

Auch die Quarte F besitzt eine große Terz mit der SchwingungszaU 
J- ■ * g = 3 £. Sie führt den Namen Ä. 

Stellt man nun die aufgezählten, dem Qrundtone C rerwandteu 
Töne, die sämtlich in der ersten Oktave enthalten sind, in eine Gru|)pe 
zusammen, geordnet nach Ihren Schwingiingszahlen, von der kleinsten 
angefangen, so erhält man die Toureihe: 

C B E F G A H C. 

» i li \t \i \i \t 1i n. 

Hier fehlt die Septime mit der Zahl von — £ Sehwingiii^en. Sie wQrde 
den Platz zwischen A und H einnehmen und nach dem in der Mnsik 
angenommenen Bezeichnungagebranche -4/s, d. h. erhöhtes A, hei&en 
ist aber nicht eingescbultet worden, weil sie auch in den herrschenden 
Tonsystemen der modernen Musik eigentlich nicht vorkommt. 

Diese hier angeführten Töne bilden eine kleine, nur aus 7 Noten 
bestehende Melodie, welche nicht gar so übel klingt und den Leuten 
nur deshalb unangenehm ist, weil sie sie gar zu oft hören müssen. 
Demungeachtet bildet sie aber doch ein schon deshalb merkwürdiges 
Liedchen, weil es nach Belieben heiter oder schwermütig klingt. Heiter, 
histig, munter, hart (dur), wenn man es in der Urdnung (2) der Töne 
von C angefangen absingt. Traurig, weich (mollj, wenn mau es von 
A anfängt und in der Ordnung 

A H C D E F G A 

(3) u a 27 3 K » „ 

abspielt. Unter den Tonen stehen auch hier dieselben Schwingungs- 
zahlen wie in (2j, nur »; anstatt 5 K^setzt und reduziert auf die 
1. Oktave. 

h und h heifieD Septime, und zwar h mit der reinen ächningnngssahl — die 

gtoüe Septime, und b mIL der reinen ijchwinguagaiahl -^ ■ wz ■= - ^'^ kleine 
Septime. 



Von L. Erh^nyi. 
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Die Reihe (2) heißt die C-Dnr-, «iie R«ihe (3) hingegen die ,4-MoU- 
Tonleiter (Skala) und heißen in denselben beziehentlich 
der 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. Ton 

Prim Sekunde Terz Quarte Quinte Sexte Septime Oktave. 
Die Tonabatände in diesen 2 Tonleitern sind aelbatverständlich nicht 
dieselben. Mithin gibt es mehrerlei Terzen, Quarten usw., verminderte, 
kleine, große, ilbermäBige usw., waa in die musikalische Nomenklatur 
einige Verwinuiig zu bringen geeignet ist. Bei der Lösung des arith- 
metischen Problems jedoch, die hier angestrebt wird, können wir sie 
abseits lassen. Nur soviel ist nötig zu erwäluien, daß die kleine Terz 
der Moll Tonleiter als dritter Ton in derselben entnommen ist und die 
Schwingungazahl — jj hat, während die große Terz der dritte Ton der 
Dur-Tonleiter ist mit der Schwinguogszahl £. 

Auch kann erwähnt werdeu, daß die Mo 11 -Tonleiter nicht immer 
die (3) gewesen ist. Dnter Papst Gregor dem Großen, der anstatt der 
griechischen die jetzt noch üblichen Buohatabenbenennungen einführte, 
wurde sie so: A. Ji. C. D. E. F. G. A gesungen, wobei unter .ß das 
beutige ff verstanden wurde. Die moderne Musik hingegen braucht 
nur im Absteigen die Form (3), im Aufsteigen aber einen Zwitter ana 
halb Dnr, halb Moll. 

Ungeachtet der allgemeinen Abneigung gegen die beiden Ton 
leitem bleibt es aber doch Tatsache, daß die sieben verschiedenen Töne 
derselben sowohl nacheinander, als auch mehrere derselben mit Auswahl 
gleichzeitig angeschlagen, einen dem Ohre angenehmen Eindruck her- 
vorbringen. Mehrere gleichzeitig erklingende Töne geben einen .4ikorii. 
So gibt der Grnndton mit der großen Terz und Quinte einen Akkord 



C E 
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in dem die Schwingungszahlen im Verhältnisse 4, 5, G zu einander 
stehen; er wird der f- Dur- Drei klang genannt und gilt mit allen seinen 
Versct?.ungeu und insbesondere in der Ordnung der Töne (', G, E und 
dem Verhältnisse 2, 3, .'» der Schwingungszahlen für den angenehmsten 
oder konsonantesten aller Akkorde. 

Solcher Dnr- Drei klänge lassen sich aus den sieben Tönen der Skala 
Kh zwei bilden, nämlich: 

G H I) F A (' 

|-£ ^^ 'U "'"• U It 2£, 



iklSiige I 
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ihre SchwingwngBzahlen stehen ebeufalls im Verhältniaae 4. 5, 6. DiMt 
Akkorde ht-iBeu daber ik-r (■»-Dur- mid der /■- Dur -Drei klang. Alle be- 
Btehen auH: Grundtoii, jp-oße Tuiv. und Quinte, mir ist im ersten der 
Grundton (.', im zweiten G, im dritten /■', Töne, tou welchen der erste 
oder Grundtun C auch Tonikn, der zweite G die Oberdominant«, der 
dritte F die Unterdomlnante heißt. Die Tonleiter ist mithin zuBamineii- 
gesetzt aus den Bestandtönen dreier Dur-Dreiklänge. 

Auch in der Molltonleiter knun aus Grnndton A, kleiner Tera t 
und Quinte E ein Dreiklang, der auf das Ohr einen angenehmen Ein- 
drufik macht, gebildet werden; sein Klang ist aber weich (moll), düster, 
melancholisch, und es können auch hier wieder 3 solche MoUdreil 
aus den 7 Tonen der Skala zusammengestellt werden, nämlich 
A (.' E D F A E G H 

r. 8 37 8 , """1 3 9 9 

'' J.'i 2''' 2Ü^ B*? -'? 2'J ä^ *''■ 

Die Töne d«a ersten und dritten unter ihuen stehen genau im Vot- 
hältnisse der ganzen Zahlen 10, 12, lii. Diese Akkorde klingen gui 
Der zweite derselben hat aber die Töne in etwas anderen Schwingnng»- 
verhältniBsen und klingt auch minder gut. Das Verhältnis 10, 12, 15 
ist aber samt dem Wohlklange wieder hergestellt, wenn man anstatt 
des Tones D mit ^-q Schwingungen einen anderen, d mit —ii Schwin- 
gungen setzt, der die genaue Quarte de# Gnmdtones A ist. Dieses i 
ist = S7 A mithin sehr wenig von D unterschieden. 

Die Theorie verlangt also zum vollständigen Wohlklang der t'-Ehir- 
und A- Moll-Tonleiter und der darin enthaltenen Dreiklänge sehr nahe 
aneinanderliegende Töne T> und d, ein Fall, der sich auch bei anderen 
Anlässen öfter wiederholt. Nebst diesen i^ Dreiklängen ist auch in 
der Musik von Wichtigkeit der Septimenakkord, der aus Grundton, der 
großen Terz, Quinte und Septime zui^ammengeset/.t ist: 
C E G Ais 

i U I« h- 

Die Schwingungszablen dieser Töne stehen in dem einfachen Ver- 
hältnisse 4, ö, 6, 7. Dieser vierstimmige Akkord hat die besondere 
Eigenschaft, daß nach ihm der Dreiklang FAC besonders gut klmgt, 
so daß er denselben vorzubereiten, zu verlangen, gewissermaßen dun 
zu leiten scheint, und namentlich ist os die Septime, die ihm die«en 
Charakter verleiht, die daher auch der harmonische Leiti^on heißt, oder 
mindestens heißen sollte. 
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Der Septimeuakkorcl scheint eine neue Entdeckung zu sein. Iiu 
Altertame unbekannt, kommt pr auch in der Kirchenmusik Palestrinas 
noch nicht vor. In der neueren Musik findet er sich entflßhieden 
häufiger, als irgend ein anderer. Nur wird in ilemselbeu die reiue 
Septime Ais durch einen anderen, wesentlich verBchiedeneu Ton li er- 
setzt, wodurch er einen Hchärferen Klang bekommt, dabei aber seinen 
oberwähnten Charakter nicht wesentlich yeräudert. 

Es kommen in der Musik sehr viele verschiedene Akkorde vor; 
die hier zur Sprache gebrachten drei, nämlich der Dur-Drei klang, der 
Moll-Dreiklaug und der reine Septimenakkord, deren Tone beziehentlich 
in den Verhältnissen 4, 5, li, dann 10, 12, 15 und endlich 4, r>, (J, 1 
stehen, sind die einzigen vorzugsweise wohlklingenden, welche man 
mit dem Namen konsotianle Akkorde belegt; die übrigen sogenannten 
dtasonanten Akkorde sollen an einem anderen Orte zur Sprache gebracht 
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Nicht nur in Akkorden, sondern auch nacheinander erklingend, 
erregen die Töne der zwei in Rede stehenden Tonleitern eine angenehme 
Empfindung, und es gibt eine große Mannigfaltigkeit von Gesäugen, 
iXiv vorzugsweise aus den Tönen derselben zusammen gesetzt sind, und 
die man auch durch Begleitnug mit den eben angeführten Akkorden 
verschönert. Mitn sagt von ihnen, daß sie je nach ihrem Charakter, 
ob heiter oder düster, imd je nachdem die Begleitung mit Dur- oder 
mit Moll-Akkorden vorzugsweise stattfindet, aus C-Dur oder ^1-MolI 
gedichtet seien. 

Anstatt des tinrndtones C kann man auch einen jeden beliebigen 
anderen wählen und auf demselben eine Tonleiter gründen, gleichviel 
ob er in der C-Dur-Skala enthalten ist oder nicht. Mau hat nur die 
gegebene Schwingungszah) dieses neuen Qrundtones anstatt £ in die 
Reihe (2) einzusetzen, um die Schwingungszahleu der neuen Tonleiter 
zu erhalten. Es sei z, B. B der neue Grundtou mit der Hchwiugungs- 



1) 



Fh a U Vis II 
H » (i4 ' 82' a ' ifl " a * «4 ■ * * 
Vier Töne derselben, D, G, H, D, sind auch in der C- Skala eut- 



halteii^ der zweite, mit der Schwingungszalil - g versehen, ist mit dem Ji 
• C- Tonleiter, welches die Zahl -£ trägt, beinahe identisch. Nennt 
1 Um also c, so ist ^ = ^n' Ebenso ist der fünfte mit a bezeicli- 
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nete beinahe das A der C- Skala, und es ist wieder -2"= an' ^'^ 
beiden mit Fis und Cis bezeichneteB Töne endlich sind von allen in 
der C-Tonleiter enthalteoeii wesentUcli verschieden und liegen beziehent- 
lich zwischen F und G, und zwischen (' und 7), mit der gewissen 
Bedeutung eines erhöhten F und erhöhten C. 

Alinliche Bewandtnis hat es nun mit allen von verschiedeBso 
Qrundtöuen ausgehenden Tonleitern. Sie bestehen teile aus Tönen, du 
auch schon in anderen Tonleitern vorriitig sind, mitunter aus wesent' 
lieh verschiedenen, aber oft auch aus solchen, die von den TSma 
anderer Skalen nur sehr wenig abweichen. Diese letzteren bilden im 
ein sehr lästiges Ton Proletariat, welches, wenn zugelassen, in der muii- 
liallsohen Praxis sowohl wie auch in der Theorie störend auftritt, in- 
dem es bei einigen- Instrumenten eine UuzabI beinuhe gleichklingende 
Saiten, bei andern eine Unzahl von Bünden verlangt, die beinahe an 
dieselben Stellen des Qritl'brettes lallen usw., und was das schlimmBte 
ist, eine Unzahl von Tonnameu und -zeichen erheischt, welche ü» 
Elemente der Tonschrift in eine Art chinesischen, onübersehbsna 
Alphabets verwandeln würden. Es ist daher immer für wichtig «r- 
ai;htet worden, diese beinahe gleichlautenden Tfine zu beseitigen. 

Zu diesem Zwecke ist dos nächstliegende, zuerst sieb darbietoid* 
Verfahren folgendes: In der t'-Leiter kommt der Ton A als grofla 
Terz von F vor mit der Scbwingungszahl J. In der /^-Leiter er- 
scheint ein ähnlicher a als Quinte von D mit der Schwinguugszahl t^^ 
die von g£ nur um jxt abweicht. Beide scbaöt man ab, und ersetxt 
sie durch einen einzigen Ton A' mit der Schwingimgszahl ; £, di^ 
zwischen j-^f, und -£ liegt und von jeder dieser beiden Zahlen uur 
mehr nm — £ verschieden ist. 

Dieses Verfälschen der Töne nennt man in der Kunstsprschf 
temperieren, und es ist nunmehr A! sowohl die verTälschte oder tempe- 
rierte Terz von F, wie auch die temperiei-te Quinte von D, Und es 
heißt diejenige von der Einheit nur sehr wenig abweichende Zahl, mit 
welcber man die reine Terz, Quinte, Septime usw. multiplizieren mofi, 
um die temperierte Terz, Quinte, Septime usw. zu erhiilten, Hie Teafe- 
ratur dieser reinen Terz, Quinte, Septime usw. So ist im gegenwärtigen 
Beispiele -■- die Temperatur der Tei-z A von F, und — ^ die Tempe- 
ratur der Quinte a von D 
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Die Notwendigkeit dea Temperierens wiederholt sich sehr oft; 
denn die Musik benötigt die Töne mehrerer Tunleitem teils um der 
Höhe der menschlichen Stimme, die sie zu begleiten hat, gerecht zu 
werden, hauptsächlich aber, weil sie durch den Übergang zu den 
Akkorden anderer Tonleitern ihre aehönsten und überraschendsten 
Wirkungen erzielt. Jede neue Tonleiter erheischt aber in der Kegel 
auch neue Töne, die mitunter von den Tönen bereits vorhandener und 
im Gebrauche stehender Tonleitern sehr wenig abweichen und deshalb 
nicht durch einen Itesonderen Aufwand von Klaiigmitteln, z. B. Saiten, 
Bünde usw. erzeugt, sondern lediglich durch Temperieren hergestellt 
werden. Nur geschieht dasselbe nicht in der hier auseinandergesetzten, 
etwaa primitiven Weise, weil es meistenteils auch nicht 2 Töne sind, 
die eineu gern eiuschaft liehen Hepräsentanten erhalten, sondern mehrere. 
Es spielt dieser Repräsentant einem dieser Töne gegenüber die Rolle 
einer temperierten kleuien Terz, zum dritten stellt er eine t«mperierte 
Quinte, zum vierten eine Septime dar. 

Hierbei ist ea nun freilieh unerläßlich, daß ein jedes der so 
temperierten Intervalle etwas von seiner Reinheit abgebe; jedoch soll 
dies in rationeller Weise so eingeleitet werden, daß der Gesamtbetrag 
der so gebrachten Opfer ein möglichst kleiner sei, das heißt, daß die 
Temperaturen der sämtlichen Reintöne möglichst wenig von der Ein- 
heit abweichen. Einen Ton, der von demjenigen Reintone, den er 
vorzustellen berufen ist, in merklicher, leicht hörbarer Weise abweicht, 
nennen die Musiker in ihrer Kuuataprache nicht mehr einen tempe- 
rierten Ton, sondern eineu heulenden Wolf.*) So wird z.B. ein Ton, 
ilessen Temperatur ist, mithin um -- oder um noch mehr von der 
Einheit abweicht, bereits zu den heulenden Wölfen gezählt. Dieser 
Abstand von der Reinheit wird ein Komma genannt. 

Hat man nun auf dem Wege des Temperierens die sehr nahe an- 
einander liegenden Töne beseitigt, so bleiben offenbar nur solche übrig, 
die sich in beträchtlichem Abstände von den Werten ihrer Sobwingimga 
zahlen befinden. Diese liegen aber vermöge der voi^enommenen 
Reduktion auf der ersten Oktave zwischen £ und 2£, können somit 






1) Diese Bezeicbnuug entapricht Uem hUtorlscb-mathematiBcheii iphyBikaliBcben; 
idpunkte. Heute nennen die Musiker einen solchen Tod schlechtweg einen 
ichen". Unter beulendem Wolf vcrateben sie den einem Inatnimenle infol){0 
ein«:« Material' oder KonatrutctionsfeblerB zufilUig anhaftenden unreinen Ton, wie 
E. B. bei der Orgel, wenn das Spielventil nicht iirdentlich schlieBt. oder bei Blas- 
instrumenten, wenn sie noch nicht genügend warm geworden sind usw. Diews 
iit der moderne pbjaiologisube i aknstiacbo) Standpunkt; den historitch-physi- 
kftliscben hat man aufgegeben. 
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njcbt anders als in beaclirünkkr Änzalil vorhanden sein. Sie Stella 
aozQBagen das Tonalpltabet vor, und man ueuiit ihren Inbegriff ein 
Tonsystem. 

IL Das 12-8tiiflge, ohromattsohe TonsTstem. Seine Eigensohaften. 

Der Begriff des besten Tonsyateina ist ein relativer, inaofeni yn- 
sdiiedene Tonliebhaber auch verschiedene Anforderungen an ein solchei 
stnllen werden, je nach dem Instnimeiit«, das sie behandeln, je nacli 
dem Zwecke, den sie verfolgen, und der entweder sein bann, praktiBclie 
Musik zn machen "der theoretische Forschungen anzustellen, fenier je 
nachdem sie einer Noteuaehrift bedürfen oder nicht usw. 

Die Allgemeiulieit der mathematischen Untersuchung verlangt, daS 
wo möglich alle diese Änfordeioingen berücksichtigt werden. Mau uinS 
sieh daher vor allem die Frage stellen: Welches sind die wflusclieiis- 
werten Eigenschaften eines guten Tonsjatems? Die Antwort damuf 
findet man am teichtesten, wenn man sich irgend ein Tonsystem, etwa 
das herrschende, als Beispiel vorlegt und untersucht. Hiedurch wird 
man nämlich mit einem Male in medias res versetzt, und lernt die Yat- 
Züge kennen, die beizubehalten oder wenn möglich noch zu steigen 
wünschenswert sind, und die Mängel, welche man entweder ganz xn 
vermeiden oder wenigstens zu veriiugern streben wird. 

Das gegenwärtig allgemein übliche, im Klavier verkörperte Ton- 
system besteht aus nur 12 Tönen; sie sind der It«ihe ,nAch mit ihr«u 
äch w ingungszahlen : 

(• Cis D Dis E F Fis G Gis A B H C 
£ «£ tt'e o»6 «*£ «=§ ««£ a<% «"£ «"£ «'«£ «"£ «"£==?; 

Mithin ist a" = 2, also k = f 2 = 1,05946. 

Diese Zahlen stehen in einer geometrischen Frogi-ession, die auch 
ins Uneudliche fortgesetzt, werden kann, aber darum doch nur diejenigen 
Töne liefert, die in der ersten Gruppe von zwölfen enthatten sind, und 
zwar in derselben Ordnung; denn es ist «'*£ = «'*«£ = i?«^ = O's, 
a"£ = k'- - ß'£ = 2«*£ = D usw., was also dieselben Töue in der zweiten 
Oktave gibt. Man kann sie sich in einen Kreis wie die 12 ZifFeni 
eines UhrziS'erblattes angeordnet denken, und kann jetzt von jeder be- 
liebigen unter ihnen anfangend sehen, daß auf dieselbe Weise, wie die 
zweite Gruppe aus der ersten gebildet wird, auch die dritte aus der 
zweiten, die vierte aus der dritten usw. und schließlieb die erste aus 
der letzten hervorgeht. 

Äbnlich wie diese \'2 Bestandtöne bilden auch die Quinten einen 
in sich zurQckkebrenden Kreis, der von einem beliebigen Tone als 



Diillt«iii gezählt <ier siebente ist, nämlich die 
gibt den Quinten»irkel : 

C Li D A EH Fis Cis t 



inte dieses nullten. Das 



Dis li ¥ U, 



nach welchem ofTenbür dieselbe Reihe von Quinten abermals erscheint. 
Auch die Terzen si'büeBen sieb zyklisch zusammen, es »iud dies 
jedoch kleinere, aus nur einigen der 12 Töne gebildete Kreise. Die 
großen Terzen bilden deren 4, nämlich: 

C E Gis V 

tu F A eis 

D Fis B li 

Dis G H Dis. 

Die kleinen Terzen ergeben hingegen deren 3, nümlich: 

r Dis Fis A C 

Cis F, G, B Cis 

D F Gis H D. 

Es gehen mithin 3 gruße und 4 kleine Terzen auf die Oktave, 

Da zu Jedem der 12 Töne die Quinte, die kleine unil die groQi- 
Terz unter eben den 12 Tönen gefunden wird, so kann man auch über 
jedem derselben als Grundton einen Dur- und einen MoU-Drciklaug 
konstruieren, und du aus je 3 solchen Dreiklungen eine Tonleiter ge- 
bildet werden kann, so ergeben sich aus nur 12 Tönen 12 vollständige 
Dur- uud 12 vollständige Moll-Toiileitem, was unstreitig eine bedeutende 
Leistung mit wenigen Mitteln ist, die hauptsächlich durch den Umstand 
möglich wird, daß das Tnnsystem ein in sich zurückkehrendes ist, und 
infolgedessen ein jeder Ton in allen möglichen Eigenschaften erscheint 
und Dienste leintet, einmal als Grundton, dann als Quinte eines anderen 
Grundtones, dann als große Terz eines dritten, ferner als kleine Ter/, 
eines vierten usw. Diese Eigeuscbaft des in sich Zurückkehrens ist 
also eine wünschenswerte, wenigstens insofern, als unter sonst ähnL'chen 
Umständen das in sich zurückkehrende Tonsystem vor einem anderen 
den Vorzug verdient. 

Eine in ähnlicher Weise schätzbare Eigenschaft ist das Fortschreiten 
der Töne iu geometrischer Progression. Sie werden dadurch im musi- 
kalischen Sinne, das heißt nach dem Urteile eines geübten Gehörs, äqui- 
distant, imd das aus solchen äquidistunten Tönen zusammengesetzte 
Tonsystem bietet vor einem anderen ähnliche Vorteile, wie ein in gleiche 
Teile eingeteilter Maßstab vor einem anderen mit ungleicher Teilung. 
Et erhalten alle gleichnamigen Intervalle einerlei Wert, alle Quinten, 
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großen und kleiaen Terzen usw. werden gleich, d. h. entweder gleich 
rein, oder gleich temperiert, alle Akkorde, alle Tonleitern haben, ab- 
gesehen von der Tonhohe, einerlei Klang und stellen eben darum bn 
Grunde auch nur eine einzige Leiter vor, und ein jedes Tonstück klingt, 
in jeder beliebigen Tonart vorgetragen, gleich gut oder gleich übel. 

Ob sich aber die reine Tonleiter, die doch ofFeubar im Toneystonie 
möglichst getreu wiedergegeben sein sollte, mit der Einteilung in 
gleiche Teile überhaupt, und mit der 12-Teilung insbesondere vertrage, 
ist erst die Fr^e. Untersucht man, um hierüber vorläufigen ÄiifschluB 
zu erhalten, die reine Dur-Tonleiter (2), so gewahrt man in derselben 
mehrerlei Abstünde nächster Nachbartone voneinander. So stehen C 
und D und F und G, ebenso A und H im Verhältnis - zueinander. 
Diesen Abstand nennt man einen tfroßmi ffunzen Ton. In dieser Weiie 
besteht zwischen I) und E, desgleichen zwischen G und Ä da« Ver- 
bältnis der Schwingungszahlen. Dieser Abstand wird ein Ideiner 
gatizcr Ton genannt. Zwischen E und F, ebenso zwischen H und C 
ist das Verhältnis -z, was ein großer Halbton heißt. Beachtet man 
noch endlich die ebenfalls wichtige kleine Terz mit dem Schwingimgs- 
verhältnisse g^Bn die große Terz mit j, so stehen diese beiden 
Terzen im Abstände --, der ein kleiner HaU)ton heißt. 

Die Oktave wäre mithin ans 3 großen ganzen, 2 kleinen ganzen 
nnd 2 großen Halbtönen zusammengesetzt. Das 12atufige Tonsystem 
hebt den Unterschied zwischen großen und kleinen Ganz- und Halbtönen 
auf und unterscheidet nur ganze und halbe Töne schlechtweg, Inßt mit- 
hin die Oktave aus t> ganzen oder 12 halben Tönen bestehen, was, als 
erste Annäherung betrachtet, ancli ohne Widerrede mathematisch korrekt 
ist. Natürlich ist von diesen Tonen keiner rein, sondej-n es sind alle 
mehr oder minder temperiert. Um zu sehen in welchem Maße, berechnet 
man ihre Schwingungszahlen. Sie sind: 



(■i) 



C'ts = a £ = 1, 05946 £ 
B -a>£- 1,122465 
Bis - «■{ - 1,1892U 
E - «'S - 1,2Ö992S 
F — a'i - l,33484f 



-fVj -«>£- 1,41431 £ 
a -o'£-l,49831£ 
Gm-«"£- 1,68740£ 
A -c'£- 1,681795 
B - ii"£ - 1,78180£ 
H -«"£- 1,88776£. 



Eb Bei nun die Temperatur der Quinte, da« lieiBt diejenige der Einheit 
nnlie Zahl, mit welcher die Schwingungazahl der («inen Quinte ^£ nnl- 
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)>liziert verdeii muB, um die Schwiogungazahl der temperierten Quinte 
es Systems zu erhalten, q, so ist: 

^S-1,49831, mithin 5=1-,;, -S^ 

liese Teni|ierHt»r q gilt för alle Quinten wegen der absoluten Gleich- 
leit aller gleichnamigen Intervalle. 

Nennt man ebenso die Temperatur der großen Terz T, so ist: 

|t_ 1,25992, mithin r_l+jl^_!ll. 

Die Temperatur der kleinen Terz sei mit t bezeichnet; es wird 
B für alle kleinen Terzen des ganzen Systems: 

Ji= 1,18921, mithin f = 1 - ^^ = |-[-J. 

Endlich sei die Temperatur der Septime, welche die reine Schwin- 
igszahl Y^=\,'if>i besitzt, die nur mit der Schwingimgszabl des 
'ones B im Verzeichnisse (4), nämlich 1,78180§ vergleichbar ist, s, 
1,78180, mithin s = 1 + ^ = ^. 



Man sieht hier, dafi im liJstufigen Tonsysteme die Quinten der 
Eteinheit sehr nahe kommen, die Terzen sind zwar eben noch niclit 
beulende Wolfe, aber sehr nahe daran auf diese Benennung Anspruch 
machen zu dürfen. Die Septime endlich ist entschieden ein heulender 
(Polf, vorausgesetzt, daß man den Ton Ji wirklich als den Kepräsen- 
iuiten des sechsten Obertones von C mit der Scliwingungsznhi f an- 
sieht. Nach einer anderen Ansicht kommt man dem eigentlichen Sach- 
verhalte aber am nächsten, wenn man annimmt, daß die reine Septime 
in dem 12stufigen Tonsysteme, welches auch das chromiiUscht: heißt, gar 
nicht vertreten sei, und daß dieser Ton B gar kein Uepräsentont der 
tiiinen Septime mit der Schwinguugszaht -i £ sei, sondern der eines 
(deren Reintones mit der einfachen Schwingimgszahl — i|, der vermöge 
üeser Einfachheit ähnlich der kleinen Terz mit der SchwingungezabI 
r£. so wie diese, eine selbständige Holle in der Musik zu spielen be- 
I ist. Die Theorie wiederspricht indessen dieser Ansicht, indem sie 
Bses 2i des chromatischen Systems für den wirklichen Repräsentanten 
■ reinen Septime erklärt und somit zu einem heulenden Wolfe macht. 
! soll in der Folge gezeigt werden. 
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Alle diese, denselben Namen tiagemlen Interralle sind i 
temperiert, whs sich, wie man sagt, dadiirrii kennzeichnet, »laß sie mit 
den ihnen entsprechenden Reintfjnen zugleich angeschlagen, gleichn»! 
Schwehungen hilren lassen. Durum nennt man dieses Tnosystem auch 
ein fileichschiicbend temiKriniea. Dies ist aber irrig; die Anzahl der 
Schwingungen ist vielmehr der Schwingiings/^hl, der Tonhohe propor- 
tional, lind wenn man daher das i;hri>matische System oder irgend ein 
ähnliches gl ei chsch webend temperiert nennt, so ist die« nur in dem 
selben Sinne richtig, in welchem man dasselbe auch gleichstuf y nennen 
kann. 

Es dient vielleicht zur Klarheit, besonders fGr diejenigen Leser, 
die mehr nia thematisch als rnnsikalisch gebildet sind und fiir welche 
diese Abhandlung vuraugswi'iee verfaßt ist, /.u bemerken, daß der Be 
griff von Intervall und Stufe ein anderer ist in der Musik al^ in der 
Geometrie. Sind nämlich M und M' Punkte einer geraden Linie, 
X und x' ihre Koordinaten, so ist bekanntlich ,r' — j- das zwischen 
ihnen vorhandene geometrische Intervall. Sind hingegen x' und x 
Srbwingungszahlen zweier Töne statt Koordinaten, so ist das muKi- 
kalische Intervall zwischen diesen Tönen Im ersteren Sinne sind 

also Pimkte, denen Koordinaten x^, jr,, Xj, x^, . . . entsprechen, «qai- 
distant, wenn x^ — x^^ x^ — j\ -f Xy — ar, . . . besteht, d. h, wenn diese 
Koordinaten eine arithmetische Progression bilden; in der Musik hin- 
gegen sind Töne mit diesen Schwingungszahlen äquidistant, wenn 
-* = --=—■•• ist, d. h. wenn diese Schwingungszahlen in geometrischer 
Progression stehen. 

Nennt man hiemit im Zusammenhange z die Schwingungszahl 
eines Tones in einem temperierten Tonsjsteme und »i die Anzahl der 
Schwebungen in der Sekunde, die derselbe mit dem Keintone macht, 
den er darzustellen berufen ist, so ist das System ein gleichsch webend 
temperiertes, wenn nicht n, wohl aber eine konstante GrÖfie ist, 
nur fär verschieden benannte Intervalle: Terz, Quinte, Septiine,' 
andere und andere Werte anzunehmen vermag. 

(fegenflber den Vorteilen des lästutigen Tonsystems sind indesaen 
auch Schattenseiten desselben zu verzeichnen, sogar solche, daß Petzral 
nicht anstand, dieses heut« allgemein verbreitete System keineswegs als 
das beste zu erklären, nicht etwa in der Absicht, dieses durch ein voll- 
kommeneres zu ersetzen, was er für ein ganz aussichtsloses Beginnen 
hielt, sondern bloß um zu zeigen, daß die wissenschaftliche Unter- 
suchung unabhängig von der allgemeinen Anschauung ihre eig^ien 



1 



Von L. Ebiteicv]. 297 

Wege gehen muß, und um für den Fall, als Tinll«icbt dereinst doch 
durch mächtige nnd laiigaiidmieriidr Einflüsse eine zweikmäßipe. All- 
gemeine Reform der Musik möglich werden sollte', die Vorarbeiten zu 
liefern, welche die Art und den Unifaug einer solchen Reform zu be- 
stimmen hahen. 

Die Vereinfachung <ie8 Tniialphabele und ZiirückfUhriing desselben 
auf möglichst wenige, z. B. auf nur 12 Töne, wie im chromatischen 
Systeme, ist allerdings ein Vorteil; es kann aber in der Verein- 
fachung auch Z11 weit gegangen sein. Wenn man beispielsweise das 
Alphabet der deutschen Sprache dadurch vereinfachen wollte, daß man 
Rur.bstaben von ähnlichem Klange, wie b und p, d und t, f, v und 
w uBw, Je durch ein einziges Zeichen ersetzt«, so wäre dies offenbar 
ein zu weit getriebenes Vereinfachuugsbestreben, weil man dann nicht 
mehr imstande wäre, den richtigen Laut der Worte in der Schrift 
wiederzugeben. In ähnlicher Weise kann auch in der Vereinfüchung 
des Tonalphabcts durch Reduktion auf nur 12 Töne zu weit gegangen 
«ein, wenn dadurch Tonmangel erzeugt ist, infolge dessen wichtige Inter- 
valle und brauchbare Akkorde ausgeschlossen und gewisse musikalische 
Wirkungen und Feinheiten unerreichbar werden und wenn ferner der 
Wohllaut der Akkorde dadurch beeinträchtigt wird. Beides ist wirklich 
der Fall. 

Wie bereits bemerkt worden ist, schließt das chromatische Ton- 
systeni den sechsten Oberton des Grundtones, die reine Septime näm- 
lich, die auf die erste Oktave reduziert das Schwingungsverhältnis - 
hat, aus und ersetzt denselben im Dominant- Septimen- Akkord durch 
einen heulenden Wolf Hiemit wird aber nicht nur das Intervall - , 
sondern werden alle Intervalle, die durch einfache Brüche von der Form 
- ausgedrückt weisen und wo entweder der Zähler oder der Nenner 
die Primzahl 7 ist^ ausgeschlossen. lu der Tat stehen die Schwingungs- 
zahlen der 4 Töne des Dominant -Septimen -Akkord es, z. B. G, H, D, 
Eis im Verhältnisse der Zahlen 4, 5, 6, 7. Fehlt mithin der vierte 
Ton Ein, so fehlt zu G das Intervall , mitbin auch seine Ergänzung 
zur Oktave: , die mit multipliziert das Produkt 2 gibt. Da aber 
das System über jedem seiner Beatandtöne konstruiert ist, so fehlen 
die Intervalle - ■ nicht nur zu G, sondern zu jedem anderen Tone 
D gamen Systeme Überhaupt. Zu H hat lüs das Schwiugungsverhältuis , 
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deaeeu Ei^änznng zur Oktave y ist. Da Eis nicht vorhanden isi, so 

ttind aiicb die Intervalle ^ - y im Systeme nicht vorhanden. Zu D 

enillicli stellt /:,Vs im SchwingungaverhältniBse ., dessen 

y ist. Mithin fehlen im chromatischen Systeme die Intervalle: 






4 7 5 T 6 7 
Nun ist aVier erfahrungeniäBi{; eine Tonverbindiing dem Gchön 
desto faßlicher, in je einfacheren Zahlen Verhältnissen ihre Bestandtöoe 
stehen, weshalb die durch sehr einfache Brüche ausgedrückten Inter- 
valle in der Musik die meiste Wichtigkeit haben. Die wichtigBt«n niod: 

, „ 8~~* i> ~ä 6 ö 
' 2 8' 48' BS' 

paarweise so zu Kämmen gestellt, wie sie sich zur Oktave er^nzen. Nnrb 
ihnen folgen sogleich die obigen im cliromati sehen Syst^jne nicht ver- 
tretenen. Und es geht daraus hervor, daß ein jedes andere Tonsysteni, 
in welchem auch die reine Septime Platz findet, bloß durch die An- 
wesenheit dieses einen Tones das chromatische Tonsjstem in der An- 
zahl brauchbarer Intervalle im Verhältnisse 4 : 7 Überbieten wird. 

Diese oder älmliche Betrachtungen waren es vermutlich, die den 
berühmten Kontrapunktisten Joh. Philipp Kirnberger und vielleicht 
auch seinen großen Lehrmeister Sebastian Bach veranlaßten, diesem 
wichtigen Tone die verdiente Aufmerksamkeit zu schenken. Ersterer 
sucht« ihn in das Tonsystem unter dem Namen ./ einzuführen, zeigte 
seine Verwendung in einigen von ihm komponierten Mueikstflcken und 
stellte zu Berlin ein Orgelregister mit dieser J benannten reinen Septime 
auf, welches aber, nachdem die auf Kirnberger folgenden Organisten 
nichts damit anzufangen wußten, später wieder beseitigt worden ist. 
Fasch, ein Schüler Kirnbergers, erneuerte die Bestrebungen seines 
Lehrers, diesen Ton der Musik zu erhalten, mit demselben geringen 
Erfolge. Das Urteil der musikalischen Zeitgenossen Fascbs und Kirn- 
bergers war über dieses Intervall ungefähr auf folgende zwei Punkte 
zurückzuführen: a) das Intervall j ist ein von Kirnberger neu er- 
fundenes, ein Ton, der Vorzeit unbekannt; b) ist aber nichts anderes 
als eine temperierte Septime, d. h. ein temperierter heulender Wolf 
Dieses Urteil hält nicht Stich, denn es kann dagegen folgendes bemerkt 
werden, Zu a): Das Intervall ist zwar weder auf den Tasten ife» 
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KTaTiers, nocli auf den in Bünde geteilten Griffbrettern anderer Saiten- 
instrumente, noch auch in der muBikalisebeQ NotenBchrift vorhanden; 
denn wäre es wirklich da, so hätte ja Kirnberger es nicht unter der 
Bezeichnung J einzuführen gebi'aucht. Es klingt jiber als Oberton mit 
einer jeden angeschlagenen Satte im allgemeinen mit und kann als 

igbeatandteil durch einen Helmlioltzschen Resonator nachgewiesen 
werden. Auch isoliert als Flageolett-Ton ist es jedem Mxisiker bekannt 
tind wird erhalten, wenn man eine Saite im siebenten Teile der Länge 
leise mit dem Finger berührt imd dann anschlägt. Ja man kann sich 
.»uf diese Weise den ganzen reinen Septimen-Akkord vollkommen frei 
ytiD jeder Temperatur oder Veriälschung vorfuhren, indem man eine 
'Saite der Reihe nach im vierten, fünften, sechsten und siebenten Teile 
ihrer Länge berührt imd anschlägt und kann bei dieser fielegenheit 
mit sich eins werden, ob man die reine Septime filr eine Konsonan?. 
oder Dissonanz zu halten hat. N^eu oder unbekannt waren daher 
alle diese Töne nicht, nur eines scheint den um die Theorie der 
Schwingungen gespannter Saiten wenig bekümmerten Musikern un- 
bekannt gewesen zu sein, daß nämlich diese Tone im Verhält- 
nisse 4, fi, fi, 7 ihrer Schwingungszahlen zueinander stehen. Zu b) 
kann bemerkt werden, daß dies den Begriff des Temperierens völlig 
umkehren hieße. Sonst ist nämlich der un temperierte oder unver- 
fälschte Ton rein, der temperierte verfälscht; hier wären hingegen 
der untemperierte falsch und der temperierte rein. Das sind die 
folgen des Gebrauches oder Mißbrauches sinn ab seh wachen der, i'remd- 
;8prac|]licher Benennungen, anstatt der ehrlichen deutschen Ausdrucke! 
Sagte man schlicht und gerade: Verfälschen und nicht Temperieren, 

wäre eine solche Begriffsverwirrung unmöglich. Es scheint also 
hier wieder einer der so häufig vorkommenden Fälle vorzuliegen, 
daß das Urteil eines einzigen gründlichen Denkers, wie Kirnberger», 
richtiger ist, als das Gesamturteil aller seiner Zeitgenossen. Die 
reine Septime mit dem Sehwingungsverhältnisse ist also und bleibt 
ein Ton von hoher Wichtigkeit in der Musik, und eine Theorie 
der Tonsysteme, die auf dieselbe keine Rücksicht nimmt, karm auch 
auf Allgemeinheit keinen Anspruch erheben. Es wird daher in dieser 
Abhandlung der Septime - (heselhe Aufmerksamkeit geschenkt, wie 
den anerkannt konsonanten Intervallen und namentlich den beiden 
Terzen. 

Nicht nnr die durch einfache Brüche von der Form - bub- 
p gedrückten Intervalle, in denen die Primzahl 7 vertreten ist, sind 
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Bind wnroöglicb nicht ganz suBer Acht zu luBsen, und ein Tons^item. 
das sie besitzt, wird wenigHtens zu Stadien Über die Charakteristik 
der Akkorde, welche einfarhen Zahlenreihen enteprerhen, einigen Ver- 
zug verdienen. SelbstTenitändlich kommt ihnen die Wirhtigkeit, welcbe 
die KoMBonan/^n haben, nieht zn, diese wird sng-dr beinahe Null, to 
die 7 nicht vertreten ist. Den genauen numerischen Wert der Wich- 
tigkeit dieser Intervalle »ber hier anziigebon ist schon deshalb numc^' 
lieh, weil grilnrlÜche Studien Hher die (isychische Charakteristik Hpr 
Intervalle, Akkorde und Tonarten bisher sehr TernacblSssigt worden 
sind. Daher denn auch die moderne Miisik nach Petüvals Ansicht 
Über die Charaktere Dur und Moll, hart und weich damals noch nicht 
hinausgekommen war. Nnr von Koch ist ihm eine Auswahl ver 
Bchiedcner 7- und niehrtöniger Tonleit«m mit ihrer psychischen Cha- 
rakteristik und uatnrgemüßen h arm oni sehen Begleitung vor^el^en, die 
aber nicht verüfTentlicht worden war. Küme es nun, meinte er, dereinst 
r.ur Geltung, was dieser scharfsinnige und vielerfahrene TonforeclieT 
findet, /,. B. die folgende über dem Grundtone (W aulgebaute Tonleiter, 
welche die unten angesetzten Schwinguugszjihlen hat und in an- 
gemessener Begleitung im echten Stile einer würdigen Kircheiu 
gehalten ist: 



h js 



? n, 



lemnnB^J 



so gewänne die Primzahl 11 in der Musik eine vorher nie geahnte 
Geltung. 

In ähulicher Weise vermöchten aber vielleicht auch andere ein- 
lache Intervalle sich Geltung zu erringen. Deren besitzt nun aber dae 
clirouatische Tonsystem nur wenige. Mao bekommt eine Übersicht 
über dieselben, wenn man die Dezimalbruche in den Schwingui^cszahlet) 
des Verzeichnisses (4) in Kettenbriiche und diese in einfache Nähenings- 
brficbe verwandelt; dies gibt: 
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ine Reihe, in der man die oben angeführten einfachen und wichtigsten 

btervalle nur spärlich verti-eteu sieht. Es ist also nicht unbegründet, 

renn man sagt, daB das chromatische System an Tonniangel leide. 
Diese Betrachtungen hatte indessen Petzval nicht dazu angestellt, 
1 den Mangel zu beweisen, der sich in einem nur 12stufigen Systeme 

Ion selbat versteht, sondern zu dem Zwecke, um mit Klarheit darzu- 
as unter Tonmaugel und Tünreicfatum zu verstehen ist, wie es 

^steme geben kann, die bei einer großen Anzahl von Tönen deimoch 
, Tonmaugel leiden, eniUich wie man diese in Rücksicht auf Ton- 

Bicht.um oder -mangel zu beui'teüen habe. 

Daß im chromatischen Tonsysteme der Wohlklang der Akkorde 

inrch die Ubertemperierten und auch wirklich Übel klingenden Terzen 
»inträchtigt sei, wird wohl ziemlich allgemein von den Musikern zu- 
estaudeu, jedoch in einer Weise, die zu einem gi-ilndliehen Urteile 
über dasselbe System in dieser Beziehung keinen genügenden Anhalt 
gewährt. Sie sagen nUmlich gewöhnlich: „Die Quinten wären schon 
gut und rein genug, wenn nur die Terzen reiner waren!" Hierauf 
kann man erwidern; Wenn die Quinten nur eben rein genug sind und 
nichts weiter, su müssen die Terzen auch gut genug sein, denn im 
Tonreiche gilt dasselbe, was anderwiirts als Regel feststeht, nämlich, 
man kann niemand etwas geben, was man nicht einem anderen weg- 
nimmt. Haben daher die Quinten an Reinheit nur eben genug und 
kann man ihnen nichts nehmen, so kann man auch den Terzen nichts 
geben. Andererseits könne man auf eine Tatsache hinweisen, die bei- 
nahe zu beweisen scheint, daß das Urteil der Musiker keineswegs das 
Urteil des Volkes sei, nämlich auf die, daß oft in Konzerten nacli 
einem in möglichst reinen Tönen ausgeführten Streichquartette sich 
ein Klavierspieler hören läßt mit seinen falschen Terzen und beulenden 
Septimen, dem aber gleichwohl vom versammelten Publikum wütend 
applaudieii wird. Hieraus scheine beinahe hervorzugehen, daß die chro- 
matischen Terzen nur dem verfeinerten Gehör der Musiker von Fach übel 
klingen, für das übrige Menschengeschlecht jedoch rein und wohl- 
klingend genug seien, wenn man nicht etwa annehmen will, daß der 
Applaus gar nicht der Musik gelte, sondern nur der brillanten Technik 
dea Virtuosen. Wiewohl nun übrigens inbezug auf Wohlklang und 
Obelklang niemand anderer, als eben der Musiker urteilsfähig ist, so 
hat doch sein Urteil hier nur dann wissenschaftlichen Wert, wenn es 
auf der genauen Kenntnis der Charakteristik der konsonanten Intervalle 
und der Gewichte ihrer Verfälschungen gegiQndet ist, und wenn er 

infolge dieser Kenntnis imstande ist, seine Angaben in wenigstens sehr 
angenöherteu Zahlenwerten zu machen. Es kommt also, wenn auch 
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nicht olles, doch mmdestcnB sehr viel auf die geiiaue numerische I 
nie der Empfindlichkeit der Konsonanzen tm, ohne sie k&nn man weder 
über ein vorgelegteB ToBSystem ein endgültiges Urteil fällen, nodi 
aiK-h die Berechtigung der zuhlreicheu, der ersten Kinase angehÖrtgen 
Syeteiuf^ dieser Art, mit deueu sich diese Abhandlung IjeschUftigt, Ober 
jeden Zweifel erheben. In der Tat, wenn sich nachweisen ließe, daB 
die Quint« keine größere Verfälschung verträgt, als , wie im cluo- 
matischen Systeme, so wären alle Tonsysteme der ersten Klasse ns- 
brauchbar, weil in ilmen allen die Quinte stärker belastet ist. und 
hiemit wäre dann natürlich auch die Berechtigung dieser Abhimdliuig 
teilweise aufgehoben. Die ältere Musikliteratnr bietet nun über diesen 
wichtigen Punkt wenig Brauchbares; in der neueren Zeit sind jedoch 
dankenswerte Bestrebungen aufzuzeichnen, die hiezu als Yorsrbeitea 
gelten küunen. Man hat niimlich verbucht, die Abstufungen der Inter 
valle in Reinheit festzusteUen. Helmholtz hat diese sogar durch eiiiL' 
Kurve bildlich dargestellt Das jedoch, was man in der Theorie der 
Tonsysteme braucht, ist nicht diese Kurve, weil hier wenig darauf an- 
kommt, ob eine Dissonanz etwas mehr oder weniger dissoniert, sondern 
es sind dies die möglichst genauen Werte der Krümmungshalbmesser 
on den Scheitelpunkten, oder was dasselbe ist, die zweiten DitTerentiat- 
quotienten der Ordinaten, und um beurteilen zu können, ob positive 
und gleich große negative Verfälschungen auch gleich uiiaDgenehm 
wahrgenommen werden, auch noch allenfalls die dritten. Nicht aas 
einer gewissen Analogie luit einem im widerstehenden Mittel Schwingea- 
den Punkte, von weicher leicht zu beweisen ist, daß sie nicht besteht, 
sind diese fundamentalen Kenntnisse zu ziehen, wie Helmholtz getan. 
sondern aus einer gründlichen, auf sorgfältig angestellte Beobachtungen 
gestützten Theorie. 

Es ist nicht zu bezweifeln, daß die rastlos fortschreitende Akustik 
mit der Zeit auch diese Daten mit zureichender Genauigkeit liefern wird 

Durch die bisherigen Auseinandersetzungen erfährt der B^[riff 
eines Tonsysteins eine Erweitei'ung; mau sieht nämlich, daß nicht nur 
Tonsysteme von der Art des hier als Beispiel gewählten chromatischen, 
in welchem sämtliche gleichnamige Intervalle einerlei Wert besitzen, 
sondern daß auch andere mit verschieden temperierten Quinten niuJ 
Terzen in Anwendung gekommen sind. Sie heißen in der musikalischen 
Sprache ungleich temperierte Totist/stenie. Sie werden aufgestellt zu dem 
doppelten Zwecke: Um einigen Tonarten einen vollkommeneren WoM- 
laut zu verschaöen und den anderen einen verschiedenen pgychiscluin 
Charakter zu verleihen. Berühmte Musiker, wie Kirnberger vxi 
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.Malcolm, ebenso Ealcr uiid Oyöry nind auf dem äufierst mUhsnmen 
Wege dea arithmetischfin Versuches zu solchen Tonsystemen gelaugt. 
In allen sind einige wenige Tonarten wohllantend, die flbrigon desto 
übel klingender; eine reine Septime ist nirgends zu finden. 

Allgemeineren Anklang fanden jedoch diese Versuche nicht. Dies 
hindert übrigens nicht, daH sie die Aufmerksamkeit des Arithmetikers 
für sich in Anspruch nehmen, schon weil die ungleich schwebend 
temperierten Tonsysteme die allgemeine Form, die gleich schwebend 
temperierten nur der besondere Fall sind, sieh also mit den ersten 
mehi- Zwecke und diese s^ugleich genauer erreichen lassen müsBeti, 
ah mit den letzteren. 

Solange man also die Theorie der Tonsyaterae als ein arith- 
metisches Problem behandelt, wird man immerhin, um wissenschaftlich 
zu Werke zu gehen, die Tonsysteme einteile» können, ja sogar uidasen, 
in gleichsuhwebend und ungleichsehwebend temperierte. In den einen 
besitzen sämtliche gleichnamigen Intervalle: Quinten, Terzen, Sep- 
timen usw, einerlei Wert, in den auderen sind diese Werte von Tonart 
zu Tonart verschieden. Um dem in allen mathematischen Wissen- 
schaften notwendigen Streben erst nach Einfachheit, danu aber nach 
Allgemeinheit gerecht zu werden, sind zuerst die gleichschwebend 
temperierten Tonsysteme in Augriff zu nehmen. Dann kann man aber 
zu den ungleich seh webend temperierten übergehen, wenn auch nur um 
das vot^elegte arithmetische Problem zur allgemeinen Lösung zu 
liringen, ohne llücksicht darauf, ob sie die Musik als brauchbar aner- 
kennt oder nicht. 

Aus dem bisher Gesagten geht nun wohl genügend hervor, sowohl 
was man ein Tonsystem nennt, wie auch welches die allgemeinen 
Forderungen sind, welche man an ein solches zu stellen bisher für gut 
befunden hat Man wird sagen: Ein Tonsystem ist eine geschlosseni- 
und in sich zurückkehrende Touperiode, deren Bestandtöne sowohl 
ihrer Zahl nach, wie auch vermöge ihrer Scbwingungsverhältnisse sich 
geeignet erweisen, um damit gute Musik zu machen. Unter guter 
Musik versteht mau aber nicht nur wohlklingende Musik, sondern 
auch die uubeschadet ihres Wohlklanges oder vielleicht auch ohne 
[tücksicht auf denselben einen mannigfachen psychischen Charakter 
hat. Der Tonsetzer will nämlich mit der Gewalt der Töne das Gemüt 
des Menschen beherrschen und will ihn nach seinem Belieben in eine 
lustige, traurige, andächtige, kriegerische usw. Stimmung versetzen. 
Das Tousystem darf daher nicht zu wenig Töne enthalten, weil daraus 
Tonarmut entsteht, zufolge welcher die musikalischen Wirkungen nicht 
mehr ei-zielt werden können, es darf aber auch nicht zu viele Töne 
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süllilen, weil die Vprschwendang der Toamittel zn anderen 
Übelständeu fuhrt. Ferner ist es nicht uotwendig, daß die Töne, m 
welchen das TonB)'nt«m besteht, riutw Töue seien, sie können rieli&elit 
alle lemperirrt, das heißt verfälHcht »ein, jednch niur uro einen n 
geringen Bruchteil ihrer SchwingiingsTiahl . daß die Verfälschung m 
dem meusehlichen üehör unter den Umstünden, unter velcben mu 
Musik zu machen pflegt, nicht mehr, wenigstens nicht mehr mißklingend 
wikhi^enunimen werden kann, also /.am Beispiel um weniger als ^ 
der Sehwingungszahl. 

VVamm Petzval gerade diese Zahl ^ gewählt hat, bedarf ein« 
Erläuterung. Er behauptete, eine Verfälschung von der Schwingonga 
zahl sei selbst bei deu empündlichsten Inten'&Uen, die Uktave nicht 
ausgenommen, auch durch diis feinste inusikaliBche (Jehör unter solchen 
ümständeD, imter welchen man Musik xu machen pflegt, nicht mehr 
wahrzunehmen. Nur im unisono ist auch eine nuch geringere Ab- 
weichung von der Reinheit unschwer zu entdecken. Er beweist die* 
durch folgende Betrachtung. 

Ea kann allen Musikern unwiderleglich nachgewiesen werden, äti 
nicht nur sie, sondern auch alle ihre Vorgänger falsche Intervalle, nii4 
zwar nicht nur falsche Ter/en und Quinten, denn dies würde sich toi 
selbst verstehen, sondern auch falsche Oktaven, und zwar falsch nm 
wenigstens bald im positiven, bald im negativen Sinne im eigenen 

und fremden Spiele geduldet haben, und zwar ohne Not, denn sie 
hätten ohne alle Milbe und Kosten diese falschen Töne auch ver 
meiden und durch reiue Oktaven ersetzen können. Da sie dies aber 
nicht taten, bleibt nichts anderes übrig, als anzunehmen, daß sie diese 
falschen Töne gar nicht bemerkt haben. Daß wirklich eine Ver- 
fälschung von — : in der Musik ohne Not bis heute noch geduldet 
wird, zeigen alle Saiteninstrumente, welche in Bünde geteilte (iriff- 
hretter haben, wie Zithern, Guitareu, Lauten usw. Wird bei diesen 
lusti-umenten eine Kaite auf das CiriÖ'brett niedergedrückt, so wird da- 
durch ihre Spannung etwas vergrößert, mithin der Ton erhöht. Bei 
dem gewöhnlich vorkommenden Abstände der Saiten vom Griffbrett« 
beträgt diese Tonerhöhuug etwa — - der Schwingon^zahl oder auch 
Saitenlänge, kann aber auch bedeutend giÖßer werden. Ea scheint 
nun, daß bei der Verfertigung der ersten Instrumente dieser Art auf 
die eben besprochene Wirkung keine Rücksicht genommen worden ist, 
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sie waren daher vermutlicli nach der pythagoräiBPhen Vorschrift so ein- 
geteilt, daß der Oktarenbund genau in die Mitte der Saite, der QuinteD- 
buiid genau auf ihrer Lange usw. fiel. Bei dieser Anordnung 
erhöhten sich die sämtlichen gegriffenen Töne um gleichviel, nämlich 
um — der Schwingungszahl, oder nahe um eines ganzen Tones, 
waren mithin unter sich richtig und wohlklingend, und nur wenn eine 
leere Saite angeschlagen wurde, erwies sich der Ton gegen die ge- 
griSenen um Schwingungszahl = ^ Ton zu tief. Dieser Unter- 

schied war aber zu klein, um anders bemerkt und verläßlich nach- 
gewiesen werden 7.u können, als im Unisono, und wurde auch wirklich 
nur dnrch die mangelnde Übereinstimmung des Flageolett mit der 
gegriftenen Oktave entdeckt. Hier wäre nun ganz leicht zu helfen 
gewesen. Da nämlich die gegriffenen Töne alle untereinander harrao- 
niert«n, und nur die wenigen der leeren Suiten zn tief waren, so hätte 
man offenbar die ereterea unaugetOHtet lassen, die letzteren aber alle 
gleich viel, mtmlich um ^ Ton erhöhen sollen, was dnrch Verkürzung 
des ersten und leti!l«n ßundes hei der Guitarre um Zoll (2,6 mml, 
hei der Zither um etwa die Hälfte dieses Betrages zu bewerkstelligen 
war. Aber auch das noch zu seiner Zeit im Gebrauch gestaudent' 
Verfahren der unrichtigen Einteilung war noch nicht aufgegeben 
worden, weil man den Fehler nicht erkannt hatte. Mitbin wurde 
auch die Verfälschung von - der Schwingungsdauer, die daraus ent- 
sprang, trotzdem sie oft vorkam, nie gehört; mithin ist eine solche 
Verfälschung selbst bei den empfindlichsten Intervallen, die Quinte 
and Oktave mit eingeschlossen, unter den Umständen, unter welchen 
man Musik zu machen pflegt, und bei den in liede stehenden Saiteu- 
instmmenteu selbst vom geübten Ohre nicht wahrzunehmen — was 
za beweisen war. 

Damit wollte aber Petzval keineswegs sagen, eine Verfälschung 
von -- an der Oktave oder Quinte sei Überhaupt durch dos mensch- 
liche Ohr nicht wahrzunehmen. Im G^enteile, Akustiker, Klavier- 
stimmer, Orgelbauer usw. können selbst zehnmal kleinere Differenzen 
uicht nur entdecken, sondern auch messen. Dies geschieht jedoch 
durch Anwendung kdnstlicher Mittel und Herbeiführung von Umständen, 
unter welchen man Musik nicht zu machen pUcgt. Der mit den 
feinsten MeBinstrumenteu versehene Ingenieur, dem noch dazu die 
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nStige Zeit zur Verfügung steht, kiimi seine Meseuugea mit viel grSßm 
(leQsnigkeit vollhringen, als iltT liloß anf aelu AugemuaB Au^wicMne, 
dem uucli überdies keine Zeit zur Beobat^htimg gegönnt ist. Dies i^tliier 
beiläuHg der äachverhalt. Es besteht ein großer Unterschied iwisphen 
sorgfältiger Tonmessung und oborflficb lieber TonsebätKaiig, und wer 
Musik hört, kann nicht TnesBen, sondern nur obertltiehticli schätzen. 

Kehren wir zum eigentlichen tiegenataude wieder zurück. 

Wer also ein neues Tonavateni entweder bilden oder ülier «n 
Bolebes ein gegründetes Urteil füllen will, der muß sich offenbnr d»i 
trugen lieiint Worten können: 1 welche Tongruppeu oder Tonfolgei 
klingen gut, was klingt besser, was klingt am allerbesten nud ant«r 
welchen Umständen ist der höchste Wohlklang /.u erzielen? 2. wie 
groß ist die Empfindlichkeit der einzelnen Intervalle gegen VerfälschuBf^V 
und 3. welche Tonverhindungen besitze» ii^end einen angebbaren 
psychischen Charakter, and sprechen demzufolge eine dem GehSr )n^ 
erfaßbare musikalische Sprache? 

Was die zwei ersten Fragen anlangt, so wird man vennutiieb 
meinen, daß die mehrere tausend Jahre alte Musik dieselben bereit» 
längst wird beantwortet habuu; man wird ferner vermuten, daB die 
letzte Krage die meisten Schwierigkeiten bietet, und deshalb entweder 
gar nicht oder bisher nur unvollständig erledigt sei. Mau täoBcht sich 
indessen hierin vollständig. Gerade über die dritte Frage wissen wir 
daa meiste, denn wir besitzen einen wertvollen, von Euler aufgestellten 
allgemeinen Satz, der klar und bestimmt sagt, welche Intervalle und 
Tongruppen im lUlgemeinen einen angehbaren psychischen Charakter 
haben, während hinsichtlich der beiden ersten Fragen Petzval be- 
hauptete, daß man damals in musikalischen Kreisen noch immer nicht 
einig war über das, was wohl klingt, sowie auch über das, was empfind- 
lich und emphndlicher ist gegen Verfälschung. Es schien ihm diei 
am besten aus den Antworten der Musiker hervorzugehen, die in der 
Regel etwa folgendermaßen lauteten: 

„Die edelste und vollkommenste, d. h. wohlklingendste KoQsonani 
ist die Oktave. Sie ist darum auch so emphndlicb, daß sie nicht die 
allergeringste Verfälschung vertragen kann und ganz uutemperiert und 
vollkommen rein bleiben muß. Nach ihr ist die Quinte die edebte 
und vollkommenste Konsonanz; sie vertrügt darum auch nur Mhr 
geringe Verfälschungen und darf nur so wenig als möglich temperiert 
werden. Dann kommen die Terzen; sie sind vollkommene Konsonanzea 
und können und müssen auch teni|)enert werden bis zum Heulen. Die 
Septimen sind Dissonanzen, komuieu mithin auch nur in dissonanten 
Akkorden vor." 
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Petzval hat die Widersprüche, welche in dieseu Aneichten Hegen, 
ingehend widerlegt und hat anf die Kragen seihet die zutreffenden 
.ntworten gegeben. Schon im Anfange ist hier eines hÖuhst wichtigen 
•rinzijips der Harmonielehre Eiwühnung geschehen, welches er das 
'rinzip der augenäherten Äquivalenz der Oktaven nennt, und welches 
r so formuliert hat: Jeder Tim bildet mit allen seinen hühereii und 
jeferen Oktaven fine Reihe von Tönen, die nach dem Urteile des 
lenschlichen Gehöres einander rn hohem Orade ähnlich sind, dergestalt, 
i&ä man in eiuem jeden Tongebilde, z. K. Akkorde, einen von ihnen 
Ir den anderen setxen kann, ohne den Charakter dieses Tougebildes 
esentlich zu üudern. Es werden deshalb auch alle diese Töne der 
knzen Oktavreihe mit demselben Xamen belegt und mit demselben 
lachstaben bezeichnet. Die Richtigkeit dieses Satzes wird von 
len Harmonielehreni ohne Unterschied anerkannt, wiewohl sie den- 
etben nie so aussprechen, sondern gewöhnlich iu andere Worte 
;Ieiden. 

Petzval wollte diesen Satz vorderhand als Ergebnis der Er- 
bhmng hingestellt wissen, und meinte, dafi die Zeit vielleicht nicht 
lehr ferne sei, wo man ihn aus dem gründlich und erschöpfend be- 
mnnten Baue des menschlichen Ohres mit Hilfe der mathematischen 
Lnalysis ableiten wird. 

Schon in seiner Theorie der Schwingungen gespannter Saiten') 
lat Petzval den Satz aufgestellt, der hier brauchbar ist, nämlich: 
Wenn eine gespannte Saite durch die Schwingungen des Mittels, in 
Welchem sie sich befindet, zum Schwingen angeregt wird, so schwingt 
ie alle ihr entsprechenden harmonischen Töne und ihre Oktaven auf 
Üeselbe Weise, d. h. Ton und Oktave beide ohne Seh wingungs knoten, 
oder mit derselben Anzahl von Schwingungsknoten, die sich an der- 
wlben Stelle befinden. 

Da das Gehörorgan auch ein System in einem widerstehenden 
Mittel schwingender Saiten oder Fasern ist, oder sein soll, die durch 
ie Schwingungen dieses Mittels selbst in Bewegung gesetzt werden, 
Bo ist nur noch übrig, zwischen den Identitäten der dynamischen Er- 
scheinung und der sinnlichen Wahrnehmung einen Zusammenhang 
festzustellen. Damit wird dann das Prinzip der Äquivalenz der Oktaven 
eine Festigkeit gewinnen, die es den mathematisch bewiesenen Sätzen 
an die Seite stellt. Dieses Prinzip hat daher mehr für sich, als das 
Qbereinstimniende Zei^is aller Musiker und Harmonielehrer, und der 
in der Knnst eingeführte Gebrauch. 
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Aus ihm folgt tuunittclbar, daß, wenn Qaint«, große Tetr iniS 
kleine Terz Konsonanzen sind, auch Quarto, kleine und große Sexte 
ähnliche Konsonanzen von beinahe demselben Grade nnd pSTchischfl) 
Charakter des Wohlklanges sein müssen. 

Dies veranlaßte auch Petzval, die konsonanten Intervalle uichl 
in voUkommeue und unvoUkomniene, Bondern in Urintervalle und En- 
interralle einzuteilen. Zu den Urintervallen zählt er die ersten i)ber- 
töne des firundtones mit ihren Oktaven und die kleine Ten. Hitf 
folgen sie mit ihreu Hchwingungszalilen: 

Oktave Quinte t^oBe Terz kleiiio Terz Spi)time 

V c CG C E r' Ai C Ais 

Die zweit« Gruppe bilden die Kointei-valle, d. h. diejenigen, welche die 
Urintervalle zur Oktave ergänzen, d. h. welche man ans den ^Jrinte^ 
Valien erhält, indem man statt des Gnindtüues seine Oktave setrt. 
Sie heißen 

Einklang Quarte kleine Seit* große Sexte überm. 9ekuud>^ 

c c Cr Er Es e Ais c 

2t •2t It 2t l^ 2t It 2t It 2£ 

«der t t e ;U t It t It e ?£■ 

Da sie alle aus den Urintervallen entstanden sind dadurch, daß 
man anstatt eines Bestandtones seine Oktave gesetzt hat, und da dies 
vermöge des Gesetzes der angenäherten Äquivalenz der Oktaven den 
Charakter der Tonverbindung nur unwesentlich zu ändern vermag, an 
ist die auf diesem Wege aus der Quinte hervorgegangene Quarte nahezu 
ebenso konsonant und vermutlich auch beinahe ebenso empfindlich 
gegen Verfälschung. Ebenso ist die aus der großen Terz abgeleit^tt 
kleine Seite eine Konsonanz von ähnlichem Wohllaute und demselben 
psychischen Charakter, d. h. beide sind hfitere oder Dur-Konsonanzen. 
und besitzen beinahe dieselbe Empfindlichkeit gegen Vermischung. 
Die aus der kleinen Terz hervorgegangene große Sexte ist aber so wie 
diese eine Moll- oder schwennütige Konsonanz, und die SbermäSige 
Sekunde hat in allen Stücken Ähnlichkeit mit der reinen Septime. 

Nicht nur in einem reinen, sondern auch in einem temperieiien 
Tonsysteme haben die Urintervalle mit den ihnen entsprechenden Ko- 
intervallen durchaus einerlei Eigenschaften, so zwar, daB sie auch 
einerlei Verfälschungen erleiden mtisaen. In ilcr Tat, nciiut man die 
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Temperaturen der Quinte, großen und kleinen Terz und Septime in 
einem solchen Tonsysteme der Reihe nach: 

3 = 1 + x, r=l + Ö, ^=1 + T, s=l + <y, 

unter x, ö, r und 6 sehr kleine Brüche verstanden, welche die Ver- 
mischungen dieser Intervalle in Teilen der eigenen Schwingungszahl 
bezeichnen, so sind die ürintervalle mit ihren Schwingungszahlen: 

Oktave Quinte große Terz kleine Terz Septime 

C c C G C E C Es C Ais 

g 2£ g '(i+x)g g j(i + ö)e e g(i+^H e i(i+^)s, 

also ihre Verfälschungen beziehentlich: 

l^i ^5 \ri I<^t 

Die ihnen entsprechenden Kointervalle werden: 

Einklang Quarte kleine Sexte große Sexte überm. Sekunde 
c c G c E c Es c Ais c 

2t 2f|(l+x)£2g l{l + e)t2t ^(1 + T)f2e l(l + 6)t2i 

oder alles auf den Grundton g reduziert: 

c c G c E c Es c Ais c 

^ ^ ^ 3'(l-fx) ^ 6'(1+Ö) ^ 8'(1-|-t) ^ 7'(i + tf)* 

Da X, 0, T und sehr kleine Brüche sind, so wird man ihre Quadrate 
gegen die Einheit vernachlässigen, und die vorliegenden Verhältnis- 
zahlen schreiben können: 

c c G c E c Es c Ais c 

J? t J-5(l-x) £^t(l-ö) S |g(l-r) t 'S(l-«) 

Die Verfälschungen dieser Intervalle sind hier beziehentlich: 

-|«S -^5 -rS -^S. 

Sie sind also dieselben Bruchteile der betreffenden Schwingungszahlen, 
wie bei den entsprechenden ürintervallen, nur mit anderem Vorzeichen. 
Es ist hier vorausgesetzt, daß man die Oktaven untemperiert läßt. 
Würde man auch diese in einem gewissen Orade verfälschen, so wäre 
die Kongruenz zwischen den ürintervallen und Eointervallen aufgehoben, 
und es würden dann die ersteren andere Verfälschungen erleiden als 



310 r>:'t7.val« Tbeoi'ie det Tonojtiteme, ^^^H 

die zweiten, was sich allcntalls ilurcli eine veröchiedene Emptindlichkaik I 
dieser Intervalle motivieren ließe, die dem Prinzipe der Äquivaleiii d« 
Oktaven zu widersprechen schiene. Es scheint, daß man den SchlnB 
auch umkehren und sagen konnte: Da in der Musik allgemein die Ok- 
taven als na verletzlich angesehen werden, so besitzen alle UrintervaÜe 
mit den entsprechenden Kointervallen einerlei Empfindlichkeit gegen 
VerTalflchuug, während andernfalls das Temperieren der Oktaven rätUch 
erscheinen könnte. Hieniit wäre die Unverletzlichkeit der Oktaven 
viel ungezwungener b^ründet, als durch die Annahme einer tmend- 
liehen Empfindlichkeit, von deren Uumöglicbkeit wir uns oben über- 
zeugt haben. 

Der wesentliche Nutzen dieser Betrachtungen l)e3teht darin. iM 
man bei der Berechnimg eines jedeu Tonsystems uur die TJrint^rralU. 
nämlich Quinte, (iroBterz, Kteinterz und Septime ins Äuge zu fassen 
hat; gelingt es, diese wnhlkliugend zu gestalten, so sind auch die ihnen 
entsprechenden Kointervalle, nämlich: Quarte, kleine Sexte, groBe Seste 
und übermäßige Sekunde, in derselben guten Eigenschaft vorhanden. 
Nur bei der Oktave und dem ihr entsprechenden Kointervall, dem Ein- 
klänge, stöfit man auf eine ernste Schwierigkeit, einen unlösbaren lo- 
gischen Wideröpruch, Nach dem Prinzipe der Äquivalenz der Oktaven 
nämlich sollten Einklang imd Oktave ganz einerlei psychischen ('harakter 
tragen, indem der eine aus der anderen entsteht, dadurch, daß mau de« 
einen Bestandton des Intervalls durch seine <Jktave ersetzt. Nun ist 
aber, wie obeu nachgewieseu, der Einklang keine Konsonanz, sondern 
nur Tonverstärkwig , mithin sollte nncb dem Prinzipe der Aqoivaiemt 
der Oktaven auch die Oktave keine Konsonanz sein, sondern eine Ton- 
veratärkung. 

III. Blldang der Tonsysteme. Einteilung in zwei Klasaen. 

Bei der Bildung eines Tonsystems wird man am besten von einer 
bestimmten Tonreihe, womöglich von einer Reibe musikalisch Uquidii'- 
tanter Töne, ausgehen und aus ihr diejenigen Töne in eystemati scher 
Weise auswählen, die man zur musikalischen Praxis zu benötigen 
glaubt. Eine solche Reihe äquidistanter Töne wäre zwar auch die 
Reihe der Oktaven; diese ist aber unbrauchbar, weil sie nur einen 
einzigen Ton und kein Tonsyatem vorstellt. 

Es bietet sich zunächst die Quintenreihe dar, und in der Tat ist 
man zu allen Zeiten, durch einen glücklichen Instinkt geleitet, in der 
Musik von einer Reihe reiner Quinten ausgegangen. Da sich diese alt« 
Gepflogenheit wissenschaftlich i'cohtfertigen läßt, su soll auch hier davoit 
nicht abgegangen werden. 
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' Dien unendliclie Quintenreilie bildet inun Uüch iilt«ni Branche au» 
' folgenden Bieheutöiiigen fuiidaiueu taten Quintengnippe : 

F, C, G, I), Ä, E, H, 

indoni niiin sip nach veclits und links auf folgende Weise fortsetzt: 

1. Um sie naLih rechts ine Unendliche fortzusetzen, fügt man, bei F 
anfangend und nach rechts fortschreitend, zu jedem Tone sowohl der 
Fundamen talgnippe, wie auch ihrer bereits niedergeschriebenen Fort- 
setzung die £iidsUbe Is zu. Man erhalt so: 

F, C, G, D, A. E, H, Fis, C% Gls, Bis, Ais, Eis, His, Fish; C'ww, 
Gisis, Disis, Aisis . . . 

2. Um die Fortsetzung derseibeti Reih« nach links ins Unendliche 
zu erhalten, fügt man zu jedem Tone der Kuudanieutalgruppe, bei N 
anfangend uad mich links fortschi-eitend, die Endsilbe rji zu, und schreibt 
den so erhaltenen Ton als Fortsetziuig der Reihe an die linke Seite- 
TJn<l dies tut man sowohl bei den Tonen der Fuudanientalgruppe, als 
such bei der bereits erhaltenen Fortsetzimg, nur daß anstatt Heu nach 
einem alten Gebrauche der Buchstjtbe IS gesetzt wird. Es ergibt sich so: 

. . ., Esas, lies, Fes, Ces, Gce, Des, As, Es, B. F, C, G, I), A, E, H . . . 

Wiewohl hier von diesen alten, ziemlich einfachen musikalischen 
Benennungen auch Gebrauch gemacht werden soll, so ist doch filr die 
vorliegenden Zwecke noch eine andere, der kouibinatorisrh -arithmetischen 
Betrachtung besser zua^ende nötig, welche immittelbar den Ort er- 
kennen läßt, an dem sich ein Ton in der Reihe befindet. Es soll 
nämlich der Grundton mit der Seh wingungs zahl £ Q„ anstatt C heißen; 
seine Quinte G soll mit Qj, die zweit« Quinte 7) soll mit Q,, und 
ebenso die dritte, vierte, fünfte ... r" Quinte mit Qj, Q^, Q5 . . . Q,. 
bezeichnet werden. Die nach rückwärts fortgesetzte K«ihe dieser 
Quinten ist die Quartenreihe 

F, B, Es, As, Des, u. s. f. 
Diese Tone solleu der Reibe nach mit 

Q_ji Q-t) Q-ji Q-if ■Q-r ''ezeichiiet werden. 

tiiüd dies nun reine Quinten und Quarten, eo erhält man die 
SchwingungBzahl einer beliebigen unter ihnen aus der znnächst voran- 
gebenden durch Multiplikation mit ,j, somit aus der folgenden durch 
Multiplikation mit ' ■ Mitbin enthält folgende Formel die in Rede 
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stehende Quitit^oreilie mit ihrer muBikaliflchen und antbmetiwbA 
Xomenidatur und den entaprechenden Schwingungszahlen in 'i Zeilm: 
...Des, A£, Es, B, F. C, G, l>, Ä, E. H, Fis... 

Q_s, Q_4, Q-.. Q-n Q-» Qo. Qu Q«. Q„ Q*. Q*. Q..- 
"'s ''e ''s ''e -£ t ?t '*£ '-C ^'e ^t '*!; 

giSi j. Si gib) gibt ghi bi ^bi jib; gtbi ji b> .jibi «ab" 

Unter diesen Schwingun^ttzahlen liegt nur eine zwischen £ und st- 
allen anderen entsprechen Tone, die anßerhalh des Gruudtones Qo= C=J 
und seiner höheren ersten Oktave liegen. Da man es aber liebt, in 
dieser ersten Oktave den ganzen Toureiehtum beisaminen vor Äugen 
zu haben, so reduziert man die übrigen Schwingiingszahlen auf die 
erst« Oktave durch ein- oder mehrmalige Multiplikation oder Division 
durch 2, was, wie wir wissen, den Namen des Tones nicht ändert. 
Zum Beispiele: Q, hat die Schwingiingszahl ^£=7{;, was größer ist 
als 2E; wir dividieren daher einmal durch die Zahl 2 und schreiben 
anittatt der der Schwingiingszahl -, £ die andere »■ £ ^ ä ^ Allgemein 
wird statt der Si^hwingungszahl irgend einer Quinte Q,, welche gleich — { 

ist, behufs der Itednktion auf die erste Oktave £ .geschrieben, wobei 

2" 

tt > r luid 80 gewählt ist, daß I < ^ < 2 ausfällt. 

Ähnliches gilt auch von der nach links fortgesetzten Qiunt«iireibe; 
auch ihre Tone fBhrt man auf die erste Oktave zurück durch ein- oder 
mehrmaliges Multiplizieren der ächwingiingszabl mit 2. DemgemäS 
schreibt man bei Q_^ anstatt £ lieber die zwischen £ und 2£ liegende 
Zahl Y S "^ 3 tt lind ebenso hei den Qbrigeu, su daß allgemein die dem 



Tone Q_^ angehörende Schwingungszahl ^£ 
r und so gewählt w 



andere -^J um- 



■nlen r 



gewandelt wird, wobei ß ; 
wird. 

Die in Uede stehende Iteihe reiner und auf die Oktave zurück- 
geführten Quinten geht hiemit über in: 

Es, B, F, C, G, D, 



(ä) 



,.£■■■;.£- 



r£, S, 
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fnese Reihe der reiiien Qiiiuteti ist es, auf welrhei- die hier angeführte 
rtiBikalische Nomenklatur vorzugsweise heniht; und wenn iu uiamhen 
VinsTstemea auch ein Ton mit eiuer aüdereti SuhwiugUBgBzahi dietteu 
musikalischen Namen, utwa A, E, usf. trügt, so wird stets angenommen, 
daß dies nicht der eehte, rt-ine Ton A, E . . . sei, sondern der temperierte. 
Hier sei auch bemerkt, daß die entwickelte Ileihe reiner, auf die erste 
Oktave reduzierter Quinten gleichzeitig die auf die erste Oktave redu- 
zierter Quarten darstellt, weil die Töne der aufsteigenden reinen Quinten 
der Heihe nach mit den Tönen der absteigenden reinen Quarten und 
umgekehrt, die absteigenden Quinten mit den aufsteigenden Quarten 
gleiche Benennung liaben. So hat /.. B. die r" Quinte nach aufwärts 

die r" Quarte luwh abwärts die 



genommen die Schwingungszahl 



SchwingungBzalil ^ 



; dividiert man die erste durch die zweite, so erhält 
liegen um r Ckthiven auseinander, tragen 



man 2^ Die beiden Tönt» 
also gleiche Benennung, 

Weil diese Reihe der reinen Quinten für den Tonforscher von 
großer Wichtigkeit ist, hat Petzval die Quinten uud Quarten filr je 
15S Töne, und zwar auf t> Dezimalen berechnet, in Tabellen zusammen- 
gestellt. Diese sind indessen verloren gegangen. Da aber in der Ab- 
handlung wiederholt darauf hingewiesen wird, war ihre Wiederherstellung 
notwendig.') 

Die Tabellen Ä und li, die sich am Schlüsse der Abhandlung be- 
finden, enthalten also in der ersten Spalte die Qu inten bezeichnung mit 
ihren S teilen zei gern, in der zweiten den arithmetischen Wert, in der 
dritten die Schwingungszahlen und in der vierten die musikalische Be- 
nennung. In der zweiten Spalte lassen die Espuneuten der Zähler 
und Nenner zugleich erkennen, wie oft die Schwingungszahl des zu- 
gehörigen Tones behufs der Zurückfühmng auf die erste Oktave dun^h 
'1 dividiert oder damit multipliziert worden ist. Man hat nämlich bei 
den Quinten von dem Exponenten des Nenners jenen des Zählers, und 
bei den Quarten von dem Exponenten des Zählers jenen des Nenners 
abzuziehen. So haben z. B. bei der Zurltckführung des Tones Qj^ = Hiä^ 
41 — 26 = 15 Divisionen durch 2 stat^efunden; desgleichen hat der 
Ton Q_„ = -£■«* 39 - 24 - 15 Multiplikationen mit 2 behufs Zurück- 
fühmng auf die erste Oktave erfordert. 

Bei der in der vierten Spalte vorkommenden musikalischen Nomen- 
klatur hat der Raumersparnis wegen eine Bezeichnung mit Exponenten 



1) Die Berechnung hat HerrViktorStadler in Wien nach den vod Petn 
1 Angabea besorgt und sie stngleicfa auf 400 TQne ausgedehnt. 
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stott^efunden, wnb^i lier ungeliilii^te EspDiivut andeutet, wie oft- Ü» 
Silbe in iKier es in der Tonb Stimmung vorkomuit. Sw ist z. B. Fi^ 
l^leiciibedeutend mit FIsIsis, iind Ccs* gleichbt'deutend mit Ctscsem. 

WiewoL] es nun in der gentinnten Quintenreihe der Zahlen nnd 
Tiine unendlich yiele gibt, und wiewohl sie all»! zwiacben 5 imd 2^ tauen, 
das beißt im Bereiche eiuer Oktave uingegrenzt sind, so sind doch tilg 
voneinander verschieden, und es können auch nicht iwm gleiche anter 
ihnen vorkommen. 

Nimmt man nämlich an, es seien 2 gleiche Quinten, Qr — Q.». 
vorhanden, so wäre notwendig 



, mitliin 3'" = 






Folglich würe eine durch 3 teilbare Zahl gleich einer durch 
teilbaren, was nicht sein kann. 

Ander» verhält sich die Sache, wenn man anstatt der reinen QuIttttB 
temperierte setzt; sind dies gleichitch webend temperrert«, bo werdni sie 
ans den reinen (5) erhalten durch Multiplikation mit einer Potenz der 
allen gemeinsamen Temperatur (j, deren Exponent gleich dem Stelleu- 
zeiger des Tones ist, d, h. die Ileihe temperierter Quinteu ist: 



•Q- 



ifi) 



Q-„ Q.,. 


Q.Q„ Q- ■ 


■Q„ 


i:^=fc^- 


't, E, ,st, S'y'S, ■ 


■Srt 



■ Q,+., 



IDer läßt sich durch schicklich«.' Wahl des Faktors q die Gleich- 
heit zweier Töne bewerkstelligen, denn mau erhält Qr = Qr+m, wenn 
man r; so wählt, daß 



0) 3.9'- ,^«-+-.'l""3.--Jr-9" 

wird. 

Wiewohl dies von allen Tönen gesagt werden kann, so ist doch 
nicht außer Acht zu lassen, daß q nur dann eine wirkliche Temperatur 
bedeutet, wenn es wenig von der Einheit verschieden ist; mithin darf 
auch g"' nur wenig von der Einheit abweichen, imd mÜBsen die Zahlen 



; und - 



nahezu einander gleich, also : 



I Quinten Q, 



und Qr+m n^ezu dieselben Töne sein. 

Hat man aber im Verroichnisae der reinen Quinten zwei uahe 
gleiche Töne entdeckt, und durch schickliches Temperieren einander 
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ganz gleicb gebraohl, so zieht dies die Gleicltheit sebr vieler imderer 
Töne nacli sich, daß dann nur eine Grupjie nebeneinander stehender, 
in beBchninkter Anzahl Torkoniiuender Quinteu übrig bleibt, die sich 
periodisch in derselben Ordnung wiede.rholi'u. In der Tat, wäre für ein 
ron der Einheit wenig verschiedenes q geworden 

Qr = Qr+..., d. h. ^%/ = ^^'+'", 

Bo erhielte man, wiederholt mit ^q multiplizierend: 

3'+' 3'+m + l 

L_^-^'-+» = -— —-,/+'"+«, also Q,+i = Qr+.,+i usw. 

) nur die aufeinander folgenden tn Töne Q^, Qr+i, ■ ■ ■, Qr+m-i ■ ■ ■, 
srden voneinander mügliclierweise verschieden sein, die folgenden 
r Qr4n+i ■■" Qr+im-i ^^^^ ^ind mit den früheren Ton für Ton 
mtisch. Von Q,+,,„ an bis Q,.^.,,,., wiederholen sich dieselben Töne 
iöm zweiten Male, und so gebt es fort ins Unendliche in beiden liichtungen. 
Man hat mithin ein geschlossenes, zurückkehrendes, nur aus m Stufen 
bestehendes Tonsysteni. Ordnet man die Tone desselben nach der Größe 
ihrer Scbwhigimgszahlen , so bilden diese letzteren eine geometrische 
Progression, sind mithin im musikalischen Sinne äc[uidiEtant, was sich 
auf folgende Art beweisen läßt. Man nenne die Schwingungszahl des 

Tones Q^ |, sodaß i. = ^q'l ist, wobei q den aus der Gleichung (7j 

gezogenen Wert, nämlich 



(8) 



i«-2 



bedeutet. Da q sehr nahe der Einlieit gleich sein muß, so ti^ dieser 
Wert von \, q offenbar zwischen 1 und 2, mithin der Exponent - ~ - " ~ '" 
zwischen und 1, das heißt, es ist 

(9) x = y~a-m<m 

und ein echter, positiver Bruch, welchen man sich auf die kleinste 
Benennung gebracht denken kann. Ist er einer Reduktion fähig, und 
wandelt er sich vermöge derselben iu . , wo 3;' < x, iw' < »» ist, so 
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ist dies ein Zeichen, daß es eine nälier an Q^ liegende Quinte, nämlich, 
Qr-fm' giht, welche ebenso wie Q^^.,^ mit derselben Temperatur q da 
Q^ gleichgemacht werden kann. Da nun nicht anzonehmen ist, daft 
man einen von Q^ sehr weit abliegenden Ton einem näheren yorzieheii 

wird, so kann stets Torausgesetzt werden, daß — ein echter, der ferneren 

Reduktion unfähiger Bruch ist, also x und m relative Primzahlen sind. 
Um nun die aus m Stufen bestehende Periode voneinander verschiedener 
Töne, nämlich 

ZU erhalten, multipliziert man die Schwingungszahl | von Q^ wieder- 
holt mit ^ 

ao) f« = 2"' 

und erhält hiemit zunächst die Zahlenreihe 

(11) I, 2'«'|, 2« I, . . ., 2^1, . . ., 2 ■«" "I, 

die aber auf die erste Oktave zurückzuführen ist. Man hat zu diesem 
Behufs die zwischen ^ und 2| fallenden der obigen Zahlen unberührt 
zu lassen, die anderen aber durch eine solche Potenz von 2 zu divi- 
dieren, daß sie dadurch ebenfalls zwischen diese zwei Grenzen ein 
geschlossen werden. 

Mit anderen Worten, man hat von den Exponenten 

X 2.f hx tm — l)x 

tw' m ' m ^ m 

die Einheit so oft abzuziehen, bis ein echter Bruch übrig bleibt, oder 
was dasselbe ist, man hat jeden Zähler wie hx durch den Neuner m 
zu teilen, was einen Quotienten p und Rest () < m gibt, sodaß 

hx = mp + Q 

wird. Diesen Quotienten p hat rnan dann wegzuwerfen, und anstatt 
des Exponenten nur zu setzen. Nun läßt sich aber beweisen, 

daß, wenn man die Zahlen 

X, 2xj 3x, hXy . . ., l'Xy . . ., (m — l)x 

alle durch m dividiert, man bei diesen (m — 1) Divisionen lauter ver- 
schiedene Reste erhalten wird. In der Tat, nimmt man an, hx und 
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»ben, durch tii (geteilt, einerlei Reet p. so hat inau die zwei 
Bleichuugen 

llX = Mp + Q, 
liX = «ip' + Q, 

{k ~ >i')x = m{p' ~ p). 

Nes ist aber eine unmögliche Gleichung, weil die rechte Seite durch 

teilbar ist und die linke nicht. Da nämlich m and in der Yorans- 

tzung nach keinen gemein schtiftlichen Faktor besitzen, sn müBte 

- h) durch m teilbar sein, was nicht sein kann, weil fr < w und 

l< m, mithin um so mehr /: — /»< »i ist. Die lleatf dieser (?» — 1} 

Divisionen sind also alle voneinander verschieden und alle kleiner als 

br Divisitr w, mithin sind diese Reste oft'enbar: 



1, 2, 3, 



- 1. 



Dies gibt definitiv die Hehwingungszahlen der unter (11 J genannten 
ISne geordnet nach ihrer Hube: 



I, 2"£, 8-8, 2-{, 



l 



Sie bilden also eine geometrische Progression, deren Exponent 

■*~y2 ist, und sind daher im musikalischen Sinne aquidistant. 

Hiemit hätten wir ein in sich zurückkehrendes, gleichschwebend 
temperiertes und nur aus m Stufen, die eine geometrische Progression 
bilden, bestehendes Quintensystem erhalten dadurch, daß wir zwei den 
reinen Schwingungsz^blen nach sehr ähnliche Quinten durch schick- 
liches Temperieren ganz gleich machten, Q^ = Q,^,„. Da hieraus 
Qr-i =" Qr+m-i ^'^^^- ^"^ hätte man, von dieser Gleichheit ausgebend, 
genau dasselbe Quintensystem erhalten. Ebenso hätten auch die 
Gleichungen 

ZU demselben System geleitet. Man kann sich daher darauf beschränken, 
zum Grundtone Q^ mit der Schwinguugszabl £ einen Reiuton Q„ nill 
einer ähnlichen, von £ möglichst wenig abweichenden Schwingnngszaht 
zu suchen. 

Ks hat zwar ein Tonsystem nicht nur Quinten, sondern auch 
Terzen, große und kleine, und Septimen zu enthalten, auf welche 
letztere denn auch entsprechend Hdckaicht zu nehmen ist. Allein es 
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gibt zahlreiche Musiker , die auf möglichst reine Quinten einen be- 
sonderen Wert legen, die anderen Intervalle weit weniger beachtend, 
und die ein vorgelegtes Tonsystem, wenn auch nicht ausschlieBlicb, so 
doch vorzugsweise nach der lieinheit der Quinten beurteilen. Die 
mathematische Analysis, die hier nur Hilfswissenschaft ist and schon 
(lenhalb allen Ansprüchen womöglich gerecht zu werden versucht, legi 
Hieb, um vor allem diesen Quintenpuritanern zu genügen, die folgende 
Krage vor: Welche sind die gescidossetwti Quintefisystefne, die sich durd 
besMideir lieinheit, d. h, durch einen der Einlieit sehr naJ^en Wert ihrer 
TetnfMratur q auszeichnen? 

in der zur Bestimmung der Temperatur q aufgestellten Gleichung 
(8), d. h. 

setzen wir q ^ l und erhalten 

{U) '-2-, 

vergossen al>er nicht, daß r und w teilerfremde ganze Zahlen sein 
müssen. 

Uio tileichuug (14) gibt: 

IN *" lo^2 "" ~ 30lt>SrtÖ ~~ 

Kntwiokeln wir diesen Brach in einen Kettenbniclu so sind dessen 

Xabeningsbrüohe offen Ikut Werte von - , die der gestellten Forderung 

g^mügon. 

Oie$en Keltenbruoh samt den Xiherungsbrüchen nnd den Stellen, 
wo der Kettenbnioh abg^bnvhrn diese Xiheningsbrüche gibt, enthiit 
foUft^ude Formel: 

X _ 1 

»* ' 1 

1 _ 

1 
li i4 * ^ 1 

1 






«o " • lö 
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Die Näherungswerte von sind also der Reihe nach: 

® m 

{\f;\ a? _ 3 7 84 31 179 889 

^ ' m "" 6' 12' 41' 58' 306' 666' 

and es ist aus ihnen ersichtlich^ daß die folgenden reinen Quinten in 
sehr naher und stets näherer Verwandtschaft ihrer Schwingungsszahlen 
mit dem Grundtone stehen: 

yoj »5> Vs?!«» y4u Vfiö» yao«? yees? • • • 
Ihnen entspringen der Reihe nach ein 

5-, 12-, 41-, 53-, 306-, 665-8tnfige8 
Tonsystem. 

Diese Tonsysteme bestehen alle aus in geometrischen Pro- 
gressionen fortschreitenden Tönen. Die Exponenten dieser Pro-^ 
gression sind beziehentlich 

Jedes dieser Tonsysteme hat seine eigene Quintentemperatur q. 
Unterscheidet man diese Temperaturen durch die Stellenzeiger der ihnen 
zugrunde liegenden Quinten, sodafi sie beziehentlich heißen 

QS} 9l%f Qllf fes; ^S06> ?665; • • 'J 

so sind die zusammengehörigen Werte dieser reinen Quinten und 
ihrer Temperaturen 

Q, =0.949225, q, =1+0.01048 -1+^, 

Q„ = 1.01364g, ?„ = 1 - 0.001135 - 1 - g^ , 

Q« = 0.988606 f, «„ = 1 + 0.0002789 =. 1 -f. ^1^, 

Q^ = 1.00209g, g» - 1 - 0.0000394 _ l _ ^ , 

Q^ - 0.999005 g, fto« = 1 + 0.00000318 = 1 + ^^ , 

Q^ - 1.0001026g, g^=l -0.00000007- 1-j^ji^. 

Sie werden berechnet auf folgende Weise. Da man nicht Q^ = Q^^«, 
sondern Qq » Q^ gesetzt hat, so ist r » 0, mithin vermöge der Glei- 
chung (7) auch a=*0. 
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Dies macht nufolge der Gleichung (9) y = x -\- vi. mithin 

Q.-S.J. 

hiflr/ii kuiiinit laut (13) 

7 — y™, also '/ = 3 i^ '" ; 
Uliergeheiul zu dein Logarithniii.« 

'oR Q» = »' l"g '^-{^ + »< ) '"K -* + log t, 

l"g7 =(,;+l)l«g2-log3, 

Oller auch in Zahlenwerteu 

logQ« - 0.4T71^13»f - Ü.3UI03(j- + w) + log£, 

r ■ , 0,80103!«+».) ,..,-,,„,., 
log!/ ^— ■ — - — 0.4(7121;). 



Von den berechneten Logarithmen von Q^ und q kehi-t man dann zn 
den Zahlen mit Hilfe der Tafeln wieder xurück. Die zusammcn- 
gehflrigeii Werte von .r nnd »/ sind in der Gleiciniiig (Ifi) ersichtlich. 
Die Temperatur der Quinte q kouvei'giert, wie man sieht, außer- 
ordentlich rasch gegen die Einheit, aher nur mit ebenso rascher Zu- 
nahme der Anzahl der Tonstufen. Schwerlich wird es nan jemand hei- 
falleu, auf Q,^. oder gar Qg^^ ein Augenmerk zu werten, sondern es 
wird die allgemeine Aufmerksamkeit zwischen '/„ und q^ haften 
bleiben, und es wird wohl manchem hedilnkeu. daß zwar 13 Stufen 
zu wenig, r)3 dagegen zu viel seien. Daher dann der Wunsch rege 
werden düi-fte, daß es /.wischen Q^ und Q^j eine reine Quinte Q^ 
geben möge, wo 12 < ;/ < 53 ist, welche, dem Grundtone gleich gesetzt^ 
zu einer Temperatur q^ führt, die wenigstens nicht mehr von der Ein- 
heit entfernt ist, als ry,j. Allein eine sniche Quinte gibt es eben 
nicht, weil es keinen Bruch gibt, der zwischen — und liegt, sodaB 
jö < „ < gg besteht, während 7 < 2 < 31 und 12 < v < ^3 ist. 
Wenn daher ein Liebhaher reiner Quinten aus irgend einem Grunde, 
mit dem lästutigen Tonsystenie unzufriedi-n, ein mehrstufiges wünscht, 
ohne von der Reinheit der Quinten etwas einbüßen zu wollen, wird 
er zunächst auf da» 53stulige verwiesen; ein anderem gibt es nicht, wie 
dies aus den bekannten Eigenschaften der Kettenhrüche hervorgeht. 
Das im Verzeichnisse (lt3) ebenfalls vorhaudeue 41 stutige System ist 
unbrauchbar, weil nach einem später zur Sprache kommenden Grund- 
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gesetze bei allea Tonsystemen die Temperatur der Quinte kleiner als 
eins sein muß, während l}^^ > 1 iat. 

Hinzugefüfjt kann noch werden, daß man sämtlichen Werten von tw 
und j; auch das negative Zeichen beilegen kann, wodurch kraft der 
Gleichung (13) die Temperatur q gar keine Änderung erfährt, so daU 
man allgemein 



1,., - 



hat. 



Die Quinte Q^ hingegen geht dadurch in eine Quarte Q_„ über, 
ea ifit 



und 



End ich gibt die Formel (15) nur die vomehmBten Werte von -, denen 
die der Kinheit nächsten q und Q entsprechen; man kann sich aber 
aus ihnen noch viele andere ebeafalls brauchbare ' verschaffen, indem 
man aus den Brüchen der Gleichung (15) Mittelwerte bildet, die be- 
kaimtlich erhalten werden, indem man von zweien oder mehreren der- 
selben die Zähler addiert, und die Nenner addiert, nachdem man die 
einen imd die anderen vorher mit einer beliebigen Zahl multipli- 
ziert hat. 

Ein gutes Tonajstem benötigt aber nicht nur einer Reihe neben- 
einander liegender Quinten, die eine geschlossene sein kann oder nicht, 
sondern es braucht auch die dazu gehörigen großen und kleinen Terzen 
und Septimen, rein oder temperiert, wenn das Temperieren einen wesent- 
lichen Nutzen verspricht. 

Es sollen also diese Terzen und Septimen verschaö't werden, die 
wir von vornherein als temperierte annehmen wollen, weil der Über- 
gang von temperierten zu reinen Tönen leichter ist, als der von reinen 
zu temperierten. Dieser Übergang wird nämlich dadurch bewerkstelligt, 
daß man die Temperatur = 1 setzt. Nennen wir die, allen großen 
TerKen gemeinschaftliche Temperatur T, ebenso die gemeinsame Tempe- 
ratur der kleinen Terzen t, die der sämtlichen Septimen s, während die 
gleichfalls gleichschwebende Temperatur der Quinten mit q bezeichnet 
bleiben soll. Legen wir uns femer 4 Reihen von Tönen mit ihren 
temperierten oder nach Belieben auch reinen Seh wingung87.a bleu vor, 
angeordnet in vier nebeneinander stehenden vertikalen Spalten, deren 
erste eine vorderhand noch nach beiden Seiten, nach oben nämlich 
und nach unten, unendlich gedachte Quarten- und Quintenreihe, die 
zweite die zu ihnen gehörigen großen Terzen, die dritte die kleinen 
Terzen, und die vierte die entsprechenden Septimen enthält, so er 
gibt sich 

Itir.UuhaDUiUlin. Phfiik. Gi.Baod. IMM. 3 HXi. Sl 
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Alle i^fiea Terzen heißen T, die kleben t, die Septimen S, zn- 
m menge hörige Tone tragen einerlei Stellenzeiger und stellen auf der- 
Blben liomoutaleu Linie; es ist also Q^ der Grundton, T„ seine gi'. 
Verz, /„ seine kl. Terz, und S„ seine Septime, «, ß, y sind ganze Zahlen, 
a sich so gewählt denken muß, daß die betrettende Schwingungs- 
zahl des Tones /.wischen £ und '2t, fällt, womit alle Töne der vier 
Vertikalreihen in den Bereich einer Oktave eingegrenzt werden. 

Sind diese Töue alle rein, also alle Temperaturen <i=T = t^s=- l, 
so sind sie auch alle, wie wohl ihrer in jeder Spalte unendlich viele 
vorhanden sind, mit zwischen £ und 2£ liegenden Schwingungszahlen 
voneinander verschieden. Daß dies in der Reihe der reinen Quinten, 
welche die erste Spalte enthält, richtig sei, ist bereits nachgewiesen 
worden, mithin ist es auch richtig Für die Zahlen in der zweiten, 
dritten und vierten Spalte, weil sie die Zahlen der ersten Spalte ent- 
halten, heziehentlieh mit - , .-, 7 multipliziert. Aber auch in ¥er- 
achiedenen Spalten finden sich keine 2 gleichen Zahleu. Denn nehmen 
wir an, es sei irgend eine der Terzen, etwa 2", gleich irgend einer 
Quinte, etwa Qr+_ bo wäre 

^B. h. eine durch 5 teilbare Zahl gleich einer anderen, die es nicht ist. 
^^Bbenso kann auch keine einzige der reinen kleinen Terzen und Septimen 
^Knter den reinen Quinten gefunden werden. 

^B Anders verhält sich jedoch die Sache, wenn man temperierte Time 
^BDlüBt, Es ist bereits erwiesen worden, daß, wenn man die Tempe- 
^■ntur q der Quinten so wählt, daß zwei ihren Schwingungs zahlen nach 
naiie verwandte Töne Qg und Q^ vollstündig gleich werden, die ganze 
anendliche Quintenreihe in vollkommen identische mgliedrige Quinten- 
periuden zerfällt. Dasselbe gilt nun otfeuhar auch von den Zahlen der 
zweiten,' dritten und vierten Spalte, wenn man 2^ ^ T^, t^ = t^^, .S',, = S^^^ 
setzt, sie zerfallen ebenfella und zwar für denselben Wert von '/ in 
sich ins Unendliche wiederholende, mgliediige Perioden. Noch mehr; 
hat man unter den reinen Terzen irgend eine, etwa T^ entdeckt, die 
irgend einer Quinte, etwa Q^^^,, der Schwingungszahl nach sehr nahe 
kommt, so wird mau durch schickliche Wahl der Temperatur T die 
volle Gleichheit der temperierten Töne herbeiführen können, und es 
wird dien zur unmittelbaren Folge haben, daß alle Terzen den auf- 
mderf olgenden Quinten paarweise, und Glied fQr Glied gleich 
nden so zwar, daß darnach die zweite Yertiknireihe genun gleich der 



8"+« 



, also 5-2''- 



' = 3'", 
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ernten wird, und ntir am eine gewisse Änsahl von I 
selbe verschoben. Nimmt man nämlich im, es sei fSr t 
■l'r^ Qr + „7 80 ist auch 
^.g'Z'- £= ^"7- + - . e, also zu wiederholten. 



n 



malen mit ^q multipliziert 

Eb 7,ieht also die Gleichheit zweier Töne T^ und Q,^.„ unmittelbar dit 
Gleichheit aller übrigen nach sich, und es ist folglich auch gant 
gleichgültig, bei welchem Paare man die Gleichstellung vornimmt. Hu 
wird also '£„ = Q^ setzen können, und das Ergebnis wird gensa die- 
selbe Zahlenreihe sein, die auch 7'r = Q, + „ gibt. 

Dasselbe, was hier von den groBen Terzen gezeigt worden ist, 
läßt sich auch von den kleinen Terzen und Sejitimen beweisen. Bewirkt 
man nünillch durch schickliche Wahl der Temperatur / i>der s, <iaB 
irgend eine der kleineu Terzen oder Iieptimen irgend einer l^uiiite 
gleich wird, so werden alle gleich, das heißt sie sind sämtlich unlw 
den Quinten enthalten, und sind weder mehr noch weniger an der 
Zabl als diese. 

Finden sich also endlich in der Quintenreihe Zahlen, die bezieheat 
lieh den folgenden 

(18J r„- \l =l-25£, /„=^J=Ji>£, S(,^ j£= l-7i>5 

beinahe gleich geltend sind — und dies wird offenbar der Fall 
mflsseu aus demselben Grunde, weil der Quinten unendlich viele in 
dem ganzen Bereiche einer einzigen Oktave eingeschlossen sind — »e 
kann man die Temperaturen T, t und 5 immer der Einheit nahe uuit 
so wähleu, daß sämtliche große und kleine Terzen und Septimen in 
der Ueihe der Quinten, zu welchen sie gehören, bereits enthalten sind- 
Hiemit ei^ht sich aber die in einem TonsTsteme so wünschenswerte 
Allseitigkeit der Verwendung der Töne von selbst, indem man in der 
Qaintengruppe allein r.w einem jeden Tone als Grundton nicht nur 
Quarte und Quinte, sondern auch große und kleine Terz und Septime 
findet, und vielleicht noch überdies durch geeignete Wahl der Tempe- 
ratur q d)is Tonsysteni zu schließen imstande ist. 

Uicmit wird aber der eigentliche Zweck des Temperierens erst 
recht in helles Licht gesetzt, der nicht ntehr ein bloßes Verfälschen 
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ist, um einen und denselben Ton zu zwingen mehrere RoUen zu spielen, 
sondern vielmehr in der Aufhebung der Inkommensurabilität zwischen 
den Tönen liegt, mit welcher dann eine Reduktion Yon einer unend- 
lichen auf eine mäßige Anzahl von Tönen, die nun das ganze unend- 
liche Tonreich vorstellen, verknüpft ist. 

Da somit alles darauf ankommt, die Zahlenwerte (18) in der Reihe 
der reinen Quarten und Quinten in möglichster Ähnlichkeit zu ent- 
decken, so mögen dieselben der klaren Übersicht halber wirklich 
berechnet folgen, aber nur mit 4 Dezimabtellen, weil eine größere 
Genauigkeit zu den vorliegenden Zwecken nicht notwendig ist. Zu 
dem kombinatorischen Namen Q des Tones erscheint dabei auch der 
musikalische hinzugefügt. 



(19) 



Qo =S 
Q. =1 

Q* =1 

Qa =1 

Q, =1 

Q: =1 
Qs =1 

Q« =1 
Q„ = 1 

0.3 = 1 

Ql6 = l 



= c' 

5g =G 
125g -2) 
6875 g = A 
2656 g = E 
8984 t = H 



= lg 

28 b 

= -g 

o4b 



2«b 
o7b 



Qo -5 -C 




Q 1 -r3333g-F 


3 *> 


Q j -r7778g-B 


-'*g 

31b 


Q , -llSb2t- Es 


= 2% 
3»b 


Q_4 =l-5802g = ^ 




Q_5 = 1-0535 g = Des 


Q6b 



4258 i^Fis =;-,e 



3 



oio 



Q_,= 1-4047 e=6?es =^e 



8» 
411 



0679e=Cts =^,g Q., =1.8729 e = Ces =^e 



2 
3 



H 



6018 g = Gis = ~ g Q_g = 1-2486 g = Fes = |^' g 



2 



2014g = Dts =|^.g Q_, = 1-6648 g = Btes =|^'g 

8020 e = ^w =^»g Q.,0 = 11099 f = J5;ses =Jroe 
3515g = i;is =|^!g Q_,,=^ 1-4798 e==^es =|l-'e 



0136g = J?is =^,,§ Q_i2«l-973U = D«>es = ^,e 



5205 e = -F/5W 



2 

2 

318 

2*0 

14 



8 

210 



e Q.as=l-3154e=Gese.s = ^4-!e 



• SS 



1404g =Cisis=^,e Q-u= 1-7538 e-Ceses = ^,e 



2 

3 16 



3 
2" 



7105 g «G^is = ^3g Q-i5= 11692 § = i^ese5 = |i,e 
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Der HufmerkHame Anblick dieser Zusammenstellung von Schwingungs- 
zahlen lehrt, claB sich in derselben und in der Nähe des Grundtones Q, 
zwei Cjru))i»en von Zahlen entdecken lassen, die den Schwingungszahlen 
der reinen großen und kleinen Terz und Septime (18) ähnlich siod. 
Man kann nämlich die Töne 

(2(la) g,-^l. 2656 5-/?, Q_3== 1 • lH52&-£ij, Q,o = 1 -80205 = . fe 

dafür in AusHicht nehmen. Diese haben den Vorteil, dem Gnmdtone 
am nächsten zu liegen, und versprechen deshalb die einfachsten Ton- 
systemo mit der allergeringsten Stufenzahl. Alle die letzteren nennt 
Petzval Tonsystenvc der ersten Klasse. 

Man kann aber auch die zwar vom Gnmdtone etwas weiter ent- 
fernten, dafür aber mit der reinen großen und kleinen Terz imd Sep- 
time besser übereinstimmenden Töne 

i20b) (j_,^ 1.2486 5 =i^V,v, Qy= 1 .20145 = i)/.N% Q_,^ = ITöSse^G»^ 
ins Auge fassen, und wird dadurch zu verwickeiteren, aber reineren 
Tonsystemen gelangen, welche Petzval alle zur ztceiten Klasse zahlt 

Ks versteht sich von selbst, daß im Verzeichnisse der reinen 
Quinten, wenn man dasselbe namhaft erweitert, sich Zahlen finden 
werden, die den: 1 • 2o JT. l • 2 J, l • 75 J; noch naher, ja so nahe als man 
nur wünscht, kommen: allein sie befinden sich in so großen Abstanden 
sowohl vom (inmdtone, wie auch untereinander, geben mithin so voll- 
ständigi^ Tonsysteme, daß eine jede vernünftige Ursache des Temperierens 
woufällt. indem nuui mit demselben Aufwände von Mitteln auch voll- 
kon\nuM\ reino Tiuie haben kann. 

Hie hier angestrebte Allgemeinheit der Untersuchung verlaugt, 
daß ilieser Sachverhalt klar nachgewiesen werde. Dies kann aber nur 
drtduivh erzielt wenlen. daß man dem Leser eine vollständige Übersieht 
ülvr alle in der xmendliiben Quintenreihe vorhandenen großen und 
kloinen Ter/eu und Septimen verschafft. Hiezn ist entweder die wirk- 
liche IWnvhnung dieser Qxiarten- und Quintenreihe, weit genug ge- 
trieben, notwendig, i^ler was vielleicht den Vormg verdient, eine Me- 
thode 7\\T din^kten B^^rechnung dieser genauesten Terzen und Septimen. 
Oiese soll hier c^^cben wenien. 

«V 

Suoht man 7r*vonlerst die Terzen und nimmt an, die Terz Ts. = -t 

MM »:er Qu;nte 0«, . > ^*hnl-ob. unter m \ind y positive oder auch 

noci^'i^e CÄUfc ZN^hlen verstAi^ »itr., -loiri ist nAheiu 



Von L. EBM^im. 327 

oder wenn man y — 2 ^ e setzt, 

m' log 3 — xr log 2 =- log 5, das heißt 

0.4771213m' -0.3010300iP = 0. 6989700 oder 

4771213m' - 3010300^ - 6989700 = 0. 

Wir dividieren durch den kleinsten Koeffizienten, den der Unbekannten z, 
nnd erhalten 

o , 17609131»' — 969100 ^ 

*^ -^-2+ 3^j^35^ 0. 

Hier ist m' — jgr — 2 eine ganze Zahl, weshalb auch 

1760913 m' — 969100 
^* ~ 3010300 

eine ganze Zahl sein muß, und nun haben wir 

m' — jer — 2 + t* = 0, 
3010300W - 1760913m' + 969100 = 0, 

,. , 51152614 — 969100 ^ 

2u-m ^-^-^^3 = 0. 

2 m — m' ist hier eine ganze Zahl, weshalb auch 

511 526 u— 969100 



V 



1760913 



nahezu einer ganzen Zahl gleich sein muß; fiir h = 2 findet dies in 
roher Annäherung statt, so daß man als erste Lösung mit Rücksicht 
auf die vorangegangenen Gleichungen: 

t« = 2, m'=»4, z^4, Q^« 12656255 
hat. Aus der letzten, den Wert von v bestimmenden Gleichung folgt: 

o , .. , 226 335 fJ— 53962 ^ 

^ ^ 511526 

■ 

2m — m' — t? =» 0. 
Hier ist abermals 

22633517 — 53952 . „ ^^ 

^ in 626 ^^^® 8^^ ^^' 

und 

3t;-M + 2 + w; = 0, 

5116526m; - 226335t; + 53952 = 

c. , 58856117 4-53952 « , j. rv 

2w^v + ,^26335 ^ = 2u;-t; + S = 0. 
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So wie 2w — Vf 80 ist auch 

Ö8856W + 68952 . „ ii 

^ = - -226336— ^^''^ «^^ ^"^^^ 

was ziemlich nahe stattfindet für w ^ — 1, wo | nur um den kleinen 

Bruch ooj. 335 von Null verschieden ausfällt. Dies gibt die zweite 

Lösung: 

ft' = — 1, t? = — 2, u == — 5, m' = — 8, 

;y = - 15, y = - 13, Q_8 = 1 . 24859g. 



Noch näher aber für m; =» 3, wo J von der Einheit nur um 

j4185 
226 385 



Bruch ^s^ „OR verschieden wird, liefert die dritte Lösung: 



ii; = 3, r = 7, u ^ 26, m' = 45, 
z^69, y = 71, Q^==1.251205S. 

Lösungen geringeren Ranges, die minder genaue Terzen liefern als Q.g, 
Q^y erhält man noch fQr 

i€ = — 5, — 9, • • • und für tr = 7, 11, • • •; 

sie werden hier einstAveilen außer Acht gelassen. 

Die zur Bestimmung von | dienende letzte Gleichung gibt 

,y 90891—4004 i ^v , rx 



58 866 
58 856 



, . 9089 J— 4904 . v , , • „ 

wobei ?; = — xä~o^- ~ ^me ganze Zahl sein mui5. 



Hieraus folgt aber 

9089 



«^.-if"*^i*"*=«3,-$+*=o 



weshalb 

- 4852i; + 49iU . -7 ui «.^ lu 

' ' eine ganze Zahl vorstellt 

Dies findet nahezu statt erstens fiir •; = — 1, wo 0^ nur um —t" von 
Null Tprüchioden »usfÄllt Es söbt dies die rieite HanpÜösaiig 

,, ., _ 1 . « ^ _ li. «- = - 24. r ^ 54. M 184, 

», _ . . SU. r - - .VH\ » = - 4J\<, Q_„, = 1-2498325. 

Tiui 5>Äoitt*ÄS luvch naher für » = l. wo 0^ von der Einheit nur um 



9089 

»l^wtioht^ womus die filnfte Losung foUn: 

V ~ l . * - T. K - 2l>. r = 59. m = 205 
» - ;V>1 . ; - XM. » - 556. ^«, = 1 249965. 
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Uich noch ßr ij = 3, wo # nur um ■ vnii 'J P'inheiteii verschieden 
ifonden wiril, was zur sechsten Losuiig führt: 

ij = 3, £=20, ttf = 76, tj— 172, m - 594, 
m'= 1016, £= 1608, 2/=^ 1610, Q,«,, = I -SöODSSg. 

ier könnte man innehnJten und hÜtte damit die Haupts uflösnngen der 

irgelegten Gleichung, das beißt diejenigen kennen gelernt, Ton deren 

jeder man behaupten kann, daß in größerer Nähe am önmd- 

.e Qg keine andere, dem reinen Seh wingongs Verhältnisse - näher 

ommende anzutreffen sei. 

Aus diesen gewinnt man mit Hilfe der im Verzeichnisse (Iß) an- 
ifiihrten reinen Quinten die anderen niederen Ranges. Letztere sind 
inilii'h der Gleichung 

linommen für solche m und x, daß , nahe =• 1 ist. Die hier be- 
Tochenen Terzen hingegen ergeben sich ans der Gleichung 



ind y, daß ' 



ist; also wird auch der Bruch 



"iü+x'-fi nahe = - sein, und es ist mithin Q„ + „,' auch eine dem Rein- 
verhältnisse ~ mehr oder weniger nahe kommende Terz, besonders, 
wenn von beiden Q,^ und Q^' der eine zu groß, der andere zu klein 
gewühlt wird, wo dann Q,„ + „' gewöhnlich eine Terz ersten Hanges wird, 
Z.B. die Quinte Q,o6 = 99900öS und die Terz Qjo,j= 1 -SöOOSHg 
gehen durch Multiplikation eine neue Terz: 

Ebenso liefern die Quinte 0^3 = l-00209£ und die Terz Q_8 = 1248595 
eine neue Terz ersten Ranges: Q^^ = 1 ■ 251 205g, die soeben vorge- 
kommen ist. 

Die in der Quintenreihe befindlichen kleinen Terzen ähnlich zu 
berechnen, ist nicht notwendig; denn sie ergeben sich aus den großen 
Terzen Glied für Glied auf eine höchst einfache Weise. Es ist lümüch 
die ScbwingoDgszahl der kleinen Terz 'o = ^ S; die einer ihr ähnlichen 
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Quinte sei Q^- = ■ — - J, so ist darch Setzen ganzer Zahlen für m' 

2 

und z nahezu 

3**" 6 23 .., . a*"'-* 1 



y mithin 



also 

3-(m"-l) 

- v^.x = ZU machen. 
Fdr die großen Terzen hatten wir die ähnliche Gleichung 



3m 
2«^ 



~j= 5, es wird mithin offenbar 



w" == — m' + 1, jgr = — y + 1. 

Kr geh(>ren also namentlich zu den folgenden Großterzen ersten Ranges 
die unten stehenden Klein terzen derselben Rangstufe 

^0 "■ Qi» Q-8> Q46? Q-8u> Q*5u Q1018 • • • Q«' 

und OS ist allenthalben die Summe der Stellenzeiger entsprechender Q, 
also entsprechender Groß- imd Kleinterzen 

IM -r m =1, 

oino wiohtiire GloirhuniT» in welcher ein Gnmdgesetz der Tonsysteme 
soino Wur/el hat. 

.Ict/t sind nur noch die Septimen übrig. Es sei eine solche ■5^^='?, 

tlic ihr ähnliche Quinte 0, "^ \ >• ^o muß durch ganze Werte von » 
und V 

^ - 7 -' , r ^ »/ — 2 t^emacht werden. 

rivr^*hcnd ru den LocHrithrvoii Va: man 

« U^ '^ - r los: • = loc 7 . oder 
4 7 7 rj l :> * r^» U • • ;^ * > r = ^ 4>V^ i^«), hieraus 

wv^ olv**.>v* x^.c ' : %> riv^twj^id:^ *uch amihemd 

* *.^. »*.^» '^iJ^'^ ;:*aÄ /jkr^i s^in muß: 
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hieraus folgt : 

o 511 526wHr 579920 « ^ 

2**-*» i76öil3 =2t*-n-t; = 0, 

wo 

611526U + 579920 . „ , , , „. 

t?= 1 76091 8 ®"^® ganze Zahl vorstellt. 

Nahezu ist dies der Fall für w = — 1, wo v nahe = wird. Man 
gewinnt dadurch eine erste Septime: 

,, = _ 1, r* = - 2, ^ = - 6, y = - 4, Q., = 1 . 77777 §. 

Einen anderen Ton dieser Art minderen Ranges gibt 

ti = 6, wo V nahe = 2 wird; mithin 
w = 6, M=10, z^ 13, y=15, Q^o = 1 • 80203 g. 

Aus der letzten Gleichui^ in v folgt 

o . , 226335 t? — 68394 „ i , a 
226335 1? — 68394 . ry i_i • o i- i? i_x l 

WO ?t- = 611526 ^^^ ganze Zahl sein muß; hieraus folgt aber 

o , 58856«? + 68394 ^ , fc n -j.!.- u i. 

2w — V + 226335 = 2/(7 — v + | = 0, mithin muß auch 

5 = — »>*>63S5 ®^^® ganze Zahl sein. Dies findet nahezu statt für 

w = — 1, wo dann 5 = wird. Dies gibt eine neue Septime: 

w = -l, ü=-2, u 8, w = -14, ^ = -25, ^ = -23, 

Q.i^ == 1.75384§. 

Aber auch tv = 3 gibt ein | nahe an eins, also ist auch 

m; = 3, y = 7, ii = 23, w = 39, ^-59, y = 61, 

Q,3 == 1.1757525. 

eine annehmbare Septime. 

Aus den letzten Gleichungen in £ folgt 

AH 1 90891 + 9538 .^ ^ ^ 

wo 

9089 $ + 9538 



^ = 



58856 



eine ganze Zahl vorstellt. Dies ist nahe der Fall für 5 = — 1 , wo i^ 
nahe Null wird. 

Man erhält so eine sehr genaue Septime: 

g = -l, to 5, i; = — 11, w = -39, n 67, xr = - 109, 

y = -107, Q_,, = 1.75018g. 
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Die folgenden Töne dieser Art tragen bereits sehr hohe Stellenzeiger, 
daher denn am;h die Septimen in der Qiiintenreihe nur sehr spärlidi 
vertreten sind. 

Der klareren Übereicht halber mögen die bisher erhaltenen 
großen und entsprechenden kleinen Terzen nnd Septimen zusammen- 
gestellt sein. 



(21) 



Q. 


-1.265625g, 


.-Q-. 


-1.185185£, 


S.-Q- 


-1.777785, 


Q_ 


-1.24R59S, 


Q. 


-1.20136f, 


Q„ 


- 1.802035, 


Q.-, 


-1.2512055, 


0-.. 


-1.1988485, 


Q- 


,-1.753845, 


Q-. 


„-1.249832e, 


Q„> 


-1.2004335, 


Q» 


-1.757525, 


Q„ 


-1.24996S, 


Q^..« 


-1.2000705, 


Q_ 


,-1.760185, 


Q,. 


, -1.250O88E, 


Q-ioi 


,-1.2000236, 


Q,p 


-1.7484036. 



Diese Groß- nnd Kleintenen und Septimen sind aber nicht die einsigen, 
sondern nur die an Reinheit hervorragendsten derjenigen, von welchen 
ein Tonforscher bei der Konstruktion von Tonsystemen Gebrauch 
machen kann. \md man erhält aus ihnen eine reiche Fülle von anderen 
meist niederen Ranges, wenn man sie mit einer der Quinten multipliziert, 
die der Einheit oder auch der Zahl 2 nahe kommen und die St«llen- 
zeiger addiert. 

Solche Quinten sind 
Q„ = 1.01364, Q_,g = 1.9730H, Q„ = 1.977:J1, Q_„ = 1,01153, 
Qj., = 1.00200, Q_j^ = i.imsä. 

Sogar die Töne des vorliegenden Verzeichnisses können im allgei 
so auseinander abgeleitet werden, z. B. 

Q,-Q-.Q,„ Q,» - Q- ■ Q.,., Q.„-Q-,Q, 
Q. -Q-.Q,, ™^ 
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Bticherschau. 

I i'zubt^r. Wtthracheinlichieitsrechimng und ihre Anwendung auf 
Fehlerausglei ohung, Statistik und Lebenaversicherung. gt. 8". 

Leipzig 1903, B. G. Teubiier. In Leiiiwaiid gel). J( 24. 

In den Kreisen der akademisclien Mathematiker tiudet die Wahr- 
scheinlicbkeitsrechnung zurzeit nicht die aligeineine Beachtung und Pflege, 
welche sie verdient. Jedes Werk, das den gegenwärtigen Besitzstand und 
die in der modernen Wahrsi^heinlichlteitsrechnung maßgebenden Ideen und 
noch schwebenden Probleme dem wissenschaftlichen Publikum übermittelt, 
schlieUt daher die Fähigkeit in sich, unsere wissenscholtliche Erkenntnis 
auf diesem Gebiete zu verbreiten und zu f3rdem^ nicht nur dadurci, daü 
die bisher erhaltenen Besultate graueren Kreisen bekannt gemaclit werden, 
sondern auch dadurch, daß es zur Weiterarbeit anregt. 

Czuber ist es ganz besonders zu danken, daß er im Gegensatz zur 
allgemeinen Mode von jeher der Wahrscheinlichkeitsrechnung einen groBen 
Teil seiner Arbeit gewidmet hat. Durch sein der deutschen Mathematiker- 
voreinigung erstattetes Referat ist er im gegenwärtigen Werke rnnfangreielier 
Literatur angaben flberhoben. Trotzdem linden sich namentlich in den der 
mathematischen Statistik und der Lebensversicherung gewidmeten Teilen zahl- 
reiche Nachweise der inzwischen erschienenen Literatur. Gegenüber den bisher 
veröflentlichten LebrbUchem der Wahrscheinlichkeitsrechnung sehe ich einen 
wesentlichen Fortschritt in der gegen w Uli; igen Uarstellung darin, daÜ auf einem 
verbal toismätS ig bescb renkten Baume die klassische Wahi-scheinlicbkeits- 
rechnuug und die modemen Anwendungen gleichseitig dargestellt werden. 

Als einen Fortschritt in der Disposition betrachte ich es ferner, daS 
die auf eine endliche Anzahl von Möglichkeiten sich beziehenden Wahrscheinlich- 
keiten und die sogenannten geometrischen Wahrscheinlichkeiten in einem 
und demselben Abschnitte, uämlich in I „Grundlagen der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung^' dargestellt sind. Frühere Autoren waren der Meinung, daü mit 
dem Auftreten der kontinuierlichen Variablen in der Wahrscheinliclikeits- 
reehnuug ganz neue, begriffliche Schwierigkeiten hinzukiLmen. Im übrigen 
ist Referent der Meinung, daß die grundlegenden Begriffe und Deßnitionen 
von der mathematischen Seite aus eine ausführlidiere Analyse verdient 
hätten, etwa in der Art, wie es auf den ersten Seiten von Poincares 
„C&tcul des Probabilites" angedeutet ist. 

Der zweit« Abschnitt des Buches, welcher den wiederholten Versuchen 
gewidmet ist, führt zum Bemouliischen und Poissonschen Theorem, für die 
ein strenger Beweis auf Grund eines Satzes von TchebychefT im vierten 
Abschnitte nachgeholt wird. An den Resultaten der BrtLoner Lotterie 
wird die Übereinstimmung, an den Wolffschen Würfelversuchen die mögliche 
Nichtfibereinstimmung der aus den genannten Slltzen folgenden Ergebnisse 
mit der Erfahrung nachgewiesen. Bei Gelegenheit des Poissonschen Theorems 
wird die erzeugende Funktion Laplaces wieder zu Ehren gebracht, die zur 
formalen Vereinfachung vieler Betrachtungen wichtige Dienste leistet, t'zufaer 
verwendet sie, um die aus wiederholten Versuchen sich ergebende Hautigkeits- 

) durch da« „Eiponentialgesetz" (e~^') zu approximieren. 

Die Verallgemeinerung dieser Darstellung, nach welcher eine Übereinander- 
{erung zahlreicher unabhängiger Elementarfehler näherungs weise zum Ek- 
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pOEient.ialgesetz führt, wird in der Eioleitung zur Äusgleiclii 
(Tuil II) mit Hilfe der Wanneleilmigsjfleirhung nach Croftoii ausgeführt. Sich 
behnndett wird die neuerdin^ von lien Russen vielfacli bearbeitete Fr^«, UDbr 
welclutn Voranssetzungon l>ei unbegreu/t wachsender Zahl der E lernen tarftihiv 
diu Hnutigkeitslturve als Limes die Exiiuiieutial kurve ergibt. In der Tat gete 
diese Unteraiiuhungen wegen ihrer Kompliziertheit über eleu Rahmen eba 
Lehrbuches wohl hinaus, des luterresses der Fachgelehrteu sind sie aber «ml. 

Dem GesagteTi entsprechend wird die Ausgleich uagsrechnimg durcbw^nül 
Hilfe dee Exponentialgesetites begründet Gegenüber dem zweiten Ver£abren, iv 
GauB i]i seiner Tb eoria couibinationia gegeben hat, hat dieser Weg dsu Naclit^il, 
daS er mehr VüraussetzungHn erfordert, den Vorzug, daü er aa ein konknb« 
Fehtergesetz anknüpft und dadurch dem Studierenden aDscbaulicher sein toi 

)m dritten Teile des Werkes werden ^[ethoden und Resultate i\a 
mathematischen Statistik, speziell die Sterblicbkeitsmessuug und die Messung 
der Invalidität entwickelt und dadurch dem Studierenden der Mathematik an 
neues Gebiet erschlossen, da& er in dem üblichen Studiengang nicht kenneu ItnL 

Angewandt werden die Ergebnisse im vierten Teile auf die Lebens- dbi! 
Invalidenversichei'ung. Vorführung der Erfahrungsresultate und der unmeriKin 
Daten bilden hier Hie auch sonst einen wesentlichen Vorzug des WeA» 

Berlin, im September 1904. Gkorq Bobuukx. 

W. Voigt. ThermodTQamtk. Zwei Binde, gr. 8. 360 u. 370 S. imt 

1.H be/. 44 btgureii. Leipzig, G. J. Göschen 1903, 1S04. 

In der neueren deutschen physikalischen Lehrbuchlit«ratur fehlte lüalicr 
eine mnfasiitMde Darstellung der Witmielehre; denn die vorhandenen LelirbAchsr 
dieses Gebiets bebandeln entweder nur die mechanische WärmetheoriE ia 
eugeren Sinne, oder sie sind, wie die Vorlesungen von Eirchhoff und HelmhoHi. 
auf Kosten einer ausführlichen Darstellung der Wänneleitung unvoUstSodig 
liinsichtlicli der neuei'en Anwendungen der Thermodynamik. Diesem Mang«! 
wird dun-b das vorliegende Werk abgeholfen, in welchem die (foamtf 
Wirmetheorie nebst ihren Beziehungen zu anderen Gebieten der Phj^k, je- 
doch mit Aussi'bluB der kinetischen Theorien, eine zwar gedi^ngte, aW 
mvhtsdesto weniger leicht verstandliche und dnnh zahlreiche Anwendongra 
beliebt« Darstellung gefunden hat. Die S&tze aas anderen Zweigen dff 
Phjntik, auf welche Bezug genommen wird, sind jedesmal zuvor in eianii 
besniiderrn IVragrapheu auseiuandergesetit, so daß auch in dieser Hinsicbl 
bwa dant Lesar keine eingehenden Kenntnisse von>u$gesetxt lu werden br«ucheu 

Dw «nt* Band enth&lt eine die „reine Wärmelehre", d. h. die Thermo' 
awtm, Ktlorimetrie und Wänueleitung behandelnde Einleitung (49 S.) Dul 
Teil I, dt« Laluv von den „themuscfa -mechanischen Umsetzungen", alw 
di* ntfcbaaisFlM Wannt-iboHe im engeren Sinne. BezOglich der Kinleilnug 
SN bwMfkt, dafl in iImu Abschmtt Über WärmAnhuig nnr solcho Prublem« 
bebwidalt imdMi, die kviiiNi gioAea Aufwand von Analrsäs erfortlem, aber 
IBr di* BwÜMamag der Wtnue)eibugaikoasbuiI«ii (so z. B. dorch Beobarbtong 
[ 4tt bothonM Mwi« ruck dar MeOrode des «laktrisch geheizten Kfirprn 
TC* KAhmiA) VW Wiektigk«it üd. 

A» de« 1. Kap. des L TeOes, bctiMt ,jtK Gleidiuag der Eneigie 
«nd ^a* awxtMWwhe WänMdMinivaksr'. sewa bMTOtgthebeB die «««fthriid»« 
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H&rmeSquivalenU und die Anwendungen der Energiegleichung auf kosmische 
ft-oblenie (Theorien der Sonnenwarma von H. Muyer und Helmholtz). 

Auch im 2. Kap. — der Therm oiVnainik idealer Gase — hehandelt der Verf. 

e Reihe vöd Beispielen aus der kosmischen Physik, speziell das indifferente 

diabutiscbe j Gleichgewicht ia der Erdatiuosphilre und in kosmischen Gas- 

. Bemerkenswert als ein Gegenstand, den man sonst in den physikalischen 

irbüchern der Thermodynamik nicht öndet, ist in diesem Kap. noch die 

B von den Zustandaandeniugen a,ul' „poly tropischen" Kurven (nach Zeuner). 

Das 3. Kap. enthält zunächst die Ableitung der zweiten Hauptgleich uug 

; dem Clausius-Tbomson'scben Prinzip und allgemeine Folgerungen aus 

L beiden Hauptgleichungen, sodann die Anwendung derselben auf Flttstsig- 

■iten uud feste Körper unter allseitigem Druck, auf die wirklicken Gase 

' • Linde'sche Kältemaschine), auf die Definition der absoluten Temperatur- 

la, und auf einen Kylindrischen festen Körper unter einseitigem Zug, 

Pobei ein wenig bekannter merkwürdiger Versuch von W. Weber, sowie die 

Ulundschen Versuche besprochen wei'den. 

Kap. 4 beginnt mit einem Abschnitt Über die Grundlagen der Mechanik 
tformierbarer KOrpef; dann folgt die Entwicklung der Hauptgleichungen der 
Riermodynamik für beliebig viele unabhängige Variable und deren Anwendung 
1 elastische Körper — ein Gebiet, welches ja besonders vom Verf. selbst aus- 
ibaut ist. Im Anschluü hieran wii'd erörtert, wie der Vorgang der Warme- 
pitung streng, d. h, mit Berücksichtigung der begleitenden Deformationen, 
l behandeln und inwieweit die gewöhnliche Behaudlungsweise zulässig ist. 
\ öchluB des ]. Bundes bildet die Autslellung der allgemeinen thermo- 
ainischen Gleichgewichtsbedingungen, welche den Ausgangspunkt der im 
r. Band dargestellten Untersuchungen bilden. Diese betreffen die Üivrmhdi- 
vkfmtschat und tluTiiiiscU-elehtrisiAen Umsetzungen (Teil 11 und III}, 

In Teil 11 werden (in Kap. l) zunfichst die aligemeinen Gesetzmäßigkeiten 
für die Phasen um Wandlung einer Komponente entwickelt und speziell auf die 
Aggregatzustandsanderungen angewendet Die hier als Beispiel gegebene Be- 
handlung der adiabatischen Zustandsändening Feuchter Luft nach Hertz — dessen 
Kurventafel auch reproduziertist^wirdjedem meteorologisch interessierten Leser 
sehr wittkommeu sein. Auch ein durch Zahlenbeispiele erläuterter Abschnitt über 
Dampfarbeits- und Dampfkalteraaschinen wird als nützlieh empfunden werden. 
Das 2. Kap. bebandelt ~ immer mit Benutzung des „zweiten" Ibermo- 
dynamischen Potentials — mehrere Komponenten in einer oder mehreren 
Phasen, inshesondere die Theorie der Mischungen und Losungen, der 
Dissoziation idealer Oase und der elektroly tischen Dissoziation. 

Der III. Teil bringt Anwendungen der Thermodynamik aof Probleme 
der Ekldroslatik (besonders Pyro- und PiSzoelektrizität und die mittels des 
thermo dynamischen Potentials daraus ableitbaren reziproken Erscheinungen) 
und des Galcanismtis (WSrmewirkungen des Stromes und Thermoelektrizität, 
in der vom Verf. selbst herrührenden allgemeinen Behandlung mittels des 
thermodynamischen Potentials, ferner die Theorie der Hydrnkette). Den 
Schluß bildet ein Kapitel Über die tbermodynamiscbe Theorie der (elektro- 
magnetisch aufgefaßten) WänHesIralduttg, worin die Gesetze von Stefan, 
Wien, Planck und Kirchhoff, sowie die Beobachtungsresultat« von Lummer, 
Priogsfaeim und Knrlbauni erörtert werden. 

Heidelberg. F. POCKELS. 
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7« A«f/Mft«r«, K H , wjlk M/ni«; MfeisUn^:« from Kxu. P: 
Um* ttirMtum in #;rftfi#f ftnd coupling bcKiks. with 

H* DoMKMAs«, Ki.imi'», VorleflUfigen Qt^er die Prinzipe der MeebiBik. IL TA 
««nUiftlUrrifl : Ifi«? Wirkurif^Npririxii»«;, die Lagrangeschen GleicfaimgcB uad te0 
Ariw<rri«ltiri(((?ri. Mit 10 V'n^. L<;ipzig, Harth. M. 9: geb. M. It 

U« KiiiNHAMMf Amwki/, Auf^alieii auM der aiialytiRchen Mechanik. Übnngsbad c- 
l«il<rMt.iinia4'.)iW(MN f(ir Studierende der Mathematik, Physik, Technik «* 
I Ti'il: Aiif((alieii aiu der analytiHchen Statik fester Körper. Mit 34 Fif- 
U vi'ih II. yerrii. Aufl. Leipzig, 'J*eubner. geb. in Leinw. M S.it 

10, Kkin, VVfMi , Vortrüge Ober Mechanik als Grundlage für das Ban- oii 
.MtiNrliitMMiweNiMi. I. 'J'eil: Mechanik starrer Körper. 3. Aufl. bearb. t. Lodv 
llnitipp, lliinnovcr IDOr», Ilelwing. M. 10; geb. M. 11 .i^ 

11. MAiinrit.Aitoi« ummIcI auHwers: Mechanics. iieing the London UniTcralJ 
Mtitrinihitiiin l'iipcrH in Mechunics from Juue lb90 to June 18S^8, and froB 
Sopl 11MI2 tu Sept \mi ((-niversity Tutorial Series.) London, Clive. 3*- 

Itf. Mai II, Khni«i, Die Mcrlianik in ihrer Entwicklung historisch-kritisch dargeitdli 
Mit )ltrt Abb. r». v(*rb. u. venu. Autl (Intcmati^n. wisaensch. Bibliotibdk 
Itd r>U ) Leipzig, MrockhauH. M. 8; geb. M.! 

in. Mkiimikni«, (iko CiiitiNioni, VorloHungen über Statik der Baukonatmktionen i 
KoNtigkeititlrhro. U Hd. Statiseh bestimmt<^ Trilger. Leipzig, Kng^l^"»" 

M. 14; geb. in Leinw. M. lö 

II. M1111.H HroNliiu, IIkink K. lt., hie nouercu Methoden der Featigkeitslehie o. 
der Statik der Hu\ikonHtniktii>neii, ausgehend v. dem (jesetze der YiitnelleB 
\ er)iehiobunf*en \tnd den Lelirnilt/.en über die Formändemngsarbeit. S. Teno 
w xeib Vutt Loip/ig, Ibiuuigiirtner. M. 8; geb. in Halbfr. M. 10 

!♦%. luMKM, \i»« . K'emeiitare Theorie u. Hert»chnung eiserner Dach- u. Brückei- 
KouMtruktiotien <*« .\\)t( l.oip/ig, Haumgrtrtuor. M. 10; geb. in Halbfr. IC. 1- 
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, WtLBfiTBB, Akthuk Gobdo.v, The dyniunicfl of partieles and of rigid, elastic. 
and fluid bodies, being lectmefl on matbematical phjaica. Teuboers Sunm- 
luDg XI.) Leipzig, Tenboer. gob. iu Leinw. M. 14. 

, WiKSKLiuNx, Max, Zur Theorie des MHXneUacbeu Kreisels. DisH. Mit Fig. u. 
1 Taf. Gfittingen. Vandenhoeck & Ruprecht. il 2. 

Physik lind Tbeinle. 
, Abkahau.M., Theorie der Elektrizität, i. Dd., Etnt'üliriiug iu die MaxwelUche 

Theorie der Elektrizität von A. FOppl. 3.. voUattlndig umgearbeitete Aufl. 

hrsg. V. M. Abraham. Leipzig, Teuliner. geb. in Leinw. H. 13. 

U Aaits, E. , La etatique clu'mique baa^e sur les deux principea fondameutaux 

de la thermod^namiqne. Paris, Hermann. Frs. 1(1. 

; BiLFonR, Right Heu, A. S., Reflections suggested bj the new theurv uf matter. 

Being the presidential adress befure the Britiab AaaociiitioD for the Ädvuii- 

cement of Science, Cambridge, August IT, 1901. London, Longmanna. 1 s. 
. Bbbmeb, f., Leitfaden der Phyaik für die oberen Klassen der Realanstalteu. 

Mit besonderer BerQckaichtigung von Aufgaben u. LaboratorinmsilbnDgen. 

Mit 3S() Pig, Leipzig u. Berlin, Tenbner. geb. in Leinw. M. 3.20. 

:. BdcuLBKu, A. H., Mathematiaebe Einführung in die Elektronen theone Leipzig, 

Tenbuer. geb. in Leinw. M. 3 aO. 

. Clisskn, J., Theorie der Elekirizit&t u. des Magnetismus, n. Magnetismua 

und Elektromagnetiamus, (Sammlong Schubert XLIl.) Mit SS Fig. Leipzig, 

Oöecben. geb. in Leinw. M. 7. 

■ Czirsxi, SiGarniKD. GnindzQge der Theorie der optischen luatninieute nach 
Abbe. 2, Aafl., unter Mitwirkung des TerTaasere u. mit Beiträgen von M. von 
Rohr hrsg. von 0. Eppenotein. Mit 176 Abb. Leipzig, Barth. 

M. 14.60; geb. a. IU. 

. OoNLk;, WiiJi,. LehrliDch der Experimentalphvsik für Realschulen u. RttaU 
gymnaiäien. 3-, verb. Au&. Mit 420 Abb., einer ^peklraltaf. a, 5tiO übungs- 
■tufgaben. Stuttgart 190ö, Grub. geb. M. 3.60. 

. Ddddku., W., On the resiitanee of electromotive forces of the electric arc. 
London , Dulau. 4 s. 

. FoKTBOHUtTE , die, der Phjaik im J. 1903. Dargestellt von der deutschen 
pbjiikal. Gesellacbaft. 59. Jahrg. 3. Abtlg. Eosmische Physik. Braanschweig, 
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HeriiQSgegeben von Dr. phil. L. Ehmenyi, Ingenieur in Wien. 

(SchloB.) 

rv. Tonsysteme der ersten Klasse, 

Um zu den Tonsystemen erster KlaBse zu gelangen, bilden wir zu- 
nächst aus dem Verzeichnisse ( 19) der reinen Qiünten temperierte. 
Dies geschieht durch Multiplikation einer jeden Zahl mit einer Potenz 
der Temperatur q, deren Exponent gleich dem Stellenzeiger des zu 
dieser Zahl gehörigen Tones ist. Wir heben dann aus dem Verzeich- 
nisse heraus die Töne: 



Q. 
Q-. 



.U«b2q-'{-^q-'t-Et, 
. 1.8028?"S -|^?"£ -Aia. 



PDann temperieren wir aber auch die in den Formeln (18) Terzeicbnete 
grofie and kleine Terz und Septime durch Multiplikation mit T, t 
und s: 



r,-1.25n-° JE, (._I.2<£-|!S, S, -1.75»S. 



»£. 



Kaiid stellen endlich die ähnlichen Schwingiingsznhleu von Q^ and T^, 

Q_, und (,, Qm und S^ einander gleich, was durch schickliche Wahl 
'der Temperaturen T, t und s bewerkstelligt gedacht wird: 



1,(8») 



^i -l'i. 



also T = 



Diese Gleichungen lassen q unbestimmt. Man kann demselben 
mithin noch unendlich viele Werte beilegen und wird so zu unendlich 

ZallMsIirtft (. Kitfaammtik o. Phfttk. AI. aiad. 1004. i. H*rt. SS 
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Tielen Tonsyetemen der ersten Klasse gelangen. Nur muß jedesmal 
die Wahl des q 30 getroffen werden, daß weder q noch T, t und n »iel 
von der Einheit verschieden ausfallen. Hiezu gehört aber wesentlich, 
daß q <\ Bei. Diea ist aber eine notwendige Eigenschaft aller Toe- 
systeme der ersten Klasse, denn wollte man 'y > 1 wähleu, so hatte mau 






69049 
* 57344' 



lauter heulende Wölfe. Hier erklärt ea sich auch, warum als Ke- 
pTÜsentant der Septime der Ton Ais mit der reinen SchwinguBgszahl 
1.80:^0 £ und nicht der der reinen Septime 1.75 £ nähere Ton 
J?= 1.7778J = Q_, gewählt worden ist. Letzterer würde nämlich an : 
statt der dritten der Gleichungen (22) fQr s die folgende andere ge- | 
liefert haben: | 

a° _ 64 ' 

3* - 7 ■ 3* °" 6S g' ' 

die für jedes bei Tonsjstemen erstet Klasse zulässige q<\ einen 
heulenden Wolf vorstellt, für § = 1 jedoch noch den Vorzug behält. | 

Multipliziert man nun die zwei ersten der Gleichungen (22) mit- i 
einander, so ei^ibt sich die merkwürdige Gleichung i 

(24) It - ?, 

die ein Grundgesetz aller Toosyst«me enthält, nämlich: Das Produkt 
der Temperaturen der großen und kleinen Tert ist ffleic/t der Temperatur 
der Quinte. 

Dieser Satz läßt sieh noch anders aussprechen. Man hst nämlich 
aus der vorhergehenden Gleichung auch 

mithin ^^^H 

logir + iogji-iogl, ^m 

Nun sind -T, -l, -q diejenigen Faktoren, mit welchen man die 
Seh wingungs zahl eines Tones multiplizieren muß, um jene seiner großen, 
kleinen Terz und Quinte zu erhalten, oder mit anderen Worten die 
Seh wingungs Verhältnisse der genannten Intervalle. Man kann also auch 
sa^en: Die temperierte große und fileitie Terz ergänsen sich eur tem- 
perierte» Quinte in dem Sinne, daß die Sttmme der LogartÜtmett der 
Schwingungsverhältnisse der Terzen den Logarithmus des ScIncinffUHgs- 
verhiUtnisses der Quinte gibt. 

Es fragt sich, oh dieser merkwürdige Satz auf die Tonsvsteme 
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■ ersten Elaaae beacbränkt ist, nnd wenn nicht, auf welche anderen 
f auch ausgedehnt werden kann. Er verdankt sein Bestehen folgendem 
pmstattde. Weil die vierte temperierte Quinte vom tfrundtone aue, 
Ifimlich |^Q^, zugleich die temperierte GroBterz T^ ist, und weil die 
ritte Quarte vom Grnndtone aus, </~°Q_s, zugleich die temperierte 
Ueinterz (^ ist, so bestehen die Gleichungen 

Ta - 4*Q* und 'o = 3"'Q->, 
ras welcher durch Multiplikation 

TA - qQ, 

erhalten wird. Der Grund der Richtigkeit des obigen Satzes ist also, 
daß die Stellenzeiger derjenigen Quinten Q, die zugleich die Rolle der 
großen und kleinen Terx übernehmen, summiert Eins geben. Nun 
haben wir aber im vorhergehenden Abschnitte gesehen und im Ver- 
zeichnisse (21) klar vor Augen gelegt, daß zu jeder Großterz Q,,,- eine 
Kleinterz Q,„- desselben Ranges vorhanden ist mit 



Der fragliche Satz gilt also för alle jene Tonaysteme, bei welchen die 
großen und kleinen Terzen in derselben Weise gepaart vorkommen. 

Um nun auch noch eine andere allgemeine Eigenschaft der Ton- 
Bjeteme der ersten Klasse zu erkennen, legen wir ims den über dem 
Orundtone C konstruierten E)reiklaDg CEG vor mit der musikalischen 
und arithmetischen Bezeich uung und den Scbwingungszahlen seiner 
Bestandtöne: 



E=e* = 2-e9'S=l-2G5G259*S, 



-Q,=Ut=hbgt. 



sitzt, Bo wird man durch Multiplikation mit ^— vorstehende Töne in 
FAC, d. h. den Dreiklang der Unterdominante verwandeln: 



F- Q_, - 



»,» 



■Q,-i,t't-WSroqn, C-2S-«.. 



) Oberdominante G bat die Schwingnugszahl ^q^, man erhält mit- 
den Dreiklang der Oberdominante ebenso durch Multiplikation 



I.S9S-«,, 



l-°,q't-l.e9SUqn-(. 

1.126s'S-l?,. 
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Wichtige Töne sind noch die kleine Terz Es der Tonika C und die 
Septime Eis der Oberdorainante G. Sie erhalten in sämtliclien tem- 
perierten Tonsyst^men erster Klasse die Schwingungszahlen: 

E>-Q.,- ,¥^.t - '-^t, K»- - ft, -'-^t- 1.361524,"S. 

Aus don Tönen oben genannter 3 Dreikläuge, geordnet nach der 
Größe ihrer Schwingungszahlen, setzt sich die Dur-Tonleiter über dem 
Gnmdtone (Tonika) C = Q,, 



c 
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dieser Töne folgt zunächst; 
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In sämtlichen Tonsystemen erster Klasse sind daher die ganzsn 
Töne alle gleich, und es wird kein Unterschied zwischen großen und 
kleinen Tonen gemacht, wie er in der reinen Tonleiter besteht. Di« 
ist nun allerdings eine Abweichung vom reinen Wohllaute, die nur 
dadurch unmerklich gemacht werden kann, daß man sie auf die dis- 
sonanten Intervalle wirft. 

Ferner ei^bt sich noch 



n?'= 1.0679g', 



Mithin ist der große Halbton -p von dem kleinen Halbtone y in 

allgemeinen verBchieden, ausgenommen, es wäre q so beschaffen, dtf 

2' B' , , 8" ,, . 



2 = ^0.986541 = 0.99887 



Dies ist die wohlbekannte Temperatur der Quinte im 12-stufLgeii, 
chromatischen Systeme; also in diesem und nur in diesem ist der groB? 
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albton dem kleinen gleich. Mit dem Zusammenfallen der beideji Halb- 
rird aber auch F = Eis, d. h. die Unterdo min ante ist aucb zii- 
lileich die Septime des Septimenakkord)^ der Ober domin ante. 

Bei allen anderen Toneystemen der erstea Klasae, in welchen 
g<0 -90887, ist der große Halbton größer als der kleine, und die 
Septime tiefer als die Unterdominante. Gäbe es hingegen brauchbare 
Tonsjsteme erster Klasse, in welchen 3> 0-99887, wo dieeea q der 
Einheit noch näher käme als im chromatischen, also mit noch reineren 
Quinten, so wäre in denselben der kleine Halbton größer als der große, 
und die Septime höher als die Unterdominante. Baß es derlei Brauch- 
bares nicht geben kann, liegt auf der Hand. 

Endlich ist noch vermöge der oben angeftihrten Gleichungen 



Es 



Eis 



K 



' einem ganzen Tone, 

= einem großen halben Tone. 



Äleo setzen sich der große und der kleine Halbton zu einem ganzen 
Tone, und der kleine Halbton und das Intervall ,.^ zu einem großen 
Halbton zusammen. 

Selbstverständlich läßt sich über einem jeden der temperierten 
Qnintenreihe entnommenen Q^ nicht nur ein Dreiklang, sondern auch 
eine ganze Tonleiter aufbauen, sowie über dem Grundtone Q^,. Die 
allgemeine Formel für diese Tonleiter geht aus derjenigen für den 
Grundton Qo hervor, indem man p Einheiten zu den Stellenzeigem 
sämtlicher Töne Q addiert, unter p eine beliebige, ganze, positive oder 
negative Zahl verstanden. Diese Formel ist also 



e„ «,.„ ?,.,. 



«,♦„ 9,+., e„ 



«,■ 



In allen fflr verschiedene Werte von p in dieser Formel enthaltenen 
Tonleitern haben die korrespondierenden Intervalle einerlei Große; 
der ganze Ton, die beiden Halbtöne sind überall dieselben. Die Kon- 
sonanzen, Quinte, Quarte, Terzen und Septimen sind in allen gleich 
temperiert. 

Auch för die Molltonleiter über dem Grundtone Q^ läßt sich eine 
ähnliche Formel aufstellen, zu der man auf demselben Wege gelangt. 
Der dem Grundtone (?o " ^-^ angehörige Moll- Akkord ist nämlich C, 
E8, G. 



C-Oo-t. Es-Q^,^.^,f;, G=Q,^ 



Ut. 
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Durch Mnltiplikfttion mit ^ , ebenso mit - q bewerkstelligt man die 

Verwandlung desselben in die Moll-DreiUinge. 

F, Ä$, C mid G, B, D. 

^-•-^-1^5. «-4 = ^ = ^.5. Q.-C = 2t, 
Q, =G = |«S, ^.,= B = ^.S, «, = 1> = |!«»J. 

Ans den Tönen di^er 3 Moll-Dreikllnge entsteht die Molltonleiter fiber 
dem Grandtone Q^ 

C D Es F G As B C 

Und indem man p Einheiten zu den Stellenzeigem sämtlicher Töne Q 
hinzufügt, erhält man die allgemeine Formel aller Moll-Tonleitern über 
dem unbestimmten Grundtone Q^: 

Q, «,+1 Q,.s Q,-i <?,+! Q,-A «,-. Q, 

Die arithmetische Nomenklatur kann hier sowohl, wie auch in der 
allgemeinen Formel der Dur-Tonleitern in die musikalische für jedes 
bestimmte p mit Hilfe der Quintentabelle übertragen werden. Für die 
vorliegenden Zwecke ist dies jedoch nicht notw^idig. 

Der Musiker braucht, um die in verschiedenen Tonarten geschriebenen 
Tonstücke spielen zu können, die Töne mehrerer Tonleitern, und weil 
vorzugsweise verwandte Tonarten in Anwendung kommen, so bilden 
die Grundtöne dieser benötigten Tonleitern eine Reihe kontinuierlich 
fortschreitender Quinten in gewisser Anzahl Die moderne Musik setzt 
deren 12 fest. Dies war jedoch nicht zu allen Zeiten gleich, leidet 
auch jetzt für gewisse Instrumente eine Ausnahme und könnte vielleicht 
in Zukunft anders werden. 

Nehmen wir also, um allgemein zu sprechen, an, der Musiker 
brauche p -{- 1 Tonleitern über den /) + 1 Grundtönen (Toniken) 

<?o, <?u Qi, Qz, ■ ■ ; Qp-i, Qp 

und zwar in Dur wie in Moll, so lehrt der Anblick der über den 
äußersten Tönen Qq und Q^ aufgebauten Dur- und Moll-Tonleitern, daß 
hiezu alle Töne benötigt werden aus der folgenden Quintenreihe: 

V-4) Q-Z9 Q-ij Q-if Qof Vn Qi) ' • 'j Qp-if Qp7 ' ' 'j Qp+y 

Sie sind p -{- 10 slu der Zahl, also um 9 mehr, als Dur-Tonarten. Die 
letzten 6 von ihnen ermangeln zudem der reinen Septime des Ober- 



Von L. EaMtim, 347 

bminant-SeptimenatkordeB, und müssen sich anstatt dieser, mit der 
■Unterdominante beheiren Will man diesem Mangel abhelfen, und allen 
Tonarten echte Septimen verschaffen, so maß man die vorliegende Reihe 
bis Qp^ii fortsetzen, was p -{- IG Töne gibt, also um 15 mehr als 
Dur-Tonarten. 

Dies gilt jedoch nur unter der Yo raus Setzung, daß alle diese;) -{- 16 
Töne voneinander verschieden sind; befinden sich hingegen unter ihnen 
einander gleiche, dann kann oft eine namhafte Ersparnis an Tonmitteln 
erzielt werden. Ein solches Zusammenfallen mehrerer Töne in einen 
findet aber nur in geschlossenen, in sich zurückkehrenden Tonsystemen 
statt, und die Ersparnis ist dann am größten, wenn es gelingt, ein ge- 
schlossenes Tonsystem von p + 1 Stufen d. h. von so vielen, als Ton- 
leitern benötigt werden, aufzufinden. 

In einem solchen ist nämlich 



Q,„-Q., Q,t,-Q„ «„.-«», •.«,*.,-«,.. 

Q, -C.„ «,.,-«_., V,-,-Q-, «,-.-«-, 

md nur die p 4- 1 Töne 

ft, ft, V„ ■■,% 



Iod wirklich voneinander verschieden. Man hat daher mit nur p + 1 
5nen ebenso viele Tonleitern, die gleichmäßig mit aUen konsonanten 
und dissonanten Intervallen versehen sind. Das geschlossene Insich- 
zuriickkebren des TonsystemB erspart mithin wenigstens 9 Töne, und 
^^ wenn dasselbe mit einer guten, dem reinen Schwingungsverhältnisse — 
^Buhe genug kommenden Septime rewehen ist, sogar 15 Töne. 
^P Da nun solchei^estalt die geschlossenen Tonsyeteme unter übrigens 
ähnlichen Umständen vor anderen einen bedeutenden Vorzug behaupten, 
80 entsteht die wichtige Frage: Gibt es außer dem üblichen 12Btufigen 
chromatischen noch andere geschlossene Tonsysteme der ersten Klasse, 
^nnd welches ist ihre Stufenzahl? 

Diese Frage zu beantworten, bringen wir in Erinnerung, daß, wie 
lim II. Abschnitte bewiesen worden ist, die Töne eines geschlossenen 
lÖ' + 1)-Btafigen Tonsysteras, wenn man sie nach ihrer Höhe d. h. Größe 
■der Schwingungszahlen ordnet, eine geometrische Progression bilden, 
(wie 

%, at, K»e, a% . . ., af^, a' + 'g, 

welcher u''*^ = 2 ist. Ein jedes in der Tonleiter vorkommende 
[ntervall erhält von den (j) + l)Stufen, in welche die Oktave zerfällt, 
ünne bestimmte, offenbar ganze Zahl. Das kleinste Intervall ist in den 
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Tonsystemen erster Klasse das zwischen dem großen nad kleinen ILJb- 
toii bestehende, wie oben nachgewiesen wurde. Nehmen wir an, dieses 
kleinste Intervall habe k solche Stufen, der kleine Halbton deren m, 
so hat der große Halbton deren m + k. Der ganze Ton besteht aita 
einem groBei], und einem kleinen Halbtone, bat mithin 2m -{-£ Stufen. 
Die Tonleiter zählt 5 ganze Töne und 2 große Halbtöne, hat also in 
ganzen j> + 1 = 12ni -f- Ik Stufen. 

Verschiedenen Werten von k und m entsprechen verschiedene ge- 
schlossene Tonsysteme, und zwar gibt die Yoraussetzung k = die 
erste Gattung derselben, nämlich Tonsysteme, die fitr 

m= 1 , 2 , 3, 4 , ... _ 

(p+ 1)- 12m = 12, 24, 3Ö, 48, ... ■ 

Stufen enthalten. Sie sind nicht voneinander verschieden^ sondern fallen 
alle in das einzige, wohlbekannte 128tufige System zusammen, welches 
mithin allein für sich eine Gattung bildet. 

Die zweite Gattung bekommt man für k = l. Hier entsprechen 
den angenommenen Werten von m 

»1=1, 2, 3, 4, 5,... j 

p + \ = l2m + l =19, 31, 43, 55, 67, ... stufige ■ 

Tonsysteme. Ihre Quintentemperaturen erhält man, wenn man der 
Reihe nach 

Qo-Qi», Q»u ««, Q,,, ««, 

das heißt 1 =1.08243», 1.09725^'t 111222*% 1.1274(?», 1.14273",... 
setzte was 2 = 0.99584, 0.997012, 0.997530, 0.997822, 0.998009 

ergibt. 

Eine dritte Gattung erhält man für k = 2, was für die Werte 

w-l, 2, 3, 4, 5,... 

p+l = 12{m + l) + 2 =26, 38, 50, 62, 74,,.. 

Stufen zur Folge hat. Die entsprechenden Quintentemperaturen gewinnt 
man hier der Reihe nach, indem man 

das heißt 1 = 1.15595", 1.1717s", l-1877g'" 
setzt. 

Hier kommen auch Tonsysteme vor, die wir als zur zweiten Gattnng 
gehörend kennen gelernt haben. Jedes zweite der vorliegenden Reibe 
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ist ein Bolches: Da« SSstnfige iat mit dem 19stiifigeii der zweiten Gattnng, 

das 629tufige mit dem Sletufigen ubw. identisch, Godafi als wenentlich 
zor dritten fiattang gehörig nur die Tousysteme mit 26, 50, 74 ... 
Stufen zu hetraehten sind. Sie entsprechen den ungeraden Werten von 
m, daher man die eigentliche Formel für die Tonsysteme der dritten 

—Gattung erhalten wird, wenn man m = '2n -\- 1 setzt, nämlich: 

■ P+1=24(h + 1) + 2. 

Man könnte nnn noch h — 'i, 4, ö, ... setzen und so eine 4", 6^, 
6" Gattung aufstellen. Allein die Stufenzahlen werden immer größer, 
die Werte von q immer ungünstiger, und man überaengt sich bald, 
daß, was man in den 3 ersten Gattungen nicht findet, in den folgenden 
vergebens gesucht wird. 

Das sind die allgemeinsten Eigenschaften der Tonsysteme erster 
Klasse. Um weitere kennen zu lernen, muß man sich in nähere Unter- 
suchungen einlassen. Sie können daher erst später zur Sprache kommen. 

Ans den Gleichungen (22) gehen alle die unendlich vielen Ton- 
systeme der ersten Klasse hervor, und ein jeder Musiker, der sieh mit 
der Absicht trägt, ein neues aufzustellen, kann sich dasselbe nach Be- 
lieben wählen, und kann diese Wahl entweder nach wissenschaftlichen 
Grundsätzen treffen, oder nach richtigen oder unrichtigen vorgefaßten 
Meinungen, oder nach einer besonderen Vorliebe für irgend eine Kon- 
sonanz, oder nach anderen Beweggründen. 

Um zn zeigen, wie dies zu geschehen hat, führen wir diejenigen 
Tonsysteme erster Klasse, die bisher bekannt geworden sind, zuerst vor, 
biebei freilich von der unstatthaften doppelten Fiktion ausgehend, daß 
den Erfindern derselben die Gleichungen (22) vorgelegen seien, und daß 
sie das, was sie wirklich gefunden haben, mit allen seinen Eigenschaften 
auch haben finden wollen. 

Nehmen wir an, der erste dieser fiktiven Tonaystem-Erfinder sei 
ein konsequenter Quintenpuritaner, der seine Meinung etwa auf folgende 
Weise formuliert: Die vollkommenste und edelste aller Konsonanzen 
ist unbestrittener Maßen die Oktave, sie ist auch die allerem pfindüchste 
gegen Verfälschung, und hat infolge ihrer nahen Verwandtschaft mit 
dem Grnndtone und ihrer außerordentlichen Empfindlichkeit das Vor- 
recht, untemperiert zu bleiben. Die Quinte ist aber von derselben 
direkten Abkunft; nach der Oktave die vollkommenste aller Konsonanzen 
übertrifft sie diese noch an Lieblichkeit und Macht der Wirkung in 
der Musik. Gegen Verfälschung ist sie ebenso empfindlich wie die 
Oktave. Das Reinheitsprivilegium darf daher nicht der Oktave allein 
gebUtiren, sondern muß auf die Quinte ausgedehnt werden, Da aleo 
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ein Tonsystera mit absolut reinen Quinten Terlangt wird, ist 
setzen und die Gleichungen (2^) geben 



(25) 



r--- i+- 



,'-^■-1- 



81' 



Die Temperatur der Septime kann entweder den Glelchongen (22) od*r 
(23) entnommen werden; da letzteres hier das vorteilhaftere ist. eo 
wird man 

erhalten. Dies ist das griecbiache Tonsystem des PyiJtagoras. 

Hier mögen einige Bemerkungen zu diesem Beispiele angefugt mh, 
die 2ura richtigen Verständnis des behandelten Gegenstandes yielleicht 
mehr beizutragen geeignet sind, als das Beispiel selbst. Der Erfinder 
des griechischen Tonsystems ist ein fiktiver, d. b. die Griechen habai 
zwar ihr Tonajstem erfunden, waren mithin Qu inten pari t&ner, tatsachhcli 
aber waren sie dies, nicht aas Grundsatz, denn eine eigentliche Theorie 
kannten sie nicht, sonst hätten sie wohl einen ganz anderen Gebranch 
davon gemacht. Es ist ein erheblicher Uuterscbied zwischen einem, von 
einer richtigen mathematischen Theorie geleiteten Erfinder und einem 
anderen, der dieses Hilfsmittel entbehrt. Der erste gleicht einem Manne, 
der mit der Formel als Quittung in der Hand zu einer Kasse gebt 
und sich einen bestimmten durch die Formel festgestellten Betrag ans- 
bezahlen läßt. Der andere dagegen einem Manne, der auf der StraSe 
umherirrt in der Hoffnung, einen vollen Geldbeutel zu finden, Mauck- 
mal findet er wirklieb einen solchen, mancbmsl etwas ganz anderes, 
oft gar nichts, und hat meistenteils auch im günstigsten Falle keinen 
Anhalt zur Beurteilung, ob er mit seinem Funde zufrieden zu sein 
Ursache habe, oder mehr zu suchen Veranlassung nehmen solle. 

Die bisher bekannt gewordenen Tousysteme sind meist auf dem 
Wege eines Versncbes und nicht auf (irundlage einer umfassenden 
Theorie erfunden, gleichen also immerhin einem gefimdenen Geldbeutel, 
bei dem man nicht fragen darf, warum der Erfinder nicht mehr ge- 
funden oder warum er nicht lieber Gold gefunden habe statt Silber. 
Der Mathematiker hingegen muß seinen klaren Willen darlegen, er darf 
nicht etwas anderes wollen imd etwas anderes erreichen. Eine wohl- 
geordnete mathematische Theorie der Tonsysteme darf sich daher keines- 
wegs darauf beschränken, dem Leser nur einige, wenn auch sehr gute 
Tonsysteme mit lobender Kritik und Empfehlung vorzuführen. Sie 
muß vielmehr demselben alle möglieben, systematisch eingeteilt in 
Klassen und Gattungen, mit Angabe der allgemeinen und beeondereD 
Eigenschaften vorlegen. Dies ist aber noch nicht genug. Sie hat den 
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Leser noch Qberdiea ia der zu treffenden Äoawahl zu leiten, jedoch 
nicht dadurch, daß sie ihm eine beatiraiute Ansicht aufzudringen sucht, 
sondern dadurch, daß sie ihn lehrt, seine eigene wie immer geartete 
Ansicht in die mathematische Sprache zu Übertragen, und der Änalysis 
dasjenige Tonsystem, welches dieser seiner Ansicht am vollkommensten 
entspricht, methodisch abzufragen imd tahellarisch übersichtlich in der 
ganzen Ausdehnung der musikalischen Praxis berechnet vorzulegen. 
Das einfachste Mittel zu diesem Zwecke schien die Vorführung fiktiver 
Tonliebhaher mit den verschiedenartigsten Ansichten zu sein, die man 
diese ihre Ansichten genau formulieren, und teilweise der Klarheit 
wegen auch begründen laßt, und denen man dann mit Hilfe geregelter 
mathemati scher Methoden die angestrebten Zwecke erreichen und die 
besonderen Ansicliten verwirklichen hilft. Selbstverständlich werden 
niemand, und wäre es auch der Erfinder eines Toosjstems selbst, derlei 
An- oder Absichten zugemutet. Am allerwenigsten bekennt sich aber 
die Theorie zu irgend einer derselben. Diese hat vielmehr und vertritt 

riiäne besondere Ansicht, sondern betrachtet alle vollständig aufgezählten 
lonsysteme als ebenbürtige und gleichberechtigte Auflösungen eines 
ind desselben mathematischen Problems. 

Die zweite Bemerkung ist: Die Tonsysteme erster Klasse vertragen 
sich mit den reinen Quinten nicht, indem aie dieselben nur um den 
Preis sehr falscher Terzen und Septimen erkaufen lassen. Viel besser 
be&eunden sie sich mit reinen Terzen und Septimen, wie in der Folge 
dieser Untersuchung erhellen soll. Liebhaber reiner Quinten sind daher 
genötigt, ihre Zuflucht zu den Tonsystemen der zweiten Klasse zu 
nehmen, wo sie wirklieh erhalten, was sie wünschen. 

Führen wir uns jetzt einen zweiten fiktiven Tonliebhaber vor, der 
seine Wünsche folgendermaßen in Worte kleidet: Ich erkenne den hohen 
Wert reiner Oktaven und Quinten an, aber ich kann doch billig ver- 
langen, daß man damit auch praktische Musik macheu könne, und zwar 
mit bescheidenen Tonmitteln. Hiezu braucht man aber bei einer 
mäßigen Anzahl von Tönen eine genügende Auswahl von Tonleitern, 
die wieder am besten in einem geschlossenen, in sich zurückkehrenden 
Tonsysteme zu haben sind. Ich wünsche also ein solches, auch wenn 
BS mit einem kleinen Opfer an Reinheit der Quinten erkauft werden 
müßte. Diesem Begehren wird durch das gegenwärtig im Gebrauche 
stebendä 12 stufige, chromatische Tonsystem Genüge geleistet, welches 
wir im Vorhergehenden bereits sattsam kennen gelernt haben. Die 
Temperaturen der konsonanten Intervalle in demselben sind: 



[(27) 



1- 



■1+7 



' = i-m. 



■i + i 



3Ö2 
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Der Vergleich dieser ZaUen mit denen des Pjthagoniisclieii TotuyiteniB 
lehrt, daß man durch ein flehr geringes Opfer von -^ der Schwingunp- 
zabl, gebracht an der Reinheit der Quinte, eine sehr merkliche Auf- 
besserung um beiläufig den 3 fachen Betrag bei den beiden Tenen 
erzielt hat. Die Septime hat sich aber verschlimmert in einem Maße, 
daß man genötigt ist anzunehmen, die reine Septime eei im chroma- 
tischen Systeme durch gar keinen Ton vertreten. 

Gehen wir jetzt von den Verehrern reiner Quinten zur Vorans- 
setzung eines Tonforschers über, der ein anderes Intervall, etwa die 
kleine Terz in besonderen Schutz nimmt, also ein Tonaystem zn haben 
wünscht, in welchem l = 1 ist; mithin ist vermöge der Gleichung (24) 
q = T, und infolge der zweiten der Gleichungen (22): 



l-r 



also q = 



.1 - 



-.-T. 



Diese Zahl belehrt uns, daß man die reine kleine Ter% nicht um- 
sonst erhalte, sondern mit einem namhaften Opfer sn Reinheit der 
Quinte bezahlen müsse. Aber auch alle übrigen Eigenschaften einea 
Tonsystems sind nur um den Preis zu haben, z. B. das geschlossene 
Rückkehren iu sich selbst, und wenn man das in Rede stehende Ton- 
System in ein geschlossenes umschaffen will, muß man so fragen: Wie 
viel muß man von der absoluten Reinheit der kleinen Terz abbssen, 
nm dafür ein geschlossenes Tonsystem zu erhalten? 

Die Antwort auf diese Frage erstreben wir so: Ein geschlossenes 
m-stufiges Tonsystem ist vorhanden, wenn man in der Quintenreihe 
einen Ton Q„ entdecken kann, der für irgend ein q dem Grundtone Q, 
gleich wird. 

Setzen vrir also Qo = Q„, das heißt: 

f — — 3"5, and untersuchen, ob dieser Gleichung nicht 



für den obigen Wert von q oder einen sehr wenig davon verschiedeneE 
und für irgend welche ganzzahligen Werte von m und c Genüge zu 
leisten wäre. Die Gleichung schreiben wir in folgender Gestalt: 



(28) 

Hieraus folgt: 

(80) 

(BD 



-a: ist. 



l-_!2 - -|2-imd 

log 3 + log g j 
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Die letztere dieser beiden Gleichungen suchen wir nun annäherungs- 
I weise aufzulösen in ganzen Zahlen für x und m; wir setzen zu dieBcm 
B Behufs anstatt q den durch die Gleichung (28) gegebenen Wert und 
kaDtwickeln sodann den zweiten Teil der Gleichung (31) in einen Eetten- 
t brucfa. Der demselben am nächsten kommende Häherungabrucb kann 
f dann für - genommen werden. Es wird so: 
a 476822S _ , 

rö "" äöiösöö ~ 



Der zum letzten N^enner 2 hinzugefügte negative Ergänzungsbruch ist 
so klein, daß er Ternachlässigt werden kann. Man bekommt also einen 
sehr genauen Näherungabrneh; 



aus welchem zu schließen iat, daß es wirklich ein geschlossenes 19fitu- 
figes Tonsystem in der nächsten Nähe desjenigen mit absolut reinen 
kleinen Terzen gebe. 

Seine Quintentemperatur entspricht aber nicht der Gleichung (28), 

Bondem muß aus der Gleichung (3Ü) für — = tö ^^'^ berechnet werden : 

b logg 0-0018 lOfl 

■ ,.0.99584=1-^ = ?^;. 

Mit Hilfe dieser Werte des $ und seines Logarithmus schreitet man 
cur neuen Berechnung von T, t und s aus den Formeln (22) und erhält 

r.0.995 7ÖS=l-^ = |g 



i- 1-0000865=1 + - 



-0-98768 = 1-^ = 



Das geschlossene 19 stufige Tousyetem hätten wir also ziemlich 
L billig erhalten, gegen ein Opfer von jt-.^ der Schwingung« zahl der 
k kleinen Terz. Die Töne folgen in diesem Systeme einer geometrischen 
Lprogression, deren Quotient f^2 = 1 ■ 037 155 ist. 
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Sie sind: 



(33) 



Qo ■ 
Q, ■ 

Q-5 

Q. ■■ 
Q, = 
Q-, 
Q. 
Qu ■■ 

Q« 
Qs 
Qio 

Q-7 

Qo 



Des 

D 

Dis 

Es 

E 

Eis 

F ■■ 

Eis 

Ges 

G ■■ 

Gis 

As 

A ■■ 

Ais 

B 

H 

Ces' 

C 



= 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 



0372 g 
07 569 6 
11566 g 

15 711 g 
20010 g 

24 459 g 

29 094 g 

33881g 

38 851 g 

44024 g 

49 376 g 

54 926 g 

60 682 g 

66 652 g 

72 844 g 

79 266 g 

85 927 g 

92 835 g 



= =2g 



g 

gT2* 

gt2* 
gy2* = Fes 

gT2* 

gtä* 

gt^ 

gyia 
gf/F» 

gy2S 

gf^ 

gy2^. 



Dieses ist das Tonsystem Opelts. Es besitzt sehr schätzbare Eigen- 
schaften, die es in der Tat empfehlen. Zwar ist die Reinheit der Inter- 
valle eine mäßige. Allein schon der Umstand, daß ein so intelligenter 
und erfahrener Musiker und Akustiker wie Opelt sein Tonsystem dem 

musikalischen Publikum empfehlen konnte, beweist zur GenOge, daß ^ 

wenigstens filr die große Mehrzahl musikalischer Instrumente eine sehr 
gut zulässige Temperatur der Quinte sei. 

Es scheint übrigens gerade die rechte Anzahl Ton Tönen zu be- 
sitzen, weder zu wenig, noch zu viel, sondern für das Bedürfnis der 
Musik gerade genug. Den Beweis hiefür scheint die Erfahrung tu 
geben, nach der Violinspieler unter anderen wirklich 19 Töne kennen, 
und die musikalische Notenschrift auch Zeichen für 19 Töne besitst 
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Aus ihnen werden 19 Dur- und eben so viele Moll-Tonarten und 
Leitern gebildet, waa mehr ala genug ist Die Tonintervalle in der 
reinen Tonleiter vermag das Opeltsciie System treuer wieder zu geben, 
ala das chromatisRhe, weil es bereite einen Unterschied macht zwischen 
großen und kleinen Halbtönen. Der große besteht aus zwei, der kleine 
aus einer Tonstufe, der ganze Ton bat drei Stufen. Mitbin geben die 
5 ganzen und 2 großen Halbtöne der Skala gerade 19 Tonstufen des 
Systems. Diese Halbtöne sind nun wohl nicht gana die der reinen 
Skala, wo dem kleinen Halbton das Schwingnngsverhältnie — = 1-0416, 
dem großen das tt = 1 ■ 066*5 entspricht, während Opelt hieför die 
Zahlen: 1 0372 und 1-0756 hat. Es koninien diese Zahlen aber doch 
den reinen Verhältnissen näber, ala der gemeinsame Repräsentant beider 
Halbtöne im 12stufigeu Systeme, nämlich: 10595. 

Diese Beispiele bereits bekannt gewordener Tonsysteme mögen 
genügen. Wir wenden uns nun zu solchen Systemen der ersten Klasse, 
die auf Grundlage dieser Theorie aufgebaut bisher noch wicht bekannt 
geworden sind, und lassen deshalb noch einen hj-pothe tischen Musik- 
liebhaber auftreten, der folgende Betrachtung ajistcllt: Wer irgend 
etwas, also auch ein Tonsystera haben will, muß sich vor allem anderen 
die Frage stellen, was kann ich vernünftiger Weise wollen und auch 
erhalten? Hiezu gehört aber die volle und genaue Kenntnis aller 
Eigentümlichkeiten der gewünschten Sache, mit denen man sieb also 
zu befreunden bat. Die hier am meisten in Betracht zu nehmende 
Eigentümlichkeit eines Tonsystems ist der innige Zusammenhang aller 
seiner Eigenschaften, infolgedessen man keine von ihnen antasten kann, 
ohne alle übrigen mehr oder weniger zu verletze» Deswegen erbält 
man hier auch nichts umsonst; alles muß mehr oder weniger teuer 
bezahlt werden, am aller kostspieligsten aber ist die absolute Reinheit 
irgend eines Intervalles. Die absolut reine Quinte z. B. muß mit 
heulenden Terzen und Septimen bezahlt werden. Wer absolut reine 
kleine Terzen haben will, muß dafür die übrigen Intervalle bis zum 
äußersten temperieren, beinahe übertemperieren. Dies kommt unstreitig 
daher, daß reine Intervalle mit dem ürbegrifl'e eines Tonayatems im 
direktesten Widerspruche stehen. Aber auch audere geschätzte Eigen- 
schaften eines Tonsyatems müssen um diesen Preis der Reinheit im 
allgemeinen erkauft werden, z. B. das geschlossene Rückkehren in aich 
selbst. Man hat also, jederzeit sorgfältig dasjenige, was man an guten 
Eigenächaften erreichen will, gegen das, was man aufopfern rauB. in 
die Wagschale zu legen, und acht zu geben, daß man bei dem Handel 
nicht zu kurz komme. Dazu jedoch ist es unerläßlich, daß man diese 
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guten Eigenschaften nicht nur kenne, sondern auch ihrem relativra 
Werte nach richtig zu schätzen wisse. Sie sind: 

1. Die Reinheit der Intervalle. 

2. Ökonomie, dos heißt mäßige Anzahl der zum Mosizieren be- 
nötigten Töne. 

'6. Genügende Menge and Auswahl an Dur- und MollTonart^n. 

4. GeschloBsenes Rückkehren in sich selbst siunt dem hiemit in 

Verbindung stehenden Fortschreiten der Töne in geometrisch« 



5. Anschluß an denjenigen Teil der gegenwärtig i 

den Gesetze der Tonkunst, der dem Fortachritte derselben in 
der Zukunft nicht hinderlich ist. 

tj. Auch das inusikalische Instrument ist in Betracht zu ziehen, 
und das Tonaystem soll womöglich dem Baue und sonstigea 
EigentQuilichkeiten desselben nicht widerstreben. 

Um über den relativen Wert dieser Eigenschaften zu richtigiRB 

Sen zu gelangen, nehmen wir sie der Reihe nach vor und ergdioi 
uns aber dieselben in folgenden Betrachtungen. 

Die Reinheit der Intervalle anlangend ist schon bemerkt wordtti. 
daß sie teuer zu stehen kommt, und es kann auch noch hinzugefllgt 
werden, daß sie, über eine Grenze hinaus getrieben, wertlos ist. Denn 
es gibt fi'lr jedes konsonante Intervall eine Verfälschung, die so klein 
ist, daß sie von einem musikalisch gebildeten Durchschnittsgehör unter 
Umstünden, unter welchen man Mnsik zn machen pflegt, eben nocli 
nicht bemerkt werden kann, aber doch so groß ist, daß eine geringe 
Steigerung sie schon bemertdich machen würde. 

Diese Verfälschung heiße die rirtueüe Vrrfälsrhung des ent- 
sprechenden Intervalls und die ihm entsprechende Temperatur die vir- 
ttuile Temperatur. 

Über die Grenze dieser virtuellen Temperatnr hinaus ist jeät 
Steigerung der Reinheit des Tones nur von sehr geringem Wette, denn 
sie kann nur durch künstliche Mittel bei der Stimmuug der lostni' 
mente hervorgebracht werden, und ist, wenn zustande gebracht, pi 
nicht wahrzunehmen, anßer eben mit diesen Hilfsmitteln, z. B. Stioiin- 
gabelapparaten. Man kann aber docli nicht mit einem ganzen Stimm- 
gabelkabinett ins Konzert gehen, und könnte man es, so würde es im 
Sturme schnell verbrausender Töne doch nichts nützen. Es gibt also 
eine f(lr die praktische Musik nicht nur imerreichbare, sondern mdi 
überflüssige Tonreinheit, die aber fQr den, mit dem Aufbau eines Ton- 
systems beschäftigten Theoretiker einen großen Wert hat, weil sie eimlg 
und allein das Kapital bildet, dnrch dessen Aufopferung die heulendeD 



J^. 



Kartei 
■"Rvst 



Von L, Ehi.^;nv.. 357 

51fe beseitigt und alle schätzbaren Eigenschaften dieses seines Ton- 
■atems erkauft werden. 

Die Reinheit der konaonanten Intervalle hat also allerdings in 
em Tonsvsteme einen hohen Wert, aber nur bis zur Grenze der 
irtuellen Temperatur. Innerhalb dieser Grenzen hingegen ist eine 
'eitere Annäherung au die absolute Reinheit nicht nur nutzlos, sondern 
den meisten Fällen sogar ein Fehler, es sei denn, daß der Erfinder 
[Stande wäre zu beweisen, daß durch Aufopferung dieser über- 
flüssigen Reinheit kein namhafterer Vorteil zu erreichen gewesen wäre. 
Es folgt hieraus, d»B der nach einem neuen Tonsyatem strebende Er- 
finder folgende zwei Dinge kennen sollte; 

a) Die Tirtuelle Temperatur der ( konsonanten j Intervalle: Quinte, 
große und kleine Terz und Septime; 

b) Eine analjtische Methode, die Temperaturen (22) dieser Inter- 
valle in die Grenzen der virtuellen Temperaturen einzuschließen. 

2. Rücksichtlicb der zweiten Eigenschaft eines Tonsystems, näm- 
ich Ökonomie der Töne, ist bereits im II. Abschnitte die Bemerkung 

[gemacht worden, daß man die Sparsamkeit mit denselben auch zu weit 
liben könne, daß sie im chromatischen Tonsyst«me wirklich zu weit 
itrieben scheine, und es kann noch hinzugefügt werden, daß nach 
in bisherigen Erfahrungen die Zahl 19 das Minimum der zu einer 
ten Musik notwendigen Töne zu enthalten scheine. 

Es kann indessen hier nicht unerwähnt bleiben, daß bei gewissen 
musikalischen Instrumenten z. B. Orgeln, Harmoniums, Klavieren, die 
ohnehin Hunderte von Saiten, Pfeifen, Federn und dergl. enthalten, jede 
Rücksicht anf Ökonomie beinahe lächerlich erscheint. Bei solchen ist 
daher eher Sorge zu tragen, daß sie ungeachtet ihres großen Reichtums 
Tonmitteln nicht dennoch an Tonmangel leiden, 

3. Hinsichtlich der notwendigen Anzahl der Moll- und Dnr-Ton- 
1 kann bemerkt werden, daß 12 solche, wie im chromatischen 

'Systeme, voUkommeu hinreichen, daß es aber nicht altein auf die An- 
zahl ankommt, sondern auch auf die Verbindung dieser Tonarten unter 
sich. Man sollte nämlich wenigstens zur Mehrzahl derselben, wenn 
nicht zu allen, auch die zunächst verwandten Dur- und Moll-Ton- 
arten besitzen. 

4. Der Übergang von einem unendlichen zu einem geschlossenen 
Tonsysteme ist einer Ersparnis von 7 bis 9 Tönen gleich zu achten; 
dies gilt jedoch nur in der ersten Klasse dieser Systeme und unter 
der Voraussetzung, daß man alle Töne des geschloseenen Systems auch 
wirklich benutzt. Sind ihrer so viele, daß man nicht alle brauchen 
kann, sondern eine Gruppe derselben von der wirklichen Verwendung 

ZvlIHbiin r. Utlbtffiktik o. Fhjrilk. fiLBud. 1W4. 4. Hstl. 34 



868 Putzvala Theorie der TonejHteme. 

ausscheiden maB, dann siiid alle Vorteile des Oeafhlosaenseins auf- 
gehoben bis auf den der Äquidistanz der Bestand töne, der aber an 
und für eich schon groß genng ist, um für ein geschlossenes, selbst 
vielstuGges System sogar ein Opfer zu rechtfertigen. 

Die Kenntnis der Tirtuellen Temperatur der Quinte, großen und 
kleinen Ten und der Septime ist wohJ eine wichtige; sie geht aber 
den Musiker und Akustiker an, der Rechner kann sie bei der Änf- 
Stellung der Theorie der Toosystenie als gegeben ansehen. Diese rir- 
tuellen Temperaturen seien also q\ 7", f und s', so sind die Tirtnellen 
d. h. größten zulässigen Verfälschungen dieser Intervalle 



- 1, Z"-l, ('- 1, 



- 1. 



Die reziproken Werte derselben aber können als die Geipickisxahlm 
eitur Verfähchung (spezifische Empfindlichkeit) der Qninte, groBen 
und kleinen Terz und der Septime imgesehen werden, wenn man auf 
das Zeichen keine Rücksicht nimmt nnd nur den numerischen W«t 
beachtet. Diese Oewichte mögen beziehentlich: 



> bat man: 



(34) 






{T - 1)' 



t = 



8- 



-») 



Jetzt ist noch eine Methode vonnöteu, die Abweichungen tob der 
Reinlteit der konsonanteu Intervalle untereinander auszugleichen und 
womöglich in die Grenzen der virtuellen Temperatur zuräckzuzieh«. 
Die Wissenschaft besitzt eine verläßliche Methode dieser Art, nämlich: 
Die Methode der kleinsten Quadratsummen, Sie wird in der Phvaik 
und Astronomie zur Ausgleichung der Beobachtungsfehler verwendet, 
nnd, nach dem von Gauß entdeckten Prinzip des kleineten Zwanges, 
beherrscht sie auch die ganze Körper weit. 

Zwar ist ihre Verwendbarkeit an die Bedingung geknüpft, daß 
positive und negative Fehler von gleicher Größe auch gleich wahr- 
scheinlich seien, was auf das Ciebiet der Töne tibertragen vielleicht 
nicht mit aller Strenge richtig ist, indem gewisse Intervalle filr posi- 
tive und negative Verfälschungen ungleiche Empfindlichkeit offenbaren 
dürften. Allein es handelt sich hier zunächst nur darum, die Tempe- 
raturen dieser Intervalle in die Grenzen der virtuellen Temperaturen 
einzuschließen, und hieKu ist die Methode der kleinsten Quadratsnmmen 
ganz geeignet. 

Macht man davon Gebrauch, so ist das Tonsystem zu suchen, filr 
welches die Summe der Quadrate aller Aufopferungen an Reinheit aia. 
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was dasselbe ist^ aller mit iliren Gewichten multiplizierten Verfälschungen 
ein Minimum ist. 

Bei allen Tonsystemen der 1^° Klasse hängen die Temperaturen q, 
Ty ty Sy durch die Gleichungen (22) zusammen; die Verfälschungen 
sind mithin: 

q—ly T-1, ^—1, 5-1. 

Mit ihren Gewichtszahlen q, X, t; ^ multipliziert^ geben sie folgende 
Werte der Abweichungen von der Reinheit 

q(g-l), %iT-l), t(<-l), 8(s-l). 
Die Summe ihrer Quadrate sei ^ so daß 

(35) ^= q^j - ly + %\T - 1)« + t*(^ - 1)^ + ^\s - ly 

besteht. Nun ist die Quadratsumme ^ zu einem Minimum zu machen. 
Da sie vermöge der Gleichungen (22) betrachtet werden kann als 
Funktion der Temperatur q der Quinte ^ so erhalt man durch Differen- 
zieren die Bedingungsgleichung des Minimums: 

q«(g-l) + a;»(T-l)J?'+t'(<-l)|i + 8«(«-l)| = 0. 

Nun ist aber aus der Gleichung (22): 

dq~I^^' dq'' 3^ dq~'2'^l^' 

Führt man diese Werte imd jene für T, t, s aus (22) ein in die 
vorliegende Gleichung, so ergibt sich zur Bestimmung von q: 

q^(^ - 1) + 2. : , "1'^%-, e' - 1) - -8^ g-^ (f^q^ " V 



Geordnet ist sie eine algebraische Gleichung vom 26**° Grade, 
nämlich : 

9IS.7 9I9 7J 9lS.7t ot6.7t qSA . 7t 

»7 310 » 7 1-313.58'^ 7 310.5«* 7 -r3«o.5H7 310. 5H 7 

2"- 7* ^ • 2"- 5 • 7* • ^ 
I 3»a *' 7 3«7 * ^7 

die wohl allen Versuchen, sie allgemein aufzulösen, widerstehen würde. 
Man braucht aber hier auch nur eine einzige, nahe imter der Ein- 
heit liegende Wurzel, die man mit Leichtigkeit erhält, wenn man die 
Be8cha£fenheit des q berücksichtigt. 
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Dies kfum nacli Belieben entweder in der vorliegenden Qleielnnif 
geschehen, oder auch in der Gleichung (35), und zwar auf folgend« 
Weise. Es sei 
(36) q-l~K, 



so bedeutet t 



nen sehr Idel 
T - 1+ «, 



I positiven Bruch; ebenso nehme man an 
!- 1 + t, s- 1 +0, 



unter S. r, ff ebenfalls sehr kleine Brüche verstanden. Die Gleichungen (22) 
und (35) geben durch Einfliiirimg dieser sehr kleinen (jröBen, deren 
hfihere Potenzen außer acht zu lassen sind, über in 



LZ- 1'«' + I'«' + '' + «'«'- H'«' + jl 

''I +r!li-2'-3-5«]' + |ü^'ii[ii-3i 



2>.3'«], r_(-l _-;.[!. 

^,f ,[11 31-2.3'"«], 

[1 - 2' ■ 3' «]' 
!-3'««p 



ilfreule 



Seist man jetzt j- — 0, so ergibt sich mr Bestimmung vod x Iblgandi 
Gteichong des eraten Grades: 

als Miniiuum der Verfälüchaiig to 



auB welcher der folgende Wert 
Quinte, gewonnen wird: 

,„^, 0060636 %' 4- 008Gfi798t' + O-SUSieSt* 

(dB) - = ■ ■ 

oder auch 



- 16 lOäil' + 8-779H95I' + 1 ÜB 03497886«' 



1 



2"-3"-7'I' + 3"-B'-7'l' + 3"-6'.ll- 31 -j' 

" S" . 5' . 7' . 3'q' + a" 3" . 7'!' + 2" ■ 8 ■ 6* - 7't' + S ■ S»' . 6'- *' 

«65Qa-26B7046*^' + 38883348360001' + 275289072393758' 

" 89e94S39ei0400q<-f- 11746001 116SO83e3:*-|-7S93O0-24OeiOO00t*+ 95319968561337501' 

Dieser Änadruck ist in hohem Grade lehrreich, denn man gewinnt &u» 
ihm eine sehr vollständige Übersicht über die TempeiatnrverhältnisBe 
aller Tonsysteme der ersten Klasse, aelbat derjenigen, die den extremstea 
Anforderungen der absoluten Reinheit oder auch der gänzlichen Ver- 
nachlässigung jedes beliebigen IntervalleB entsprechen; dies gestattet 
die bisher durch nichta beschränkte Willkiirliehkeit der Gewichtafaktoren 
q*, I', t*, iK 

Will man nämlich irgend eine der Konsonanzen besonders bevor- 
zugen, also ganz rein haben, so setzt man die derselben entsprechende 



Von L. Erm!^,nyi. 361 

Gewichtszahl unendlich; will man sie hingegen ganz yemachlässigen, 
so setzt man diese Gewichtszahl gleich Null. 

Tun wir zuvörderst das erstere, so ergibt sich 

q =cx), x = Y = 0, 

o- 0.060625 1 



(39) 

t = CX), 



g = OO, X = 



16.4026 324 ' 

0.0366798 1 

8.7791496 ^ 240' 

0.306169 _ 1 
106.036 — 346 * 



Diese Formeln dienen vor allem anderen dazu, das Maß der Ge- 
nauigkeit der Gleichung (38), aus welcher sie hervorgehen und die 
selbstverständlich nur eine angenäherte sein kann, weil bei ihrer Ab- 
leitung die höheren Potenzen von x weggeworfen wurden, zu be- 
urteilen. Denn die der absoluten Reinheit der Quinte, großen und 
kleinen Terz und Septime entsprechenden Werte der Verfälschung x 
lassen sich auch aus den Urgleichungen der Tonsjsteme erster Klasse 
(22), und zwar mit beliebiger Genauigkeit, dadurch ableiten, daß man 
der Reihe nach erst q, dann T, dann t und endlich s der Einheit 
gleich setzt. 

Dies gibt aber: 

FürT==l: 3 = V| == |V5 = 0.996899, x-^i^, 
(40) , t ^1: q^y^^^ = 0.995868, x - ^L , 

. 5=1: g = |/5^ = |T56- 0.9970742, x-^. 

Die geringe Verschiedenheit dieser genaueren Werte von x von 
den durch die Gleichungen (39) gegebenen dient als Beweis, daß die 
Formel (38) genügend genau und verläßlich ist. 

Die in Bruchform erscheinenden Werte von x in den Gleichungen 
(39) ändern sich nicht, wenn man Zähler und Nenner des ersten dieser 
Brüche mit q*, ebenso Zähler und Nenner des zweiten mit I*, des 
dritten mit t«, des vierten mit 8« multipliziert. 

Femer weiß man,^daß, wenn man aus mehreren solchen Brüchen, 
deren Zähler und Nenner positiv sind, einen neuen Bruch bildet, dessen 
Zähler die Summe aller Zähler, dessen Nenner die Summe aller Nenner 
ist, dieser Bruch ein Mittelwert ist zwischen den Brüchen, aus welchen 
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er anf die angegebene Weise entatanden ist, nämlich größer als der 
kleinete und kleiner alu der größte von Urnen. Dieser Bruch ist aber 
genau das x der Formel (38). Es ist mitbin för alle möglichen Werts 
von Q, I, t und ö tou bis oo: * 



X > und zugleich 



' *^ 9io ■ 



Nun hat man aber x = für das griechische Tonsystem des Pjths- 
goras, mit welchem das chromatische dem mathematiBchen Ursprungs 
nach identisch ist. Es ist nämlich das System der reinen Quinun, 
modifiziert durch die Forderung des geschlossenen Rückkehren^ in Bicb 
selbst. Ebenso ist x = 57^^ nahezu das System Opelts, also das System 
der reinen kleinen Terzen, modifiziert durch die Forderung der ge- 
scbloBBenen Rückkehr in sich selbst. Diese beiden Systeme stehen da 
her an den äußersten Grenzen der ganzen Reihe von Tonsystemen erster 
Klasse, das chromatische mit den am wenigsten, das Opeltsche mit 
den am meisten temperierten Quinten. 

Die Folgerungen ans der Formel (3^1) sind noch nicht erwAöpR. 
Fassen wir nämlich die daraus abgeleiteten Werte (3U) näher ins Äuge, 
so gewahren wir, daß durch beinahe eine und dieselbe Verfälschung 
der Quinte die große Teiz und die Septime absolut rein gemacht 
werden können, erstere durch x = ^^ , letztere durch x = -— ■ 

Es besteht also zwischen der schönen, heiteren Großterz und der 
sanften Septime ein besonders inniges Verhältnis, infolgedessen beide 
zugleich der größeren Reinheit teilhaftig werden und sich anch beide 
zugleich in beulende Wölfe verwandeln. Diese Umäiideniug geschieht 
aber bei der Septime Tiel rascher als bei der Terz, wovon man sich 
am besten überzeugt, wenn man die erste und dritte der Gleichungen (22) 
ditferenziert, wodurch man erhält: 



dT 



4.81 , , , 10.69019 ,, , 

-15- 3'"'«. ''s--OT4r«V!- 



Da g immer nahe der Einheit und unter derselben ist, 
annäheninßs weise : 

f/T^idq, ds~10dij, 

d. h. die Temperatur der Terz ändert sich viermal und die der Septin» 
gar zehnmal 8i> lasch als die Temperatur der Quinte. Wenn sich dl- 
her die Verfälschung x der Quinte nur sehr wenig, z. B. um jjrrß vM 
dem Werte x = --oj f'''" welchen die Septime rein ist, entfernt, so rteM 
diese letztere bereits in der Entfemniig t-^ = -7- von der ReiiÜKAi 
ist also schon namhaft falsch. 
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In dieser Uberemstimmung der gro&eu Tera mit der Septime 
Bclieint eia Vorteil nu liegen, der darin besteht, daß m&a, wenn man 
ein Tonsyatem mit reinen Terzen konstruiert, auch beinahe reine Sep- 
timen amsoDst mit in den Kauf erhält und umgekehrt. Dies ist aber 
geeignet, die Aufmerksnmkeit auf zwei neue Tonaysteme zu lenken, das 
mit reinen Terzen und das mit reinen Septimen. Ihre aus den Glei- 



ohungon (22) för T = 
sieheatlich: 



i s = 1 berechneten Temperatut 



ind be- 



(41) 



- = — r=i ( = 1 !- = - 



■1 + ! 



» 



S-1- 
) 
,-1- 

Die Logarithmen der 7 sind beziehentlich: 
log'i== -0.0013488, 
logg=^ -0.0012725. 

Diese Zahlen sehen den Rechner viel freundlicher an als die iiu chro- 
matiBchen und die im Opeltsohen Systeme, und es iat beiuahe merk- 
würdig, daß unter allen Puritanern derjenige, welcher die unbeachtete, huh 
der modernen Tonkunst ausgestoBene reine Septime in besonderen Schutz 
nimmt, das beste Tonsystem bekommt, wenn er nur »ach Zahlen urteilt. 

Um eine möglichst vollständige Übersicht Über alle Tousysteme 
der ersten Klasse zu gewinnen, ist es aber notwendig, aoch die jeden- 
falls berechtigtere Meinung, daß die sämtlichen konsonanteu InteTvalle, 
und nicht nur eines derselben, zu berücksichtigen seien, las Auge zu 
fassen. Wir fangen auch hier mit der extremen Annahme an, daß die 
sämtlichen Konsonanzen einander ebenbürtig und die Gewichte ihrer 
Verfälschungen gleich seien, also 

q ~ I = t - «. 

Für die Richtigkeit dieser Annahme kann man sich auf eine sehr 
gewichtige Autorität, nämlich Heimholte, berufen, der an einer Stelle 
seines berühmten Werkes sagt, daß zwar die verschiedenen Konsonanten- 
intervalle, der allgemein Terbreiteten Meinung der Musiker gemäß, ver- 
schiedene Empfindlichkeit besitzen mögen, aber nur in der Melodie; in 
der Harmonie hingegen, d. h. im Akkorde seien sie alle gleich empfind- 
lich. Es genügt die», denn die Empfindlichkeit im Akkorde ist offen- 
bar die größte, mithin hier maßgebende. 

Die Gleichung (3^^) liefert dieser Annahme entsprechend einen 



■"Wert 1 



mlich 



' 0.002075227 -= - 
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3= l-x = 0.9970248, 
logg -0.9987050- 1, 
Iog5 = - 0.0012941. 
Die diesem Werte von q entspreclieuden Werte der übrigen Tem- 
peraturen T, t und s, berechnet auH den Qleicbiingeii (22J, sind: 

Hier liegeo also drei wenig voneinander Terschiedene Tonsyateme (4]i 
und (42) vor: das der reinen Großterz und der reine» Septime iind 
das System der Gleichberechtigung aller konsonauten Interralle, wekhes 
zwischen den beideu ersteren beinahe in der Mitte liegt, untersuchen 
wir auch hier, ob nicht vielleicht eines dieser Tonayateme durch eine 
sehr kleine Änderung seiner Temperaturen zu einem geschlossenen nm- 
gestaltet werden kann; das wird möglich sein, wenn es eine temperierte 
Quinte Q,„ gibt, welche dem Grundtone Q, sehr nahe gleich ist, wo 
man dann ein geschlossenes »istufige.-i System erhalten wird. 
Es ist nun: 



daher, Qo = Q„ 



gesetzt, 



.+.r 



-1, 



-1, 



m logB 

Man hat aber in äea 3 oberwähnten Fällen 

r-l q-I-l-ä s-l 

logS- 0.4771213, 0.4771213, 0.4771213,1 

logj 0.0013488, -0.0012941, -0.0012725, 

logS + loga- 0.4757725, 0.4768272, 0.4768488, 

Dividieren wir jetzt die letzten 3 Zahlen durch den log 2= 0.301 0300 

und bringen die Quotienten in die Kettenbruchform, so ergeben siel 

die folgenden 3 Werte von --: 
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Sie unterscheiden sich nur in den Er^nzungsbrfichen, die beziehentlich 
nahe — - » -.ä, tt sind, mithin alle klein genug, um weggelassen werden 

^Kd können. 

^H Alle drei Werte Ton — gehen dann in den Nähernngsbruch 

■ 

^f Eh wird wohl kuuni einen Maaiker geben, der sich mit den Grund- 
sätzen, nach welchen wir bisher Tonsjstenie gebildet und dem Leser 
vorgeffihrt haben, vollstündig einverstanden erklären könnte, selbst 
wenn er der Erfinder eines derselben wäre, Petzval meint, daß sich 
z. B. Opelt 'zum Grundsätze der unverfälschten Reinheit der kleinen 
Terzen schwerlich bekannt hätte, wiewohl sein Tonsystem nach diesen 
Gmndi>ätzen aufgebaut ist. Ebenso sei ea zu bezweifeln, daß Koch dem 
Grundsätze der Gleichberechtigung aller konaonanten Intervalle un- 
bedingt beigepflichtet hätte, wiewohl er denselben tatsächlich in seinem 
Tonsystem niedergelegt hat. Selbst der alte Pytbagoras wäre, wenn 
er noch lebte, gewiß kein Q u inten pnri tan er mehr. Die am allgemeinsten 
in der musikalischen Welt verbreitete Meinung dürfte vielmehr die sein, 
daß die Konsonanzen verschiedeneu llanges seien, und daß eine und 
dieselbe Verfälschung, angebracht an der Quinte, vom Gehör weit übler 
empfanden werde, als an der Terz und Septime. 

Da man aber Über die genauen numerischen Werte der Ge- 
wichte q, %, t und § der Verfälschungen keine verläßlichen Angaben 
hat, so scheinen auch zn einer endgültigen Lösung des Problems des 
allerbesten Tonsystems die genügenden Daten nicht vorzuliegen. 

Wir suchen nun endlich auch dieser verbreitetsten Meinung des 
zahlreichen musikalischen Publikums gerecht zu werden: daß nämlich die 
konsonanten Intervalle weder ausschließlich zu bevorzugen, noch als 
gleichberechtigt aufzufassen seien, sondern daß unter ihnen eine 
Rangordnung bestehe, kraft welcher sie in die folgende Ordntmg zu 
stellen sind: 

Quinte, Großterz, Kleinterz, Septime. 

In Ermangelung sicherer Daten stellen wir, nm das ganze Feld der 
bezüglichen Tonsysteme zu überblicken, zwei Annahmen auf, immlieb: 
1) Die extreme Annahme, daß die Quinte an Rang und Gewicht 
allen übrigen Konsonanzen sehr weit, etwa im Verhältnis 5:1, Über- 
legen sei, die Übrigen aber untereinander gleichberechtigt, sodaß man 



^nisimi 



lehmen hat. 



X=t=ö=l 
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2) Die gemäßigtere Annahme^ die zwischen dieser extremen und 
der Gleichberechtigung der Intervalle in der Mitte liegt, der Quinte 
etwa nur die Hälfte des obengenannten Übergewichtes über die große 
Terz zugesteht^ dagegen aber auch die übrigen Intervalle gegen einander 
mäßig abstuft, so etwa, daß man 

q.= 12, a;-5, t-3, g = 2 

setzt. Führt man diese beiden Systeme von Werten f&r die Gewichte 
der Verfälschungen in die Formel (38) ein, so erhalt man die folgenden 
zwei Werte der Verfälschungen x und der Temperaturen q der Quinte: 

x=- 0.00251813 «gi^, (? = 0.99748187, logg = — 0.0010954, 

X = 0.00266692 ^ ~, g = 0.99733308, logg 0.0011598. 

Untersuchen wir hier sogleich, ob mit geringer Änderung dieser 
für q gewonnenen Zahlen nicht eines der gesuchten Tonsysteme oder 
auch beide zur Rückkehr in sich selbst zu bringen seien. Hierzu dient 
dieselbe Gleichung, die wir auch bei den Systemen von Opelt in An- 
wendung setzten: ^ j^g 3 + log g _ ^ 

m ^ iög2 ' 

und die in ganzen Zahlen fQr x und m annäherungsweise aufzulösen 
ist. Man hat zu diesem Zwecke 

log 3 - 0.4771213 0.4771213 
logq = - 0.0010954 - 0.0011598 
log 3 + log (? = 0.4760259 0.4759615. 

Dividieren wir jetzt die erhaltenen 2 Zahlen durch den log 2 = 0.30103(K) 

in Kettenbruchform, so erhalten wir folgende 2 Werte von — 
X 1 1 






2 + . 2 + 



72692 ^ 



1 + 



, 64ia 

^ 36955 



Von diesen zwei Kettenbrüchen gibt der erste, wenn man den etwa 
— - großen Ergänzungsbruch außer Acht läßt 



8 

m 43 



— = — , mithin x = 25, m = 43, 
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welchen Zahlen ein gesehlossenes 43stutlges System in geometrischer 
Progression steheuder Töne entspricht, imd zwar mit dem Fiiktor 

IyS = 1.016250. 
I Den iforrigierten Wert entnimmt man auch hier der Gleichung 
t iog(( = ?^±^logä-Iog3 

piithic 



= g • 0.3010300 - 0.4771213 

= 0.99892614 - 1 6.0010738«, 

2 = 0.9975303 = - 1 - 



405' 

Hiezn gehören die aus den Fandamentalgleichungen (22) gezogenen 
Werte der übrigen Temperatoren 

r^ 1.002535 = 1 +^, ( = 0.995008= l--i., 



43 a) 



s = 1.0045«3 =1 + 5 



ir zweite Kettenbruch zieht sich mehr in die Länge, bis er eine 
Itelle bietet, an der er mit Vorteil abgebrochen werden kann und nach 
egla3suiig des allerdings nicht sehr kleinen Ergänzungsbruches 

— = ^ beiläutig einen Wert Ton - = -7 liefert. 

Man begegnet hier also einem Tonsystem von etwas übermäßiger 
Stufenanzahl. 

Da bisher nur Beispiele geschlossener, in sich zurückkehrender 
Tonsysteme Torgekommen sind, mithin gar keine Gelegenheit geboten 
war, auch die Behandlungsweise unendlicher Tonsysteme zu zeigen, so 
wird es z«'ockuiüßig sein, die sich hier darbietende Vennilassung zu 
benutzen und das letztgenannte System mit dem langen Kettenbruche 
ils unendliches Tuusystem aatzufassen. Demgemäß Rissen wir seine 
Quintente mperatiir unkorrigiert, und berechnen daraus mit Hilfe der 
Gleichung (22) die Temperaturen der übrigen Intervalle: 



[43 b) 



r =1.001 742= 1 + 



/ = 0.99559)il8 = 
1.0025972-1+5^. 



Dies wären also die zwei, nur beispielsweise angeführten, der Voraus- 
^etznng ungleichberechtigter kousonanten Interralle entsprechenden Ton- 
lysteme in ihren Grundzügen nnd Eigenschaften. 

Da indessen schon die 31 Töne des Kochschen Systems eine za 
große Aneahl bildeten, und für die Verwendung eine Aaewahl von 
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19 ilerselben mit Hinweglaasong der übri(^D notwendig sctien, so 
werden hier umsomehr die 43 oder gar die nnendlieh Tielen Töne za einer 
Änswuhl von einer kleineren Zahl (nehmen wir wieder 19 an) nötigen 

Um dieeelbeu also zunächst aus dem 43stu£gen System an szu wählen, 
benutzt man abermals die ununterbrochene Quintenreihe von Q_- bis 
Qu, oder von ces bis ris, und stellt darüber auf dieselbe Weise, wie 
beim 31 stufigen Sjstem 18 Tonarten her; hiebei ist es aber nnerläfl- 
lich, alle Schwingungozahlen der 43 Töne als Glieder einer geometrischen 
Progression mit dem Faktor y'J zu berechnen. In der folgenden Zu- 
sammen Stellung sind die berechneten Bestandtöne des 43atiifigen Ton- 
Systems in aufsteigender Ordnung mit ihren mathematischen und musi- 
kalischen Benennnngen enthalten, wobei die ausgewählten 19 Töne 
durch wagrechtc Striche gekonnzeichnet sind. (Siehe S. 369 f.) 

Es wäre jetzt nur noch zu zeigen, auf welche Weise aus einem 
unendlichen Tonsysteme, das in sich entweder gar nicht, oder erst nach 
einer sehr großen Anziihl von Gliedern zurückkehrt, eine mäßijie Zahl 
von Tönen zum musikalischen Gebrauche herausgehoben und in Hie 
benötigten Tonarten »usanimei^eBtelit werden kann, and wie man sich 
Ton letzteren vermittels einer Tabelle eine klare Übersicht zu yer- 
schalferi vermag. 

Das unendliche Tonsystem sei das letzt« der als Beispiel angeführten 
mit der Quintentemperatur 

5 = 0.99733308-1-^55, logg 0.0011598, 

und den durch die Gleichungen (43b) gegebenen Temperaturen der 
(ihrigen konsonanten Intervalle. MaTi wählt diejenigen Töne, deren man 
zu benötigen glaubt; dies müssen jedoch un im ter brechen zusammen- 
hangende Quinten aus der Quintenreihe sein, etwa: 

Q_,Q_«Q_.Q,4Q-,Q_,Q-.QoQiQ,Q»Q4Q6Q6 O7 Q. Q« Q.-. Q.. 

Ces Ges Des As Es B F C G D A E H Fis Cis Gis Dts Ais Eis , 

weil, wenn man die Reihe unterbricht, man sogleich Töne und Ton- 
arten hat, zu denen die Verwandten fehlen. Von diesen Töneu nun 
und ihren höheren ersten Oktaven berechnet man die Logarithmen der 
Seh w in gunga Verhältnisse, ebenso von den Tönen die Schwingiingsver- 
hältnisse selbst; die ihrer Okt-aven sind zwar leicht zu haben durch 
Multiplikation mit 2, werden aber nicht benötigt. Setzt man der Kürze 
wegen, imi nur mit den Seh wingungs Verhältnissen zu tun zu haben, die 
Schwingungszahl £ des Grundtouea Q(,= 1, so ist die der nächsten Quinte; 

Qi = |?. logQ. =l<)g3-log2 + logg =0.1749315, Q,= l. 49600. 
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Die erste höhere Oktave eines jeden Q wollen wir mit Q* bezeichnen; 
ihr Logarithmus wird durch Addition von log 2 zu log Q erhalten, daher 

logQ« = 0.4759615. 

Die Logarithmen der Übrigen aufsteigenden Quinten Q,, Qj, Q^, . ■ . 
erhält man nun, wenn man immer fort die Zahl 0.1749315 addiert. 
Trifft es sich hierbei, daß man eine Summe erhält, die größer als log 2, 
BO ist diese nicht der Logarithmus der gesuchten Quinte, sondern der 
ihrer Oktave und man hat den log 2 abzuziehen. Hier folgt die ganze 
Rechnung: 



logQ, =0.1749315 
+ 0.1749315 



logQI =0.3498630 
- 0.3010300 



logQ« =0.0488330 
+ 0.1749315 



logQa -0.2237645 
+ 0.1749315 



logQ« =0.3986960 
- 0.3010300 



logQi =0.0976660 
+ 0.1749315 



logQs =0.2725975 
+ 0.1749315 



logQ» =0.4475290 
- 0.3010300 



logQ, =0.1464990 
+ 0.1749315 



logQf =0.3214305 
- 0.3010300 



logQ^ =0.0204005 
+ 0.1749315 



logQg =0.1953320 
+ 0.1749315 



logQI =0.3702635 
- 05010300 



logQj =0.0692385 
+ 0.1749315 



Q, =1.49600 = 



Q, =1.11901 = 2) 



Q: 



1.67404 = Ä 



Q4 = 1.25218 = E 
Q. = 1.87326 = H 



Q, = 1.40120 = JYs 



Q, 



1.04810 = eis 



Qg = 1.56795 = ais 



Q 



8 



1.17283 = Dis 



^^^^T lofQ,, - OMmtHSÖ Q^,-I3l3-Kl-Eit. 

^^P Jetzt gehn wir an die Bereebaimg der ebeteigenden Qniiiteii, oder 

^M der Heil 

^^1 Weiee « 



log Q„- 054416a« Q„_1T54&Ö-J« 

+ 0.1149315 
logQ' -0.4190a«ö 

-05010300 



der Reihe der Quarten. Bier gilt daa eotgegengesetite Verfafarvn: 

i>ie Zahl 0.1749315 wird immer vobtrahiert mid der logä fall 
weiae addiert Die Becbmuig atellt aicfa folgendermafien. 

log 2 -o^nosoo 

- 01749315 
logQ.,-O126098ö Q_, - 1.33690 -f 

+ 03010300 
0427 128Ö 

- 0.1749316 
logQ.. - 0.2521970 Q_, - 1.78730 - B 

- 01749315 
logQ-i- 0.0772655 Q_, - 1.19472 - & 

+ 03010300 
0.3782955 

-0.1749315 



logQ., -02033(540 
— 0.1749315 



logQ.j- 0.0284325 
+ 0.3010300 



Q-.- 
Q-.- 



1.59722 - ^ 



1.06766 = Des 



03294625 
- 01749315 



logQ-. -0.1545310 
+ 03010300 



0_, - 1.42735 - Ges 



0.4.555610 
- 01749315 



log 0_, -0.2806295 Q_, - 1.90822 - Ca». 
Nachdem eo die SchwingungsverhältniBHe aller benötigten Töne berechnet 
sind, ordnet man sie sowohl, wie auch ihre Logarithmen aufsteigend nach 
ihren nninerischen Werten und nimmt namentlich in das Verzeichnis der 
Logarithmen auch die Oktaven, wennnicht alle, sodochoiindestens einige auf. 
Hier sind die so geordneten Zahlen, die Schwingongsverhältnisse in 
der ersten, die Logarithmen in der zweiten Spalte: 
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V. TonayBtome der zweiten Klüse. 

Wie schon im drittea Abschnitte nachgewiesen wurde, and wie 
dies auch itua der am Schlüsse beigefügten Quinten- tmd Quartestabella 
hervorgeht, befinilen sich in der Nähe des Grundtoues C = Q,, nur 
2 Gruppen von Tönen, deren Schwingungszahlen denen der reinen 
groQen und kleinen Terz und Septime, nämlicli 



(44) 



;t-i-26s, jt-ist, ;e-i-75j 



eiuigermaBen ähnlich sind, und zwar zunächst die Töne 

Q,_E=X. 26565, Q-i-t:s^ l-1852t, Q^^^Äis=- l-8020t 

Sie geben, wenn zur Hollt.' der eben genannten Konsonanzen bemfen, 
die Tonsysteme der ersten Klasse, von welchen der vierte Abschnitt 
ausführlich handelt. Dann gibt ea aber noch in etwas größerer, nahe 
der doppelten Entfernung vom Grundtone (.', eine Gruppe von TSuen, 
die mit ihren Schwingungszahlen den genannten reinen Verhältnissen 
ungleich näher komm»a, und aus dieser doppelten Ursache, nämlich 
sowohl wegen der größeren Entfernung vom Omndtone, als auch wegen 
der genaueren Kongruenz mit den reinen Intervallen, Tonsy^teme von 
besonderem Wohlklange und besonderer Reinheit versprechen 

Diese sind: 
Q_,-Fm=-1-248595, Qb = />« = 1-201355£, Q,„=Gaes=l-75385t 
Ihnen schließt sich noch Q,o = Ais = I ■ H02 £ an ab ein Ton, der zwar 
keine Konsonanz, aber doch w^en seiner nahen Verwandtschaft mit ; J 
sehr geeignet erscheint, dip Vertretung einer rauheren Septime zu über- 
nehmen. Ihnen wollen wir also jetzt die Rolle der großen und kleinen 
Terz, der konsonanten umi rankeren Sej>tini/: übertragen and die Eigen- 
schaften der dieser Annahme entspringenden Tonsjsteme erforschen. 

Wir temperieren zu diesem Zwecke die Quinten Fes, Dis und 
Ceges und erhalten die folgenden Schwingungszahlen dieser temperia 
Töne: 
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Sie sollen vermöge der ihnen za Teil gewordenen Temperatur genau 
zusammenfallen mit den ebenfalls temperiert gedactteii Keintönen (IS), 
d. b. beziehentlich mit 



3".-Jn 



4«t 



Ea besteben mithin zwischen den Temperaturen der Quinte, 6ro&t«rz, 
Kleinterz und Septime q, T, t, und s die folgenden Gleichungen: 



B&ns ihnen folgt unmittelbar 



r/ = 



Also gilt auch bei den Tonsystemen der zweiten Klasse dasselbe all- 
gemeine Gesetz, wie bei den Tonsystemen der ersten Klasse, daß nämlich 
die Temperaturen der beiden Terzen sich zur Temperatur der Quinte 
in dem frübereu Hinne ergänzen. Der Grund ist der bereits im vierten 
Abschnitte hervorgehobene. Es sind nämlich die beiden Terzen die eine 
der Quarten-, die andere der Quintenreilie entnommen, und die Summe 
ihrer Stellenzeiger ist 9 — 1^=1. Die Gleichungen (45) bestimmen 2", 
t und s in Funktion von q, und überlassen diese letztere der treieo 
Wahl, so jedoch, daß weder q noch T, t und s sich beträchtlich von 
der Einheit entfernen darf. Dieser letzteren Bedingung zu entsprechen, 
ist es aber nicht notwendig wie in der ersten Klasse der Tonaysteme, 
daB 9 < 1 sei, es gibt vielmehr die Annahme q^ \ schon ganz an- 
nehmbare T, t, und s, nämlich: 

T= ^-ü = i„-.^,: = 1 - ^^ir. = • - Sm "'^ßi''' . 

Mit anderen Worten: Die Reihe der reinen Quinten bietet, richtig ver^ 
wendet, für sich ein ganz zufriedenstellendes Tonayatem, und ea muß 
als auffallend bezeichnet werden, daß dies der Aufmerksamkeit der 
vielen Quintenpurituner bis in die neueste Zeit entgangen zu sein 
scheint, vielleicht weil sie zwar sehnlichst ein neues, reines Tonsystem 
wQnschteu, aber an der alten Bezeichnungeweise festhielten. 

Da es nun ein gutes Tonsystem zweiter Klasse fOr 9 =- 1 gibt, so 
wird es deren offenbar auch geben für g > 1 und für g < 1. Erster« 
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Q^usa wir jetzt an die KoBstnktion der Tonleiter. Am dai drei 
über den QmoAOaen C - Q,, F=Q_^, G = Q^ wi%lmaten Drei- 
kKngen iet Aa «täte: 

Da die temperierte Unterdominante die Schwingnogazahl i--t ^^ ^^ S^ 
winnt man den ihr zugehörigen Dreiklang aoB dem eben vorliegenden, 
indem man ^- £ etatt £ setzt und die Namen ändert : 

Zur Oberdominante G gehört die Schwingnngazabl -g£, weshalb man 
ihren Dreiklang aus dem C-Dreiklange erhält, wenn man anstatt £ i 
Zahl -9£ setzt und die Tonnamen in G, Ces, D umschreibt: 
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Will man den Septimenakkord der OberdominBnte bilden, so ge- 
I hört hierzu auch noch ein yierter Ton, der entweder Geses = Q_fg, 
i oder Eis=^Qii sein kann; ihre Schwingimgszahlen sind: 



[ Geses = Q_ 



£is=g„=^ 



= l-351ö24gne. 



Femer kommt noch die kleine Terz des Qnmdtones C in Betracht, die 
hier Dis ist iind die SchwingangBzahl besitzt: 



Q^ = Bis = 



^1-2013552«£. 



■ Aus diesen Tönen der angeführten Dreiklänge stellt man folgende Diir- 
oileiter zasamtnen: 



|{ 112s}qn l-24850> 1-3333 
Die Schwingungszablen stehen zueinander i 



F (i JSet 




Os C 


«- «, «-. 




«-, Ä 






3V ^ 


133334 löi/t 1-664' 


187' 


', 1.872885 ^. '21 



folgenden Beziehungen: 



Ca ' 



8V 



rfiierans folgt, daß die Tonsysteme der zweiten Klasse zwischen dem 
I großen ganzen Ton C — D und kleinen ganzen Ton D^Fes im all- 
L gemeinen einen Unterschied machen. Diese Ganztöne werden nur dann 
■■einander gleich, wenn 

] Sonst ist das zwischen ihnen bestehende Intervall: 
I) Fes 3" „ 



Will man eine allgemeine, in allen möglichen Klassen von Ton- 

rsystemen gleichmäßig gültige Definition des großen und kleinen halben 

Tones aufstellen, so kann dies nur die folgende, der reinen Tonleiter 

entnommene sein: Der große halbe Ton ist das Intervall zwischen der 

großen Terz und der Quarte, hier: 



Fet 



Dis _ 

" D ~ 
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eb«iUK): D»r kleioe Halbton ist du iBterrall zwüchra (l«r groBra ood 
kleineii Ten, hier: 



I 



■ Di» Fta S'*g" 
Das Intervall zwiechen den beiden Halbtönec 



D» solcbergesUIt die Interralle Fes — F, und D — Dis grofle Balbtöne 
sind, M> bedeutet die Endsilbe es, so oft sie vorkommt, in allen Ton- 
Systemen der zweiten Klasse eine Emiedrignng um einen großen Halbton, 
die Endsilbe is hingegen eine Erfa5)iiu)g nm einen solchen. Hier ist 
tm also Bodeni als in der ersten Klasse, wo es nnd is Emiedrignng and 
Erhöhang um einen kleinen Halbton andeuten. 

Diese beiden Halbtöne setzen sich zn einem kleinen ganzen Ton 
zusammen wie in der reinen Tonleiter, denn t 
kleiner ganzer Ton. 

F Ff» 5^*5" _ r?/'9"l' 
Fä'Di» " ~^" L~s" J 

ist zweimal das Intervall zwischen den beiden ganzen Tönen. 

Endlich fiind noch die beiden Septimen, die sich in der Nähe der 
Unterdominant« F befinden, ins Ange zn fassen. Die zwischen diesen 
Tönen vorhandenen Intervalle bestimmen die Gleichungen: 
F Ei» 8"o" , Eit r8'*o'»-i' 
ö^ - -F - -8^ "^^ C^ = L"ä"-J ' 

mithin steht die ünterdominante toiv den beiden Septimen des Ober- 
dom inantakkordes in demselben musikalischen Abstände, wie die beiden 
ganzen Töne, imd es liegen diese zwei Septimen zu verschiedenen Seiten 
der Ünterdominante, die eine höher, die andere um ebensoviel tiefer. 
Unter sich aber stehen sie in demselben Abstände, wie die beiden 
Halbtöne. Füllt mithin der große mit dem kleinen ganzen Ton in 
Eins zusammen, so wird auch der große dem kleinen Halbtone gleich, 
und die beiden Septimen gehen in der Unter dominante auf, das ge- 
schieht nach dem Obigen fdr: 



5" =rrt) also 1 = 



- 99 887 

im 12 stufigen chromatische! 



) die wohlbekannte Quintentemperatui 

Tonsysteme i^t. 

Dieses Tons.vstem gehört also auch zur zweiten Klasse und zeichnet 
vor allen anderen ans durch die merkwürdige Eigenschaft, beiden 

Klassen zugleich gewissermaßen als Fund amental- Tonsystem anzugehören. 
Es versteht sich von selbst, daß man nicht bloß über dem Gnind- 

tone C ^ Q^, sondern anch über jedem anderen, der temperierten 

Quintenreihe entnommenen Tone Q^ eine Tonleiter errichten kann. Die 
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allgemeine Fonnel Ar dieselbe geht aus derjenigen für den Grund- 
ton Qq dadurch hervor, daß man samtliche Stellenzeiger um p Einheiten 
vermehrt, wodurch erhalten wird: 

(46) Q, V,+, Q,.» «,_, Q,+t «,-, Q,-i Q,- 

Diese Formel unterscheidet sich sehr wesentlich von der für die 
Tonsvsteme der ersten Klasse gältigen, nämlich: 

Q, Qp^t Qp^A Qp-i Qp+i Qp^s Qp^, Qpy 

und zwar hauptsachlich durch einen besonderen Umstand, der Er- 
wähnung verdient. Die letztere, d. h. die Tonleiter der ersten Klasse 
besteht aus zwei Tetrachorden oder Oruppen von 4 TSnen: 

Qp Qp^f Qp^A Qp^i 

Qp-¥l Qp+B Qp-¥5 Qp' 

die auseinander auf dieselbe Weise abgeleitet werden, wie man auch 
die aufeinander folgenden Tonarten zu entwickeln pfl^; nämlich durch 
Erhöhung aller Stellenzeiger um die Einheit. 

Die Folge hiervon ist, daB die erste Hälfte jeder Tonleiter mit der 
letzten Hälfte der nächst vorhergehenden kongruent ist^ wie im folgen- 
den Beispiele einiger aufeinander folgender Tonleitern der ersten Klasse 
deutlich zu ersehen ist: 

CD E F G A HC 
G A H C B E Fis G 
D E Fis G A H Cis B usw. 

Dies ist nun in der zweiten Klasse nicht mehr der Fall. Hier 
läßt sich die Tonleiter nicht mehr in Tetrachorde zerlegen, sowie auch 
die reine Tonleiter eine Zerl^ping dieser Art nicht gestattet 

Der genaueren Orientierung wegen mögen hier die Tonleitern der 
zweiten Klasse über den Grundtönen 

^0 Qi Qt Qz Q* ft Qs 

ebenso 

Q-t Q-, Q., Q.i Q.i C_« • 

auch in ihrer musikalischen Bezeichnung angeführt werden: 
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Man wird keine Schwierigkeit findeti, die Reibe dieser Tonleiteni 
nach beiden Seiten fortzosetzen ine Unbegrenzte. In der vertikalen 
Ricbtaiig bilden die Töne dieser Leitern eine auf- oder absteigende 
geordnete Reibe von Quinten, die beliebig fortgesetzt werden kann. 

Ancb isoliert kann jede dieser Tonleitern aus der allgemeinen 
Formel gebildet werden, zunächst in der mathematischen Bezeichnong, 
die dann mit Hilfe der Quintentabelle in die muaikaliiiche umgesetzt 
werden kann. Zum Beispiele: Man wünscht die Dur-Tonleiter zweiter 
Klasse aber dem Grundtone Eis =■ Q^^, so setzt man in der allgem« 
Formel j» = 11 und erhalt: 



ft e,. e„ Q, Q. e„- 



Die Quintentabelle lehrt nun, daß dies nach der mosikaliscfaen Bezeich 
nnng heiße: 

Eis Fisis A Ais His D E Eis. 



leina | 



Man kann auch eine allgemeine Formel für die Moll-Tonleitem 
zweiter Klasse aus den Moll - Dreiklängen des Gmndtones and der 
Oberdominante darstellen und wird zn diesem Ende auf folgende Weise 
vorgehen. Man bildet vor allem den Moll -Drei klang des Gmndtones 
Q — G. Es ist: 



Co-O-J, 



- ms - ^^r - i-20l3bbqX ft = G = ^^J = ISjJ; 



hieraus bildet man sodann die Mollakkorde der ünterdominante F and 
der Oberdom inante G durch Einsetzen der ihnen entsprechendes 
Schwingungszahlen ^^ und -^qt anstatt i; sie sind: 



Q- 



= ^=5^J 



. 1-3333|, Q^- 



|?e-l-5g£, Q„-Ais~'-^"t 



- t-601806g»t 
- 1-8020323»E, j 
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Ordnet man endlich 
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b^nteht aiia geDiiii (lenselben Tönen, wie die ^-MoUtonleiter. Von 
dieser VerwondtGcbaft ist in den TonejGtemen der zweiten Klasse keios 
Spur mehr zu entdecken. Denn es ist mit Ausnaiime von D der C-Dur- 
nicht ein einziger in der ^-Moll-Leiter vorhanden; dagegen zeigt sieb 
C-Dnr mit Upä-MoII, und ,4-Moll mit Hi's-Dur verwandt, weil die ent- 
sprechenden Tonleitern nur je um einen einzigen Ton Toneinander vw- 
schieden Kind. Eine leichte Untersuchung lehrt, da& die folgenden 
Dur-Tonarten den unmittelbar unten bezeichneten Molltonarten be* 
ziehungsneise verwandt sind in derselben Weise, wie C-Dur mit j 
in der ersten Klasse: 



.As Ef B F 
. Gescs Deses Ases Enes 



V G 

Bes Fci 



D A E H Fi» 
Ces Ges Des As Es . . . MoB. 



en be- j 

m 



Karzer jedoch und zwecknil Biger drückt man diese Verhältnis« 
allgemein in der arithmetischen Sprache folgendermaßen ans: In der 
ersten Klasse der Tousysteme ist ^^ Dur mit ^^^, Moll verwandt, d 
die diesen Tönen entsprechenden Tonleitern: 



e,*. 



«.. 



w.ti 






Q.» Q, 



beetehen genau ans denselben Tönen. 

In der zweiten Klftsee hingegen ist ^^ Dur mit Qp_^ 
wandt, denn die diesen Tönen angehörigen Leitern oämlieh: 
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V,-, Qp-, C, Dnr 
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t, dc^l 
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10 in d« I 



weichen bloß in eineni Tone, der 
Mollskala ist, voneinander nb. 

Diese Verschiedenheit in der Verwandtachaft ist aber natürhcli 
nicht die einzige zwischen den Tonsystemen der zwei Klassen be- 
stehende. Diese ist vielmehr eine sehr mannigfache und tie^reifende, 
karm jedoch in dieser Abhandlung nicht erschöpfend besprochen werden 
Nur soviel mag zur oberli Schlichen Orientierung des musik verstand igen 
Lesers hier gesagt sein, daß, wenn er in dem folgenden Schema die 
ganze Tonsippschaft erster Klasse als nach den Verwandtschaftsgraden 
gnippiert erkennt 

...G D A F. H Fis Cis 

...Es B F C G T> A E 

...Ges Des Äs Es B F C, 
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das älinlicbe Schema in der zweiten Klasse folgendermsBen aussieht: 

Ases Eses Bes Fes Ces Ges Des 

Es B F C G D A E 

Fis Cis Gis Bis Als Eis Hh. 

Die in diesen zwei Scbematen gleichgelegenen Töne spielen anrh in 

den beiden Klassen der TonBystento dieselbe Rolle. 

Nimmt man allgemein an, der Musiker brauche p + 1 Tonleitern 
in Dur sowohl wie auch in Moll, über den Grundtönen Qg, Q^, Q^ ■ ■ . Qm 
□m gute Musik machen zu können, so lehrt die Ansicht der allgemeinen 
Formeln im vierten Abschnitte für die Dur- nnd Moll-Skalen über 
dem Grandtone Ö und der Vergleich mit jenen über dem Grnndtone ft^ 
daB hierzu die folgende Reihe fortlaufender Quinten, p -f 20 an der 
Zahl, notwendig ist: 

also am 19 Töne mehr als Tonarten nnd Leitern. Hiebei sind über- 
dies die Septimen noch gar nicht in Betracht gezogen und müssen 
genommen werden, wie sie in der betreffenden Tonart vorhanden sind. 
Dies leidet eine Ausnahme bei geschlossenen Tonsystemen, bei welchen 
auch hier ein sehr bedeutendes Ersparnis an Tonmitteln erzielt werden 
kann. So oft es nämlich gelingt, ein ((t + 1) stufiges geschlossenes 
Tonaystem aufzufinden, genügt dasselbe vollkommen zur Aufstellung 
von p + 1 Moll- und Dur -Tonleitern, die mit allen Intervallen gleich- 
mäßig versehen sind. 

Es entsteht also die nicht unwichtige Frage: Gibt es geschlossene 
Tonsysteme der zweiten Klasse, und welche sind ihre Stufenzahlen? 
Diese Fr^e zii beantworten erw^e man, daß in einem (j) + Ijstufigen 
geschlossenen Timsysteme die Bestandtöne eine geometrische Progression 

'"'''™- t «e «"£ a't.-.aPt, wo «P + ' = 2 ist. 

Ein jedes in der Tonleiter vorkommende Intervall erhalt von ilen 
p -f 1 Stufen, in welche die Oktave zerfällt, eine bestimmte, notwendiger- 
weise ganze Zahl. Das kleinste der in einer Tonleiter zweiter Klasse 
vorkommende Intervall ist nun vermöge der kurz vorher angestellten 
Betrachtungen das zwischen einem großen und kleinen ganzen Ton 
vorhandene. Angenommen, es eigne sich k Tonstufen an, der kleine 
Halbton hingegen nehme von diesen Stufen »» für sich in Anspruch, so 
bekommt der große Halbton dem oben Gesagten nach (m + 2k) Stufen. 
Der kleine ganze Ton erhält, weil er aus den beiden HalbUineu zu- 
sammengesetzt ist, (3m -|- 2Jt) Stufen. Also besitzt der große ganze 
Ton die Stufenzahl 2m + Sk. 
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In der Tonleiter zweiter Kl&sae kommen, sowie in der reinen Ton- 
leiter, 3 große ganze, 2 kleine gani^e, und 2 grofie Halbtöne vor; tie 
erhalten zusammen genommen 13m + llk Stufen, oder 12(m + k) +bi 
an der Zahl. Sie machen auch eine Oktave aas, man hat daher die 
Gleichung : 
(47) p + 1 - l^(tn + *) + ÖÄr, 

in welcher für h und m beliebige ganze nnd positive Werte gesetrt 
werden können. 

Wir setzen erstens k =- 0, so ergibt sich die erste Gattung der 
geschlossenen Tonsysteme der zweiten Klasse, die fOr 



m== 12 3 4. 
p -f 1 = 12 24 36 48 . 



. stufig 



ausfallen; sie sind alle von dem lästuägen chromatischen Systeme 
nicht verschieden, welches mithin auch in der zweiten Klasse f3r nch 
eine Gattung darstellt. 

Die zweite Gattung geschloBsener Tonaysteme erhält man fär 
t = 1; sie besitzen beziehentlich fiir 

m=0 123456 7... 
|) + 1 - 12(m + 1) + 5 = 17 29 41 53 65 77 89 101 .. . StofeiL 

Die ihnen entsprechenden Quintenteniperatureii q erhält man, wenn 
man der Reihe nach setzt: 



«o-Cn Q« Qu «M 



Vn> 



d. h. 

l-0-962169s",09752969» 0-9886022*», IOO2095", 10l5162q^, 10296203^ 
woraus 
q = 1-002236, 1000863, 1000278, 0-999961, 0,999759, 0-999621 tmw. 

folgt. 

Eine dritte Gattung geschlossener TonBjst«me liefert die Annahme 
k = 2, der die Stufenzahl: ^ + 1 = 12i,m + 2) + 10 entspricht, welcher 
nun wieder für 

m=0 12345 6 7 «.. 
p+ 1 -12(m + 2)+ 10 = 34 46 58 70 82 94 106 118 130... 

stufige Tonsysteme entsprechen. Sie sind nicht alle von den io 
zweiten Gattung angehörigen verschieden, das 34stnfige ist vielmehr 
identisch mit dem 17atufigen, das 58-, 82-, 106-, 130... stufige bfr 
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^entlieh identisch mit dem 29-, 41-, 53-, 6Ö8tufigen zweiter Gattung, 
als weHentlich zar dritten Gattung gehörig die den Annahmen 
m = 1, 3, 5, 7 ... 2« + 1 

mtsprech enden übrig bleiben, und also die Formel, welche nur Tou- 
lyateme dritter Gattung liefert, geeclirieben werden kann: 
p + l- 24(< 



. + 2) - 2. 

In der Tat ergibt diese für die folgenden Werte von « die 
nrecfaenden Stufenzahlen: 



= 0, 
= 46, 



1, 2, 3, 4, 
70, 94, 118, 142, 



166, 



p + l" 24(n + 2 

welche ToDsysteme der dritten Gattung angehören, die unter den zur 
zweiten Gattung zählenden nicht angetroffen werden. Sie können alle 
als in die zweite Gattung interpolierte Tonsyateme betrachtet werden. 

Das 46atufige fällt seiner Qu inten temperatur, mitbin auch seinen 
übrigen Eigenschaften nach zwischen daa 17- und 29stufige zweiter 
Gattung, das TOstufige zwischen das 29- und das 41 stufige, das 94- 
Btutige zwischen das 41- und 53etufige, das llSstutige zwischen das 
53- und ti.'i stufige zweiter Gattung. Wenn mithin die Quinteu- 
temperatur '/ des 53Btufigen Tonaystems vielleicht für zu klein, die des 
65stufigen dagegen aus irgend einem Grunde als zu hoch erachtet 
werden sollte, so bietet sich zuimchst das llSstnfige Touaystem als 
möglicherweise entsprechend an. 

Die Qnintentemperaturen t/ dieser geachloasenen Tonsysteme dritter 
Gattung erhält man wieder, wenn man der Reihe nach tetzt: 

e.- e„, ft., «.., e,i., 

das heißt 1 - 0.938400}", 09041809'", 

j - 1.0002536, 1.000521 



bereclmet wird. Nun wäre eine vierte Gtattung geschlossener Ton- 
systeme an der Reihe, erhalten dnrch die Voraussetzung h = 3, der die 
Stufenzahl 

1,+ 1-12(1» + 4) + 3 

entspricht. Diese Systeme zählen beziehentlich: 

»M=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, ... 
tl(+l = 12(;H-|-4)+3-51,63,75,87,99, 111, 123, 135, 147, 159, 171,... 

f^fen. Ton ihnen ist daa 51-, 87-, 123-, l&9stufige mit dem 17-, 
j 41-, 53-, . . . stufigen der zweiten Gattung identisch. Die Übrigen 
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sind zwischen die Tonsystem« ssweiter Gattung zu zweien and zrem 
eingeschoben. 

So fortschreitend und der Reibe nach k = 4, .^, ß, . . annelimetiil 
bekäme man Pine 5., il, 1., . . . usw. Gattung geschloesener ToiiBVBteme 
von immerfort xunebraenden Stufenz&hlen . die zum Teil sich »wistrhen 
dieselben einschieben. Begreifltcherweiae behaupten die frOhereii vor 
den späteren Gattungen angchörigen ToQB.ysteme nuter Qbrigens gleicheo 
Umstanden wegen der uttiiiliiift geringereu Stufenzahl den Vorzug, der 
tlbrigenB iu dem Falle, wo man alle Töne zu verwenden nicht in der 
L^e ist, an Bedeutung st^hr verlieren kann, und auch ditnn wirklich 
verliert, wenn man wegen der Einrichtung der Tastatur von der ge- 
schlossenen Beschaffenheit de» Tonsjstems keinen Gebrauch machen lunn. 

Wir wollen nun mit einigen Tonsystemen, in welchen die Somioe 
der Quadrate aller mit ihren Gewichts/.ahlen multiplizierten Ver- 
fälschungen der kousonaDten Intervalle ein Minimum ist, einige Be- 
kanntschaft suchen, so wie wir dies bei dem Tonsysteme der ersten 
Klasse getan haben, bemerken aber hier, daß man gerade wie bei den 
Tonaystemen erster Klasse für die Septime eine doppelte Wahl treffen 
kann So wie sich nämlich dort als Septimen von C zwei Töoe, näm- 
lich li und Ais darbieten, von welchen der erste diese Stelle im 
12stufigeu Systeme wirklich übernimmt, während sich för die große 
Mehrzahl der übrigen Tonsysteme erster Klasse Ais besser verwerten 
läßt, so verhalt sich die Sache In der zweiten Klasse auch. Es bieten 
sich als Septimen dar erstens die vierzehnte vom Grundtone C gezählte 
Quarte Ceses; wählt man sie, so ergeben sich fDr die Temperatnr 
der konsnnanten Hanptintervalle die Gleichungen (45), d. b, 

- 3'g" 8'" ■ *~ 7 . 8" ■ j"' 

Man kann aber noch einem anderen Tone die Rolle der Septime über- 
tragen, nämlich der neununddreißigsten vom Grundtone C aus gezählten 
Quinte, deren musikalischer Name Eisifisisis ist. Die Schwingungs- 
zahl dieses Reintones entnimmt man der Quintentabelle, welultf 
e„ = j"=l-757515£ist. 

Geht man nun von den reinen Tönen zu temperierten über, wi 
erhält einerseits die 39. Quinte den Faktor q**, während andererseits 
die reine Septime mit der Schwingungszahl 7 £ in die temperiert*' 
-s£ Übergeht. Man hat also hier: 



T-v 



ira tnren j 

4 
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Diese zweite Septime ist viel weiter yom Ghiindtone entfernt als die 
erste, erweist sieb also nur branchbar bei solchen Tonsystemen, die eine 
sehr bedeutende Stnfenzahl oder einen sehr großen Tonreichtom besitzen. 
Setzen wir jetzt, yon den Temperaturen zu den Verfälschungen 
übergehend, 

führen wir diese Werte in die obigen Formeln ein und lassen, weil x 
der Natur der Sache nach einen sehr kleinen Bruch yorstellt, die 
höheren Potenzen desselben weg, so ergeben sich für die Verfälschungen 
der Hauptinterralle folgende Gleichungen: 

2» r 37 



[-2«- - 14xJ 



^^7 8^* 

oder, wenn die 39. Quinte als Septime beliebt wird: 

3"* rl7329886896011861 



6 =- 



1 . 2 



69 



rl732988689ö011861 , «n 1 

[ 3S9 +39xJ. 



Nennen wir jetzt die Gewichte der Verfälschungen der Quinte, großen 
Terz, kleinen Terz, Septime beziehentlich q^ %, t, d, so ist die Summe 
der Quadrate, die ein Minimum werden soll, folgende: 

und man hat im Falle des Minimums -~ » oder, da 



de^ 2^_ dt ^ 6- S*^ 4? _ _ ^ 

dx~ 5.3" dx "" 2>* ' dx"" 3»*' 

bezw. wenn die zweite Septime vorgezogen wird, 

dtf _ «9j 8»» 

dx "" 7 • 2*^" 

ist, eine der folgenden zwei Bestimmungsgleichungen für x 

. , 2"X«r37 , Q 1 , 6* • 3>M«r 37 , Q -1 2"«»r73649 - , ^ 

fl^ + 6^«. [2^5 + 8xJ + -2,0- IjTi-^ + 9xJ ~ -^ .-3F8[-2r6- - 14x = 
oder für den Fall der zweiten Septime 

^ * + 2rip-«k" + ^*J + ~2^^ LöTs« + ^*J 

89 ♦ 3"g«p78298S689601186 1 , qq "1 r. 

+ ^fl . 211B L 3^^^ oyxj — U. 
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Durch die Auflösung dieser beiden Gleichungen gewinnt m&n die « 
teühafttiste VerfälBchung der Quinte, welche Aas wohlklingendste Ton- 
sjBtem gibt, ausgedrückt durch eine der folgenden beiden Fonndj 
3" ■ a "-7-87t* + B'- S*' ■ 7 ■ S7t' — 3" - 6» . 780491* 



(48) 



3" . 5" - 6« 7q» + 8" . 3" - 71' + ß< ■ 3". 7t' + !". 6* ■ 7#" 

oder für den Fall der entlegeneren Septime: 

a"»-TS7l' + 2"-8".6'-7*-87t' + B" 5*-181738»886895Ü11861(' 



m^^^ 



'-ö'-7' 



'■TI* + "ä"" 



-7't' + 3"-i 



la'i' ■ 



Wenden wir uns zuvörderst an die erste dieser beiden Formeln, 
welche Ceses als die Septime von C auffaßt, and setzen wir in der- 
selben erat q, dann % und t und zuletzt ä unendlich, gewissermsfieD 
nach dem Tonsysteme fragend, in welchem einmal die Quinte, dann 
die große Terz, sodann die kleine Terz und schließlich die Septim« 
rein und untemperiert sind, so erhält uian diesen vier Annahmen ent- 
sprechend 



fBr q — oo, 


x = 0. 


., 1 = «', 


37 37 
" a" 8681U 




37 37 


„ t = oo, 


* 6- 8'» !962*6 


„ « == 00, 


78B1S 73Gi9 


^ " 78" 4lia762048 



' «87« ' 



I 



Bei den Tonsystemen, welche das entlegenere JEi^ als Septima 
erwählen, gestalten sich die Werte, welche die zweite Formel (48) 
gibt, in den obigen vier Fällen folgendermaben: 
f ilr q = oo , x = 0, 
„ X = oo, X = - "^ 



t 



70M' 



B-3" 7980* 

17339886895011801 



In beiden Etilen sind also die ersten drei Werte von x gleich, nur 
für S ^ oo sind sie verschieden. 

Multipliziert man Zahler und Nenner der ersten dieser vier ver- 
schiedenen Werte von x mit q*, des zweiten mit %', des dritten mit t' 
des vierten mit §*, addiert sodann alle Zähler der auf diese Weise ^ 
wonnenen Brüche und auch alle Nenner, konstruiert hieraus einea 
Bruch, dessen Zähler die Summe aller Zähler und dessen Nenner di« 
Summe aller Nenner ist, so erhalt man bekanntlich einen Mittelwert 



M 
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nwischen den vier Torliegendeu Werten von x, der größer ist als der 
kleinste und kleiner als der größte derselben. Dieser Mittelwert ist 
aber offenbar der allgemeine Wert der zweiten Ponn*l (48) für x selbst, 
mithin ist in allen Tousystemen zweiter Klasse, welche Ei^ zur Sep- 
time erwählen, die Verfälßchang der Qointe x ÄWiBchen folgenden sehr 
eng aneinander liegenden Oreozen eingeschlosaen : 

-Tk<'«>- 

Und läßt man die Verfälschung x von Null ans allmäblicb nach 
der negativen Seite abnehmen, so begegnet man zuert dem Werte 

""""üiM' ^^^'^l'*^ ^^^ Tonsyatem der reinen Septime gibt; dann 
kommt man zu dem Wort« x = — - - , welchem daa Tonsystem der 
reinen Kleintor^en entspricht, schließlich gelangt man zu " = — ^^07, 
zu dem das Tonsystem der Großterzeu gehört, und mit welchem Werte 
Ton X die Reihe derjenigen Werte geschlossen ist, die überhaupt aus 
der Formel (48) für die verschiedensten q, Z, t und i gezogen werden 
können. 

Ein Tonsystem mit sehr reiner Quinte, verfälscht nämlich nur mit 



echlossener Tonsyateme zweiter Klasse in dem 53 stufigen System 
kennen gelernt; es gehört zu den Systemen, welche Ceses als Septime 
haben Diese scheinen mithin von allen Werten von x von Null an bis 
X = — 5j^^ Besitz zu nehmen, und von da geht erst der Bereich der- 
jenigen Tonsysteme an, fiir welche Eis^ als Septime dient. Hieraus 
geht hervor, daS sich die Grenzen der Werte von x |fUr die in Rede 
siebenden Tonsysteme noch enger zusammenziehen lassen; man bat 
lümlich 

~ 7086 < " < ~ 9isö ■ 

Dm zu untersuchen, zwischen welchen Grenzen die Verfälschungen der 
Übrigen Intervalle, nämlich 6, z und fl enthalten sind, wenn x zwischen 
den oben angegebenen Grenzen bleibt, setzt man für x zuerst eine, 
dann die andere seiner beiden Grenzen in die Formeln fdr 0, 1 und 6 
ein and berechnet die Werte dieser letzteren. Man gewinnt so 



fUr > 



= *>, 
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Wihroid ako zwischen diesen Grenzen die grnSe Tera immer ein 

wenig zu tief bleibt um eine Größe, welche j^^^ nicht überschreitet. 

ist die kleine Terz uifanga ungefähr am die Hälfte dieses Betrage« 

xa tief and wird dann um gleichriel zu hoch. Die Septime bleibt 

immer zu tief, aber auch nur um einen »ehr geringen Bnu^teü ihrer 

8cbwingungBzahl. 

Der blofle Anblick der kleinen gebrochenen Werte, die ans den 
Formeln (48) gewonnen werden, lehrt, daß es unter den Tonsystemeü 
zweiter Klasse und yorzugsweise unter denjenigen, die sich der eul- 
legenen 8eptime Eis^ bedienen, sehr reine, wohlklingende gibt, bai 
welchen die Verfälschung der koneonanten Intervalle nur beiläufig 
sööü ^^"^ SchwingungBzahl beträgt, also aelbfit mit den allerfeinsten Be- 
obacbtnngemitteln nicht me.br wahrnehmbar ist. Diese Reinheit kommt 
aber leider teuer zu stehen, indem ein sehr beträchtlicher Aufwand an 
Tonmitteln damit verknüpft ist und durch die jedermann zu Gebote 
Bt«henden Stimmmittel nicht zu erreichen ist und, wenn zufallig a- 
reicht, auf keine Weise vom menschlichen Ohr beurteilt werden kann. 

Suchen wir nun einige dieser Tonsysteme mehr im besonderen 
kennen zu lernen. Das mit vollkommen reinen Quinten ist bereits 
oben angefahrt worden, wobei wir gesehen haben, daß es ein sehr 
brauchbares Tonsystem sei, welches nur um 505 temperierte Terzen 
enthält. 

Das 53 stufige System haben wir als ein solches kenneu gelernt, 



welches die Quinte nur um den sehr kleinen Bruchteil ; 



tief 



26SSä 
nimmt Man hat also in diesem öSatufigen System q •= «väg«' 

Rechnet man hiezu die Temperaturen der übrigen konsonantai 
Intervalle nach den Formeln (46), so erhält man 



I- 



•i + , 



■i + i 



Der Anblick dieser Zahlen lehrt, ciaö man hier ein Tonsystem hat, 
welches bescheidene Ansprüche vollkommen befriedigen kann. Es ver- 
bindet mit beinahe ganz reinen Quinten eine große und kleine Ten, 
die 10- bis 12mal reinei' sind als die Terzen des chromatischen SystemB. 
Die Septime ist wohl um etwas, einem feinen Gehöre bereits Merk- 
liches zu hoch, sie verträgt dies aber viel besser als eine gleich gro6e 
Verfälschung in entgegengesetzter Richtung, was in der Natur dieses 
konsoutmteii Intervalles zu liegen scheint, sowie auch ein geringes 
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Schweben dieses Intervallea dem psychiachea Charakter desBelben sehr 
gat entspricht und dem Wohlklang keinen Eintrag tut. Petzvsl hielt 
es daher der Mühe wert, dieses unstreitig sehr brauchbare System 
zweiter Klaase einer ausführlichen Berechnung zu unterwerfen. Da 
es ein geschlossenes ÖSstufiges Tonsystem ist, so sind seine nach der 
Größe der Schwingungszahlen geordneten Töne im musikalischen Sinne 
äquidistant, d. h. diese Schwingnngszahlen bilden eine geometrische 
Progression, deren erstes Glied £ und deren Exponent y2 ist. Die 
von Petzval berechnete Tabelle ist die nachstehende. In der zweiten 
Spalte befinden sich die musikalischen Namen der Tonstufen, in der 
dritten ihre arithmetischen Benennungen, in der vierten die Logarithmen 
der Schwingungszahlen, in der fünften die Schwingungszahlen selbst 
in Form von Dezimalbrüchen, in der sechsten ihre einfachsten an- 
genäherten Werte in Form eines gewöhnlichen Bruches, in der 
siebenten die Logarithmen der reziproken Werte der Schwingungs- 
zahlen, oder was dasselbe ist, die Logarithmen der Saitenlängen, die 
Saitenlänge für C gleich Eins genommen, endlich in der achten die 
Saitenlängen selbst. (Siehe S. 392 f) 

In diesem 53 stufigen Tonsysteme besitzt der große ganze Ton 
Ö Stufen, der kleine ganze Ton 8 Stufen, der große Halbton hat 5 Stufen, 
der kleine Halbton hat deren 3, der große und kleine Halbton geben 
susammen 5 -|- 3 ^ ä, also einen kleinen Ganzton, wie es sein mnß. 
Die Schwingungszahlen dieser verschiedenen Fundamental-Intervalle sind 
von den in der reinen Tonleiter vorhandenen nur außerordentlich wenig 
verschieden. So bat der aus 3 Stufen bestehende Halbton das 
Schwingungsverhältnis mit 1.040014 = — , während in der reinen Ton- 
leiter dieser Halbton ^ = 1.041667 ist; der große Halbton, der aus fünf 
Stufen zusammengesetzt ist, hat die Schwingungszahl 1.067577, eine 
Zahl, die sich von dem Seh winguugs Verhältnisse in der reiueu Tonleiter, 
nämlich t^ = 1.066667 noch weniger unterscheidet. Mit noch größerer 
Genauigkeit sind die beiden Ganztöne in diesem System wiedergegeben, 
nämlich der kleine = 1.110295, was beinahe genau --, und der große 
= 1.124911, was beinahe genau — ist. Die beiden Terzen sind von 
genügender, Quinte und Quarte aber von ausgezeichneter Reinheit. An 
brauchbaren Litervallen verschiedener Art, die durch einfache Brüche 
ausgedrückt sind, ist ein namhafter Überfluß vorhanden. Daran, daß 
die Septime etwas stärker temperiert ist, wird wohl kein Musiker An- 
stand nehmen, weil ja ein jeder dieses Intervall miSachtet und nioht 
einmal für eine Konsonanz gelten läßt. 
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Petevuli Theorie der Tonsyalcmi 



Ba ist noch die Frage zu beantworteu, anf welche Wei» d» 
Namen der 53 Tonstufen beBtimmt worden eind. Es reicht hierzu die 
Kemitiiis der folgenden zwei Umstände aus. Erstens hat der game 
Ton nenn Stufen; hieraus folgt, daß die Yon C aus gezählte nennt« 
Stufe den Namen D tragen wird, von da aus heißt die neanto, abo 
TOn C aus die neunzehnte Stufe E, von da aus weitere je neun Stufen 
gezählt, gibt A'* 27 Fis, ebenso y° 36 (?/ä, A'» 4ö Axs; die 54" ist 
aber gleichbedeutend mit der ersten Stufe und heißt His. Der zweite 
umstand ist, daß die Silbe is, zu irgend einem Tone hinzugesetzt, ein« 
Erhöhung um genau einem großen Halbtoii, also um 5 Stufen bedeutet; 
mau zähle also von V aus 5, lO, 15, 30, 25, usw. Stufen, und man 
erhält der Reihe nach die Töne: Cis, Cisis, Cis', CiS* usf. Auf dieselbe 
Weise erhält man Ton D je 5 Stufen zählend Dis, Disia, IHs*, Di^, usf. 
Endlich bedeutet die angefügte Endsilbe es eine Erniedrigung nm 
5 Stufen; daher man nach rückwärts fünf Stufen zählend jedesmal die 
Endsilbe es mit anfügen kann. Zudem weiß mau, daß die groBe 
Terz aus einem großen und einem kleinen Ganztou zusammengesetit 
ist, also 9 + 8 = 17 Stufen hat; die kleine Terz besteht aus einem 
großen ganzen und aus einem kleinen HalbtoD, hat also 9 -|- 5 =^ 14 
Stufen; die Quinte ist zusammengesetzt aus einer großen und einer 
kleinen Terz, befindet sich daher auf der 17 + 14 = 31*™ Stufe, dorthin 
setze raau also G usw. 

Hat man sich diesen ganzen Reichtum von 53 Tönen an irgend 
einem Instrumente, wie Orgel oder Harmonium verschafit, so hat man 
53 Dur- und Molltonarten, bei welchen man im Quintenzirkel henun- 
waudem kann, und es ist nicht notwendig, sich die Töne in einer Tabelle 
zurechtzulegen, nm in derselben ersichtlich zu machen, über welche 
Intervalle man in einer jeden Tonart verfügt, weil man in allen Ton- 
arten alle Intervalle hat. Kanu man aus irgend einer Ursache von 
allen 53 Tonen nicht Gebrauch machen, muß man sich vielmehr auf 
eine geringere Anzahl beschntnken, so ist es nnerläßlich, sich diesen 
Vorrat zum musikalischen Gebrauche gewählter Töue, die eine zusammen 
hängende Qiiinteureihe zu bilden haben, tabellarisch zurechtzulegen. 

Zur Beurteilung jedoch, welche geringste Anzahl von Tönen kli- 
reiche, um gute Musik machen und namentlich die Meisterwerke nenOff 
Tonsetzer vortragen zu können, bieten die bisher gewonnenen Eis- 
sichten nicht genügenden Anhalt, und ist es notwendig sich einige, wenn 
auch nur oberflächliche Kenntnisse der Harmonielehre zu verachaffen 
NulT ist die gewöhnliche Harmonielehre, wie sie in verschiedeBen 
Werken über diesen Gegenstand angetroffen wird, bloß fOr du ISstoGg* 
Tonsystem gültig; för denjenigen, der sich einen weit größeren T* 
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reichtum gestatten kann, und darunter sogar neue Konsonanzen wie 
die reine Septime, ist sie zu enge gehalten und maß notwendig eine 
Erweiterung erfahren. Petzval hat sich denn auch zu diesem Ende 
mit den matheinalischen GrundsiUzen, KdcJte xnr Bildung einer neuen 
Harmonielehre nötig sind, befaSt. Von diesen Arbeiten ist indessen 
der größte Teil verloren gegangen, und bilden die gefundenen hand- 
schriftlichen Aufzeichnungen nur einzelne Bruchstücke davon. 

Im Zusammenhange mit dieser Harmonielehre steht auch die von ihm 
ersonnene rationelle Tastatur, von welcher, weil sie sich gleichfalls auf 
die vorgetragene Theorie bezieht, und weil Petzval diesen Gegenstand 
in seinen Yortmgen mit besonderer Vorliebe zu bebandeln pflegte, 
einiges im nächsten Abschnitte Platz finden mag. 



I 
I 



VI. Die r&tloneUe Tastatur. 

Es ist eine allgemein anerkannte Tatsache, daß, wenn man aus 
einer beträchtlichen Anzahl von Elementen beliebiger Art die mannig- 
faltigsten Kombinationen zu machen und Gruppen zu zweien, dreien, 
vieren usf. auf die verschiedenste Weise zu bilden hat, man Sorge 
tragen muß, sich diese Elemente auf die vorteilhafteste Weise, zum 
bequemen Gebrauche geordnet, zurechtzulegen. Dies ist vorzugsweise 
mit den zum musikalischen Gebrauche bestimmten Tönen der. Fall. Die 
rationellste Anordnung derselben kann dann auch als das Urbild einer 
rationellen Tastatur betrachtet werden. 

Petzval bezeichnet diejenige als die rationelle Tastatur, welche 
die geringste Anzahl möglichst bequemer Fingersätze in den verschiedenen 
Tonarten, in denen Musikstücke auf derselben vorgetragen werden, zuläßt. 
Sie hat zu der Tastatur des gebräuchlichen Klaviers sozusagen den direkten 
Gegensatz zu bilden. Denn während bei diesem Instrumente zu dem 
Vorrate ,von zwölf Tönen, der eine wahre Tonarmut genannt werden 
muß, nicht weniger als 12 verschiedene, meist sehr unbequeme Finger- 
sätze benötigt werden, braucht man bei allen Tonsysteraen der ersten 
Klasse nur einen einzigen sehr bequemen Fingersatz, wenn man die 
rationelle Tastatur annimmt. Sie ist so beschaffen, daß, wenn man ein 
Musikstück in irgend einer Tonart einstudiert hat, man es auch in allen 
Qbrigen Tonarten, wie viele deren im Tonsysteme auch sein mögen, 
ohne Schwierigkeit und genan mit denselben Bewegungen der Hand 
abspielen kann. 

Diese rationelle Tastatur oder vielmehr das geometrische Urbild, 
Bozasagen der Grundriß derselben, wird auf eine höchst einfache Weise 
gebüdet. Man schreibt nämlich die bekannte Qnintenreihe in horizon- 
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taler Richtung &uf, r 
begrenzte fortgesetzt: 
..-Ges. IkB. Xs. Es, B, F, 0, G, D, A. X H, Fis, Cis. _ 

und zeichnet in derseibea vom Grundtone angefangenen jeden zweiten 
Ton nach Belieben ans, 8. B. durch Unterstreichen. Ana den anf diese 
Weise bezeichneten TÖsen bildet man eine besondere erste Reihe: 

(I) ...Fes, Gts, As, B, C, D, E, Fis, Gis. Aü, t 
»ne den übrigen eine besondere zweite Reihe: 

(II) ... Ces, Des, Es, F, G, A, H, Cis, Dis, Eis, 

Diese zwei Reihen schreibt man nun abwechselnd aiitereinander, 
so jedoch, daß, wenn in einer hinzuzuschreibenden Reihe Ü Torkommt, 
dies unter Vis der nUcbst vorhergehenden Reihe zn stellen ist. Kommt 
aber in der nächst aufzuschreibenden Reihe Ces vor, so hat es unter 
C seinen Platz einzunehmen. 

Man erhält auf diese Weise eine Art Abbildung der rationellen 
Tastatur, welche allen Tonsystemen der ersten Klasse gemeinsam ist 
und in allen Tonarten nur einen einzigen Fingersat?, hat. Hiervon 
Ubeneugt man sich leicht auf folgende Weise: In der Reihe reiner 
Quinten ist das musikalische Interrall zwischen je zwei aufeioander- 
folgenden Tönen ausgedrückt durch die Zahl -, und geht man oicbt 
zu dem nächst folgenden, sondern zu dem zweiten über, so besteht 
zwischen diesem und dem zweitfolgenden ein Intervall von ^ - ä= .> 
oder wenn man sich die Töne der Quintenreihe auf die erste Oktave 
zurückgeführt denkt, iaa Intervall ^ gleich einem großen GanEtoa 
Hieraus folgt, daß in jeder der beiden Reihen I und II die Tone äqui- 
distant und je um einen ganzen Ton voneinander verschieden sind. 

Zeichnet man nun in der angeführten Weise die rationelle Tt 
auf, nämlich: 



jts, Dis, Eis, 

D, E, Fis, Gis, Ais, Bis, 

Jes, Des, Es, F, G, A, H, 

Fes, Ges, As, B, 



Cis, Dis, Eis, 

C, D, E, Fis, Gis, Ais, His, 

Ces, Des, Es, F, G, A, H, 

Fes, Ges, As, B, 



md. 1 

I 



0», Bft. 
C, A ■ 

Ces, Da, 
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io sind auch in der vertikalen Richtung die Töne der übereinander ge- 
achriebenen Reihen äquidistant und je um einen kleinen Halbton von- 
einander verschieden. Hieraus folgt nun unmittelbar, daß je zwei Ton- 
paare, welche in demselben horizontalen und in demselben vertikalen 
Abstände sich befinden, auch ia demselben mnsikalischeu Abstände 




st«hen werdea. Die beigedruckte schematische Anordnung stellt die 
rationale Tastatur i/er Tonnystcme I. Klasse dar. Stellt z. B. das erste 
Tonpaar eine große Terz vor, so wird das zweite auch eine große Ter/, 
sein; da dies aber von zwei beliebigen Tonpaaren gesagt werden kann, 
so gilt es allgemein für eine jede genmetriache Gestalt. Alle Tongnippen 
Dämlich, welche in der Tastatur durch gerade Linien zusammengezogen, 
kongruente geometrische Figuren bilden, besitzen auch, die Tonhöhe 
abgerechnet, gleichzeitig oder hintereinander angeschl^en einerlei Klang. 

Da auf dieser Tastatur ein jedes Tonstüek in allen Tonarten einerlei 
geometrische Gestalt bat, und da die Tonleiter ebenfalls ein kleines 
Mosikstflck ist, ja dasuelbe auch von jedem Akkorde gesagt werden 
kann, so haben Tonleiter und Akkorde hier allenthalben einerlei Form, 
und es kann jedes dieser Tongebilde durch eine Patrone dargestellt 
werden. 

Alle Dur-Tonleitem besitzen dann eine Patrone gemeinschaftlich, und 
wo immer man dieselbe auf die rationelle Tastatur legen mag, stets wird 
man durch die Fenster der Patrone eine richtige Durtonleiter heraussehend 
erblicken. In gleicher Weise gehören zu den MoU-Tonleitem die be- 
kanntlich anders im Aufsteigen und anders im Absteigen gebildet werden, 
zwei Patronen und zu einem jeden der in der Ifuaik gebräuchlichen, 
sei es konsonanten oder dissonanten Akkorde, je eine Patrone. 
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Die Anzahl der ia der Masik gehraucbten Akkorde ist nan a^e^ 
dinge außerordentlich groß, und man wUrde ziemlich viele Patronen g^ 
brauchen, wenn man finea jeden Akkord durch eine solche darBtellen 
wollte. Sie haben aber nicht alle dieselbe Wichtigkeit, insbesondere 
war dies nicht der Fall für Petzrals Vorträge, in welchen er sieht 
eine Tollständige Harmonielehre geben wollte, sondern nur eii zeigen 
bestrebt war, daß irgend ein von ihm berechnetes Tonejstem die prak- 
tischen Bedürfnisse der Musik befriedige. 

Er hat daher aus den Akkorden die allerwichtigsten drei- und 
vierstimmigen, die im allgemeinen musikalischen Gebrauche steben, aat" 
erlesen, und für jede eine Patrone gebildet, und alle diese Patronen in 
einem einzigen Blatte vereinigt und mit der Oblichen mnsikaliBchen 
Nomenklatur und kontrapunktischen Bezeichnung versehen, wie dies 
aus der beigednickten Abbildung zu ersehen ist.'} 

Diese Patronensammlung erspart hier viel Worte, weil der wigseD- 
Bchaftlich gebildete Leser mit Hilfe derselben und der rationellen Tas- 
tatur sogleich erkennt, was in jeder Tonart Moll- und Dnr-Drei klang, 
Seatakkord, Quartsestakknrd, verminderter Quintakkord usw. bedeute. 
Zudem dienen diese Blätter aurh dazu, gewisse Probleme der Harmoiiie- 
lehre mit großer Leichtigkeit durch die unmittelbare Anschauung zu 
lösen, ein Tonatück aus einer Tonart in eine beliebige andere za über- 
tn^en, zu jedem gegebenen Gesänge oder einer Melodie die vierstimmige 
Akkordbegleitung zu finden usf. 

Mittels der rationellen Tastatur imd der dazu gehörigen Patronen- 
sammlung gewinnt man aber nur eine allgemeine Kenntnis der Eigen 
Schäften der Tonsysteme der ersten Klasse. Der intelligente Musiker 
und besonders derjenige, der von einem neuen Tonsjsteme Gebrauch la 
machen wünscht, kann sich mit einer solchen nicht begnügen, denn w 
liegt ihm ja ob, sich sein nach diesem Tonsjsteni ausgeführtes Instrumeal 
selber zu stimmen oder mindestens die Anleitung dazu zu geben. 

Er muß sich daher mit den besonderen Eigenschaften des Ton- 
systems, das er zum praktischen Gebrauche gewählt und aus gewichtigCD 
Gründen allen anderen vorgezogen hat, innigst befreunden, den musi- 
kaiischen Abstand je Kweier derselben in einer jeden Tonart muß er in 
Zahlen anzugeben wissen, und muß auch die zu demselben gehörige 
Saiteiilänge kennen, und allenfalls auch imstande sein Fragen zu be- 
antworten, wie die folgenden: Gibt es in ii^end einer Tonart einen 
Akkord 6, 7, 9, 11 und in welcher? Dazu ist aber unerläßlich, daS 



1) In der Abbildimg hat man rieh die ichraffiertfin Felder ansgeichnitlai f 
denken; die so entatandeneii Löcher DCniit Petzval die „Feastei." 
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mu) sich wenigstens iliejenigen Töne des erwäUten Toiuystema, die 
mftn praktisch zu verwenden wünscht, die im Bilde der rationellen 
Tastatur ersichtlichen, 21 an der Zahl, mit ihren Schwingang^rpThält- 
niasen tabellarisch so geordnet vorfQhre, daß man mit einem einzigen 
Blicke den in jeder TonaH zur Verfügung stehenden Tonreichtum zu 
untersuchen imstande ist. Petzval hat zu diesem Ende eine zweck- 
mäBigp Anordnung in 3 Tabellen getroffen, von welchen die erste das 
geschlosHeno 31 stufige Tonsjstem darstellt, nämlich das Tonsyst^m der 
f/leichbere(Jdiglen Intervalle. (S. 401.) Die zweite Tabelle enthielt das 
ebenialls geschlossene 43stulige Tonsjstem, die dritt« aber ein anend- 
liches Tonsyatera, welches seinen Eigenschaften nach zwischen dem 
31 stufigen und dem 43stufigen enthalten ist; diese letzten beiden Tabellen 
sind verloren gegangen. Sie haben alle drei vorausgeeetzt, daß man 
sich zum musikalischen Gebrauche von dem vorhandenen Tonreichtume 
von beziehentlich 31, 43 und unendlich vielen Tönen nor 31, wie sie 
in der Tastatur vorkommen, ausgewählt habe. 

Die vorhandene Tabelle enthält also in einer horizontalen Keihe 
unten die Tonstufen des Systems, hier 31, und darimter die Sehwiagungs- 
rerhältnisse in zwei verschiedenen Oestalten: als Dezimalbruch und als 
ein demselben möglichst nahe kommender gewöhnlicher Bnich; darüber 
sind die Tonarten in der ersten Vertikallinie bezeichnet mit großen 
deutschen Frakturbuchstaben, an welche sich in horizontaler R«ihe alle 
diejenigen Töne anschließen, die in dieser Tonart verwendet werden 
können in der ihneu zugewiesenen Ordnung und dem, dem Intervall« 
entsprechenden Abstände, welcher numerisch durch die unter einem 
jeden derselben vorhandene Zahl ausgedrückt ist. 

Diese Töne sind durch kleine lateinische Buchstaben bezeichnet^ 
so zwar, daß z. B. f+ so viel wie eis, ff* so viel wie gis, usf., C, so viel 
wie CN usw. bedeudet. Die Hauptkonsnuauzen, kleine Terz, große 
Terz, Quinte, Septime und Oktave sind mit großen lateinischen Buch- 
stabea bezeichnet, um leichter kenntlich zu sein. Damit diese Tabelle 
auch zur Einteilung des Griffbrettes bei solchen musikalischen Instru- 
menten, die derlei besitzen, dienen kann, ist eine eigene Spalte mit 
der Überschrift Saitenlänge eröffiiet. Durch die Ziffern 1, II . , . VHI 
ist zugleich an der unteren Seite die Dur-, an der oberen die HoU- 
Tonleiter bezeichnet, so daß man auch aus dieser Tabelle, wie aus Aer 
rationellen Tastatur und der angefügten Patronensammlung, alle Ton 
leitem und die konsonannten Akkorde unmittelbar ablesen kann. 

Links von der Tabelle stehen die charttkt er is tischen Hauptmerk- 
male des Tonsysteme, welches dnrch dieselbe dargestellt ist, d. h. die 
Temperaturen der konsonanten Intervalle in gewöhnlicher Bruchform, 
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namenUich die Temperatur q der Qniiite, die T der großen Ten, 
t der kleinen Terz nnd s der Septime. Die ganz gleiche Anordnung 
hatten auch die beiden anderen Tabellen. 

Sowie dies aus den beiden verloren gegangen hervorging, so zeigt 
auch die vorhandene, daß nicht alle Tonarten sämtliche konsonantea 
Intervalle besitzen, namentlich fehlt zu den Grundtönen Fes, ('es, Gt» 
die kleine Terz; man wird daher aus Fes-, Ces- und (?«(-MoIl nicht 
spielen können, und es sind uiithin diese Tonarten reine Dur-Toiiart«. 
Ebenso fehlt zu den OrundtÖnen Diu, Ais, Eis und Hi.t die groBe 
Terz; es sind also die Tonarten Dis, Ais, Eis und His spezifische 
Molltonarten. Die übrigen Gnindtöne von Des angefangen bis Gis, 
14 an der Zahl, haben sowohl große als kleine Terzen. Man hat da- 
her den genügenden Vorrat von 14 Tonarten, die nach Belieben Dar 
oder Moll sein können. Desgleichen ist ersichtlich, daß man nur bei 
II der 21 Tonarten, die sich in jener Ta)>elle befinden, reine Septimen 
hat; die flbrigen mUssen sich mit einem dissonanten Stellvertreter 
begnügen . 

Außer der hier vorgeführten rationellen Tastatur für die Tonsysteme 
der ersten Klasse hat Petzval vennuthch auch eine solche für di« 
Tonsysteme der zweiten Klasse hergestellt, die indessen verloren gegangen 
zu sein scheint. Die Vermutung gründet sich darauf, daß sich zwei 
Patronen für diese Tastatur gefunden haben: Tonleitern und Akkorde 
zweiter Klasse mit lateinischem Grundtone, und Tonleitern and Akkorde 
zweiter Klasse mit gotischem Gruudtone. Diese Tastatoreu samt den 
Patronen hat Petzval hauptsächlich zu seinen Studien Über die BildoDg 
der Akkorde und die mathematischen Grundsätze, welche znr Bildnng 
einer neuen Harmonielehre nötig sind, benützt 

Die Tastatur für die Tonsysteme erster Klasse hat Petzval Ober- 
dies im Jahre 1870 an einem Klavier praktisch durchgeführt. In 
seiner ausgedehnten Sommerwohnung auf dem Kahleubei^e bei Wien 
hatte er nämlich auch eine vollständig eingerichtete mechanische 
Werkstätte, in welcher er mit großer Geschicklichkeit allerhand Instru- 
mente und Behelfe für seine verschiedenen Studien und physikalischen 
Versuche herstellte — die von ihm geschliffenen Linsen für optische 
Instrumente hatten einen Weltruf So hatte er also auch einen fertigen, 
leeren Klavierkasten für das 31 stufige Tonsystem (mit 21 ausgewählten 
Tönen für die Oktave) eingerichtet, mit Saiten bespannt, und die von 
ihm ersonnene Tastatur selbst hei^estelU und eingebaut. Er pflegte 
seine Hörer gelegentlich in seine Wohnung einzuladen und trug ihnen 
als Beispiel zu seinen Vorträgen verschiedene Musikstücke vor, an 
denen er praktisch erwies, wie einfach das Spiel einerseits sei, und 
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wie man andererseits an Tiistrumenten mit festen Tönen durch Er- 
weiterung der Tonreihe die Unreinheiten vermeiden nnd einen höheren 
Wohlklang zu erzielen Term^. 

Aber er pfiegte zu sagen, daß weder eine verbesserte Tastatur 
noch auch emes der von ihm berechneten ton reicheren TouayHt«me 
Eingang finden werde. ,^enn das tonarme, ISstufige widersteht doch 
allen Angriffen hinlänglich durch die bloße Trägheit der Massen, und 
derjenige, welcher sich die unfruchtbare Aufgabe stellen wünle, das- 
selbe zu verdrängen, und wenn auch durch ein besseres zu ersetzen, 
würde einen hoSnnngalosen Kampf imtemehmen müssen nicht nur mit 
den vielen Millionen in ihrer Ruhe gestörten Musikern, die den Erd- 
ball bevölkern, sondern auch mit den noch zahlreicheren Millionen 
musikalischer Instrumente, in denen das chromatische System verkörpert 
ist, und die in Form von Kisten, Schachteln, Röhren usw. mit hölzerner 
nnd blecherner Halsstarrigkeit sich einem jeden Versuche, ein besseres 
Tonsystem einzuführen, widersetzen würden. Wären daher die bitteren 
Vorwürfe auch alle begründet, die dem chromatischen Syst«m von 
Seite seiner heftigsten Gegner gemacht werden, wäre es wirklich wahr, 
daß es den Sänger zwinge, der Klavierbegleitung zuliebe falsch zn 
singen, den Violinspieler falsch zu geigen, daß es das Gehör ganzer 
Völker verderbe und als alleinige Ursache zu beti-achea sei, daß die 
moderne Musik alles Sangbare allmählig ganz verliert und in einen 
barhariseben Lärm der Instrumentalmassen mehr und mehr ausartet, 
so müßte man sich diesem betrübenden, aber unabänderlichen Sach- 
verhalte eben fügen, und diesen musikalischen Katzenjammer in stoischem 
Gleicbmute als einen integrierenden Bestandteil des Fluches der Erbsünde 
ansehen, von dem sich da.s Menschengeschlecht itimmer befreien kann." 

Diese pessimistische Vorraussage Fetzvals dUrfte sich indessen 
nicht verwirklichen, vielmehr deuten insbesondere die späteren Be- 
strebungeu anderer auf das Gegenteil bin. So hat 14 Jahre später 
|1884| Jankö den gleichen Gedanken hinsichtlich des einheitlichen 
Fingersatzes mit seiner Klaviatur ausgeführt, mit der Abweichung, daß 
die Tasten nicht in drei sondern in sechs Reihen, und zwar stufen- 
förmig über einander angeordjiet sind. Da aber diese Klaviatur für ein 
12-stufigeB System eingerichtet ist, so stellt sie sich eigentlich nur als 
eine auf eine bequeme Hand- und Fingerhaltnng abzielende Verbesserung 
des gebräuchlichen Klavieres dar. 

Zu den Tasteninstrumenten dagegen, die auch für eine reine Stim- 
mung eingerichtet sind, gehören: 

Das Harmoninin von Appun, (das sogenannte mathematische 
Harmoninm) mit 3(5 Stufen (1868), das Bosanquetsche Harmonium 
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mit 53 Stnfen (1875), das Eahannonium des Japanen Tanak» mit 90 
Stufen (1890), das HarmoDiuni von Steiner (1891) und zuletit iu 
Harmonium von Eitz mit 52 Stufen in jeder Oktave. Das letsten 
Instrument, welches sich im Institute für tbeoretiscbe Physik der Um- 
versitat Berlin befindet, ist wegen seiner zwar sinnreichen aber atbl 
verwickelten Klaviatur vom spieltecbniBclion Standpunkte aus schwer n 
behandeln, dagegen für wissenschaftliche Zwecke ganz TorzügUcb ge- 
eignet. 

Dieae Bestrebungen weisen wohl deutlich darauf hiu, daß man die 
Sache keineswegK auf sich beruhen läßt; auch dürfen wir daraus mit 
einiger Sicherheit den Schluß ziehen, daß man nicht eher ruhen wenfe, 
bis nicht etwas Vollkommeneres aber genügend Einfaches gefunden «ein 
wird. Und wenn anch nach der praktisch musikalischen Seite (z. ß. 
in betreff der Notenschrift) noch luauche Ergänzung nötig sein wird, 
•o werden doch Petzvals Untersuchungen ihren Wert behalten, nad 
wird er doch immer als Führer dienen können. 
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Über das Strömen des Wassers in Röhren und Kanälen. 

Von H. Hahn, G. Herolotz und K. Schwaezschild. 

In einem während des leUten Winters unter der Leitung von F. 
Klein abgehaltenen Seminar Ober Hydraulik haben wir über das 
Strömen des Wassers in Röhren und Kanälen berichtet. Es ist das 
ein Gegenstand von weitgehender praktischer Bedeutung und zugleich 
von großem theoretischem Interesse, der aber von den Technikern 
weBentlich nur nach der praktischen Seite hin erforscht und von 
Physikern und Mathematikern wohl nicht nach Gebühr gewürdigt 
ist. Wir glauben daher in der Absicht der Vermittlung und Anregung 
die folgende Darstellung trotz ihres zum Teil referierenden, zum Teil 
vorläufigen Charakters veröffentüchen zu sollen. 

1. Allgemeine B. — Wenn ein sehr breiter Strom von der Tiefe h 
in einem gleichförmigen Bett unter der Neigung i zii Tale Hießt, so 
wird man diese Waaserbewegung im Sinne der klassischen Hydro- 
dynamik reibender Flüssigkeiten behandeln, indem man ein Strömen 
der FKissigkeit in parallelen Fäden mit einer der Strom richtung 
parallelen Geschwindigkeit » Toranasetzt und a von der Tiefe y unter 
der Oberttäche abhängen laßt. Die Grundgleichungen von Stokes 
liefern dann die Bedingung stationären Strdmens: 



du d 



h ^ sin » = , 



wo y. den Reibungskoeffizienten des Wassere und <j die Schwere be- 
deutet. Fügt man als Randbedingungen hinzu, daß am Boden die 
Fliissigkeit niht (u =■ für y ^ A) und daß an der Oberfläche keine 
Reibung stattfindet \^ = ^ fÖr y = t')' ^" erhält man sofort das Ge- 
setz der Geschwindigkeitsrerteilnjig in dem Strome; 



Setzt man in diese Formel den Reibungskoeffizienten des Wassere 
(fi = 0.018 im c g. 8. System) ein, die Neigung sin (' = 0,0(>01 und die 
Tiefe h = 400 cm entsprechend den Verhältnissen im Mittellauf unsrer 
Ströme, so folgt für die Geschwindigkeit « an der Obei-fläche der 
kolossale Betrag von 436 m/sec. Da die wirkliche Oberflächen- 
geschwindigkeit unter diesen Umstünden rund 1 m/aec beträgt, so er- 
hellt, rlaß in eineiu natürlichen Stronilauf eine Reibungskraft von ganz 
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über das StrOmeu des Wiugers iu lUthreo aaii Eanfilen. 



anderer Größenordnung, ale die gewölmlichi' molekulare ReiWng: i« 
Wassers, wirksam sein muß. Man kaiiQ diese H(;ibiing suf nicht» 
andereH zurückführen, als auf das Durcheinanderströmen aller Flfissig- 
keitefaden, die sogen. Turbulenz iler Wasserhfwfffunff. 

Es ist neben anderen von Reynolds'} durch Beobacfatimg tod 
Farbenbändem in fließendem Wasser, vonCouette') durch Beobachtusft 
der Dämpfimg schwingender Fl iissigkeitsheh älter festgesteUt worden, daS 
die Laminarbewegung, das Strömen in parallelen Fäden, instabil wird, 
sobald die Geschwindigkeit der Strömung einen gewissen, mit wachsende» 
Dimensionen des (iefäBes abnehmenden Betrag überschreitet. Von der 
mathematischen Seite ist die Frage der Stabilität der Li^minarbewegung 
Ton Lord Kajleigb und Lord Kelvin angegriffen worden. Kayleigh'i 
untersucht wesentlich reibungslose Flüssigkeiten, welche leider keine 
K ontinui tat s Schlüsse auf das Verhalten reibender Flüssigkeiten gestatten, 
da die reibende Flüssigkeit an der Wand haftet, die reibungslose an ihr 
mit endlicher Geschwindigkeit gleitet. Lord Kelvin'') behandelt zvn 
^^ direkt reibende Flüssigkeiten imd kommt zu dem Schluß, daß es sich 

^B bei der Instabilität der Laminarbewegung um den merkwürdigen Fall 

^H handle, wo die unendlich kleinen Schwingungen um die Ausgangs- 

^H bewegung stabil sind und erst Größen zweiter Ordnung, endliche 

^H Schwingungen die Instabilität herbeiführen. Doch kann sein Beirai 

^H keineswegs als zwingend angesehen werden, und so ist die ganze Frage ras 

^H der mathematischen Seite aus als eine noch völlig offene zu hczeichnOB. 

^H Verzichtet man aber auf eine Erklärung des Entstehens der Tor- 

^H bulenz und sucht die Erscheinungen voll ausgebildeter Turbulenz, wie 

^^P sie heim wirklichen Strömen in Rohren, Kanälen und P'liiseen auftreten, 

^H zu erfassen und zu beschreiben, so sind es die Ufttersurhutufett vm 

^H Boussinesq, die hier am weitesten vordringen. (Essai sirr la theoriA 

^H des eaux courantes. Memoires presentes par divers savants ii TAcsd. 

^H d. Sciences. Tome 23. Paris 1877 imd Theorie de TEconlemeut tour- 

^H billonant et tumnltueus des liquides. Gauthier- Villars. Paris 1897.) 

^H Daß dieselben so wenig gekannt sind und z. B. in dem neuesten schonen 

^H Treatise on Hydraulics von Bovey (2. Auflt^e. Newyork 1902) nicht 

^1 einmal zitiert werden, mag daran liegen, daß Herr Boussinesq «ch 

^H einer aprioristiscb-deduktiven Darstellungs weise bedient, für die du 

^H Gebiet noch nicht reif erscheint Wir sind im folgenden bemüht, die- 

^H selbe durch eine möglichst induktive zu ersetzen. 



1) London. Philo«. TranBactioaB. ITl. (1883.) 

3) Annales de PhjBiqnc et de Chimie. (6.) 31. 18B0. 

3) Scientific papers. Vol. I, pag. 474. Vol. UI, pag. 17, 576. Vol. IV, pag. 7i 

4) PbiloB. Mag. (6) 24. ^1887) nnd Brit. AsBOciat. Report. (1880). 
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BouBsineeq zerfegt die wirklichen (iesebwiadigkeiten der Wasser- 
teilchen U, V, W in mittlere flescbwindigkeiten (*, r, w plus imregel- 
msBigen und rasch verän der liehen „tarbulenten" Zusatzgeschwindigkeiten 
14', 1)', w'. Die Wirkung dieser turbaletUen Zasatzgeschwindigkeiten be- 
stellt nach Boiissincsq darin, daß für die mittleren GescJiwttidigkeiten 
Differentialykichungen gelieti, tvdche mit den klassischen Differential- 
gleichungen für reibende Flüssigkeiten genau ühereiiistitntnen, nur daß 
statt der Reibangslottstantcn (i eine viel größere and je tiofh Art und 
Größe der furhiitenten ZusatxyesdM'indigkeiten von Fall zu Fall und von 
Ort XU Ort veränderlicite Beibungshonstanie t eintritt. Man hätte also 
z. B- für einen in der a-Richtung gleichförmig und stationär durch ein 
Bett von unveränderlichem Querschnitt Siefienden Strom — ein Fall, 
ftuf den wir uns durchweg beschränken — die Differentialgleichung: 



(2) 



0- 



■"+1-. 



dy \ 8s 



+ 



wobei £ mit der Stelle im Querschnitt, mit y und g veränderlich wäre. 
Die Differentialgleichungen für die mittleren Geschwindigkeiten einer 
turbulenten Striiniung müssen eine reine Konsequenz der ursprünglichen 
hydrodjnamiscben Gleichungen für die Invidiviialgescb windigkeiten der 
einzelnen Wasserteilchen sein. Boussinenq sucht eine solche Ab- 
leitung wirklich durchzuführen und scheint die Ursache der vermehrten 
scheinbaren Reibung bei Turbulenz in der eigentlichen Heibung der 
Turbulenz selbst, in der stärkereu Verwandlung von Strömungsenergie 
in Wärme infolge der vielen raschen Geschwindigkeit« Wechsel zu suchen. 
H. A. Lorentz hat gezeigt'), 'laß diese Art der Ableitung nicht richtig 
sein kann imd daß die vermehrte scheinbare Reibung durch den Trans- 
port und Austausch von BewegungsgröBe bedingt wird, der zwischen 
den einzebien Stellen des Stromquerachnitts bei turbuleuter Bewegting 
stattfindet Man kann die Schwierigkeit des hier vorliegenden noch 
ungelösten Probleme durch einen Vergleich mit der Gastheorie ver- 
deutlichen und schärfer isolieren. Man spalte den Druck analog den 
Geschwindigkeiten in einen mittleren Teil p und einen turbulenten 
Teil !>', nenne ferner E' die mittlere Energie der turbulenten Znsatz- 
bcwegimg und bezeichne allgemein durch einen Querstrich den Mittel- 
wert einer räumlich rasch wechselnden Größe über ein geeignet kleines 
Gebiet. Dann kann man aus den hydrodynamischen Gnmdgleichungen 
dnrch einfache Mittelwertbildungen folgende Sätze ableiten unter der 
alleinigen Voraussetzung, daS die mittleren Geschwindigkeiten u, v, iv 
\ und die Mittelwerte über die Produkte nnd Quadrate der turbulenten 

1) Teralogen der Aliad. vui Wetengchapen, Amsterdam 6 (189T\ 




ZD rSllig analogen Gleicbangen, i 

an Stelle der Terrae u ~- + v' -ß- und m' -- die darcb die Zusamni 

2y ex (-1 

stöfte der Moleküle erfolgenden Keitlichen Änderungen der Werte tod 
UV und M* stehen, welche wir durch — i?,— 'ind - ^ r— bezeichuan 
wollen. Aus einer eingehenden Diskussion des MechsniEimu» der Zu- 
BsrnroenstöBe läßt sich dort der Nachweis erbringen, daß die Beziehungen 
geltea: 



- x(«' 



-\E-). 



und damit folgen dann unmittelbar durch Einsetzen in f3). (4), ^) 
dip bektmnton Gleichungen für eine reibende Flüssigkeit, wobei der 
Reib Uli gekoefSzient der Euergie £' der unregelmäßigen Bewegung dw 
Moleküle, d. i. der Temperatur proportional wird. In unserem FiUs 
würde also die Aufgabe bleiben, die Relationen: 



+ « 



"7^ 



x(»'* 



\K) 



nachzuweisen. Es laSt sich denken, d&B dies in Analogie zur Gas- 
theorie geschehen könnte, indem man sich die Turbulenz in Gestalt 
Ton zahlreichen die Flüssigkeiten durchziehenden Wirbelkugeln Tor- 
stelltc, dereu Bewegungen im<l Zusammenstöße zu studieren wärm. 

Im Folgeiideu nehmen wir jedenfalls mit Bouaeinesij für die tu^ 
bulente Bewegung die Gültigkeit der hydrodynamischen Gleichungen b«i 
variablem Reibungskoeftizienten i als gegeben au. Unter t haben wir 

11 Vgl. Kirebhorr, Vorleiongen libcr Wanne S. 173 ff. 



Von H. HiHN, G. UtHCLoiz und K. ScHWiazacBii-r. 415 



dabei eine der Energie der turbulenten Bewegung proportionale Größe 
zu verstehen un^ wollen uns daber erlauben, f kurz als „Turbulenz" zu 
bezeichnen. Wir sehen unsere weitere Aufgabe darin, aus den vor- 
handenen Beobachtungen auf Gnin<l der Differentialgleichung (2) die 
Wert« von ( abzuleiten und auf diese Weise Aufklärung über das 
Verhalten der Turbulenz zu gewinnen. 

Worüber wir zugleich Orientierung suchen, ist die Randbedingung, 
der die Flüssigkeit an den Wänden uuterivorfen ist. Zwar kann kein 
Zweifel bestehen, daß die letzten Flüasigkettsteilcben an der Wand 
ruhen, auf der andern Seite zeigen aber schon rohe Beobachtungen, 
daß der Absturz der (leseb windigkeit in Röhren nnd Kanälen von 
Werten, die in bezug auf die Größenordnung der Mittelgesch windig- 
keit entsprechfjn , auf Null erst in unmittelbarster Nachbarschaft der 
Wand erfolgt (auf Strecken von 1 — 2 cm bei Leitungen von 50 — 100 
cm Durchmesser). Es empfiehlt sich daher, mit Herrn Boussinesq 
auf die Analyse dieses letzten Absturzes zu verzichten und der Flüssig- 
keit eine Bandgeschwindigkeit Hj zuzuschreiben. Die Wirkung der 
Wand kommt dann zmn Ausdruck in der reibenden Kraft f w--, welche 
sie auf die Flüssigkeit ausübt, und welche wesentlich nur eine Funk- 
tion von )»9 und der Rauhigkeit der Wand sein kann. Bezeichnet n 
die äußere Normale der Wand, so hat man daher eine Grenzbedingung 
der Form vorauszusetzen; 

(2a; (j'^+»(».)-0. 

Es sind im ganzen die beiden Funktionen t und y, die wir aus 
den Beobachtungen zu bestimmen haben. 

2. Das verfügbare Beobaohtangsmaterial ist von zweierlei Art. 
Einmal liegen zahlreiche Experimente über die Ergiebigkeit oder — 
was dasselbe igt — die mittlere GesdiwimUgked in Röhren, Kanälen und 
Flüssen vor. Es scheint, daß die beste Zusammenfassung der Ergebnisse 
solcher Versuche durch die Potenzenformel: 
(6) s-t.A'i- 

gegeben wird, wobei i (nahe genug -^ sin i) das Gefälle, h der „hy- 
draulische Radius" (Querschnitt dividiert durch benetzten Umfang) ist 
und c einen mit der Rauhigkeit der Wandung abnehmenden Koeffi- 
zienten bedeutet. Als Einheiten benutzen wir Meter und Sekunde. 
Für offene Kanäle hat man nahe: i. = ^U, (t = "j und c = 100 (für Zement- 
bekleidung) bis c — 30 (für bewachsene Erddurchstiche). Für Röhren 
hat man i = 0,59-0,66, p = 0,51—0,58 und c=30bi»eO. (S. Bovey, 
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Tlher dB): ätröincii Aes WawerB in Rühren ontl KB&aleD. 



1. r. pag. 153 u. 253.) Die ält«re Ckvzysche Formd, welche l = p — ", 
■etzt*, gibt fßr engere Interralle eine ertragliche AtmäbemDg. 

Zweitens findet sich ein sehr wertToUes Beobacbtiingematerial in 
den Versuchen von Bazin ober die Vtrteiluwt der SirömuMffsgesehKimHij- 
kriten auf die einzelnen Punkte des Querschnitte Tersehieden geformbr 
Wasserleitungen, ') 

3. Eindituenciionale Probleme, a) Der anendlloti breite offene 
Kanal. — In einem Kanal, dessen Breit* groß gegen die Tiefe ist, 
wird die Geschwindigkeit u nur abhängig von der Tiefe unter der 
OberÜäche. Zählen wir die y-Koordinate vertikal nach onten, so ver- 
ein&cht sich die Differentialgleichung (2) hier zu: 



m 



0-ig+. 



Te«chwindet, 90 



4 



Integriert miu von einer Stelle y^ aus, ffir Teiche ^ 
erhält man: 

- '»i»< - ») 
(8) '- 8. ■ 

H 

woraus man bei beobachteter Geachwindigkeits Verteilung u sofort 
Turbulenz t berechnen kann. Nun liat Bazin die Geschwindigkeit h 
in Kanälen von 0,08 bis 0,38 m Tiefe bei Neigungen von 0,0015 his 
0,009 von der Oberfläche weg bis wenige cm über dem Boden messend 
verfolgt und festgestellt, daß die Geschwindigkeit h mit der Tiefe ij 
unter der Oberfläche von dem maximalen Oberflächenwert 
nimmt nach der parabolischen Formel: 

(t>i 



anj^J 



«-«.-20)/rt-«,. 

Hieraus folgt: Vn -= *^ »od durch Einsetzen in (S): 

(10) t = l.h.Vhi, 

woraus vor allem die Tatsache zu entnehmen ist: Im breiten Kanal tri 
dir Turbidenz komfatit über den ganzen Querschnitt. 
Fiir die Randgeachwindigkeit folgt: 

u„ = u„- 20yjh. 

1) H^oirea pT^sentea par diveni aavants ü l'Äcad. d. Sc, Tome 19. Pari» 
(iSitGj and Tome 33 (I90S), Diese beiden Publikationen weiden weiterhin all S, 
nnd B, bezeichnet. Der ersteren ist ein Atlas beigegeben, auf den «ich die 
Zitat« Planche Ni. . . . beziehen. 
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Wir bilden weiter die mittlere Geschwindigkeit ü. Es ist: 

Dieses Resultat ist anzuBehließeu au die Beobachtungen tlber die mittlei-e 

Geschwindigkeit in Kanälen. Adoptiert man hier zunächst die Chezy- 

sche Formel: ^ ^ cVhi 

so folgt: 

(11) u^^YB-Vbi, l/B = r-y- 

Setzt mau dieses Ergebnis in die Randbedingung (2a) ein, so findet man : 
(12J »(«.)-|< 



Damit sind die beiden 
obachtungen bestimmt, 
schreiben: 
(13) 



gesuchten Funktionen £ und ip aus den Be- 
Den Wert von i kann man noch in der Form 



VB 



So folgen die anschaulichen Resultate: Der Widersland der Waml 
ist gleich dem Quadrat der Randgesdiwindigielt, mulUpliziert mit einer 
bei wachsender Rauhigkeit iler Wand toachsenden Konstanten (c nimmt 
mit waclisetider Rauhigkeit <ä)). Die Turbtdetix ist proportional der Wurzel 
aus dieser Konstanten, der Randgesrhuindigkeit und der Tiefe des Kanals. 
Es sind gerade diese Satze, welche Herr Boussinesq als an sich 
plausible Hypothesen an die Spitze seiner Theorie stellt, was manchen 
Leser stutzig gemacht haben mag. Wir t<ehen hier, wie diese Sätze 
direkt aus den Beobachtungen folgen und wie die vorhandenen Be- 
obachtungen gerade genügen und nur genügen, um ste abzuleiten und 
damit das, was in dem allgemeinen Ansatz noch willkärlich bUeb, 
festzulegen. 

Die Verhältnisse komplizieren sich, wenn man statt der Chezy- 
achen Formel die allgemeine Formel: w = ch^i'' für die mittlere Ge- 
schwindigkeit einführt. Es zeigt sich dann sogar, daß ein Widerspruch 
mit Bazins Resultaten über die G esch w indigk ei ts verteil ang eintritt, 
der sich in Strenge nur aufheben ließe, wenn man den Widerstand der 
Wand außer von u^ noch von f abhängig machte. Doch wird eine 
1 Vermittlung gebildet durch den Ansatz: 

9>(Ho)-|V/,. 



* = Aa« 



4li Cbcr im äteSmn in Wmmaa m Bfikzoi uiid Ka^Uen. 

aas weidicm eiiicneits die FenMi m » ck^if, «Bderexaeits die Fonnel 
f3r die» Tartpjlnug der G^seiiwiiidigkeilflK: 

herrorgeiit. wckk letztere ftr einen Wert Ton fk sehr nahe gleich \ 
und i <- • =« ^ bei der geringen Variation Ton k, die bei Bazins Be- 
obau^htnngHL i ^ pag. ±29) erfolgte, durch geeignete Wahl Ton B in 
praktiseh ToIIig genfigen^ie Übereinatimmnng mit dessen Resultaten zu 
bringen ist. 

b ) Die kz«iilSnaice Boltte. — Hingt die Gresehwindigkeit nur ?om 
Abstand r Ton der Rohremnitle ab, so geht die Differentialgleichnng (2) 
über in: 

.14. o^ig^'^Ur'J^). 

^ r cr\ er/ 



cm 



Da für r»0 ans Sjmnietnegründen - Tersehwindai muß, so folgt 

doreh Integration: 

9r 



« = — 



U5» •- J^' 

woraus bei bekannter Gesehwindigkeitsrerteilung wiederum c abzulesen ist . 

Bazin hat seine Versnche über die Geschwindigkeitsyerteilung in 
Röhren sehr nahe durch die Formel (B^ pag. 242) 

(16) « = «. -20>^"j(^)' 

darstellen können \R Röhrenradius). Es folgt daraus: 

1«) r 

Ein zuTerlässiges Resultat ist dieser Formel zu entnehmen: Die Tur- 
buletiz nimftit gegeti die Wand einer Kreisröhre hin stark ah. Hingegen 
ist nach der Mitte der Röhre zu ^ als Quotient der beiden abnehmen- 

f II 

den Größen r und — immer schlechter bestimmbar, und man wird ßr 

er ' 

kleine r in der obigen Formel nur eine bedeutungslose Extrapolation 
zu sehen haben. 

In der Tat ergibt sich ein plausibleres Resultat fQr die Röhren- 
mitte^ wenn man statt auf die Bazinsche Formel (16) auf dessen Be- 
obachtungen selbst zurückgeht. Herr Bazin findet (vergl. B^) für eine 
Röhre Ton 0,4 m Radius die folgenden Geschwindigkeiten: 

J = 0,000 0,125 0p>50 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 0,9375, 
I = 1,1675 1,1605 1,1475 1,1258 1,0923 1,0473 1,0008 0,9220 0,8465. 
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Trägt man die«e Wert« graphisch auf, verbindet sie durch eine glatte 
Kurve und entnimmt dieser den Ditferentialquotientes --, so erhält 
man aus (Ifi) die folgenden Werte von t (in einer witlkiirlidien 
Einheit) 

J 0,2 0,4 0,6 0,8 0,9 0,93, 

t 1,7 1,5 1,6 1,2 0,7 0,5. 

Wie man sieht, Ueibt die Turbulenz iäter etwa % des Bähren- 
radius voti dm' MiHe aus konstant, um erst an der Wand rapide ab- 
zusinken. 

Bildet man nach Formel (16) die mittlere Geschwindigkeit und 
zieht für letztere die Chezyache Formel heran, so findet man analog 
wie oben einen dem Quadrat der H and gesch windigkeit proportionale» 
ReibungB wider stand, wa» in diesem zweiten Falle nicht näber ausgeführt 
werden soll, (Vgl. Boussinesq, Theorie de l'^coulement I § 14, 15). 

4. ZweidimenaioDale Probleme. — Ist der Querschnitt des Wasser- 
laufs so beschaffen, dafi u nicht als Funktion einer Variabein lietrachtet 
werden kann, so wird es etwas schwieriger, aus der Verteilung von f( 
die Verteilung von i abzuleiten. Es handelt sich dann um die Be- 
stimmung von f aus der (für f linearen) Differentialgleichung: 

(17) I 

oder: 






= 



? + «l 



.dy' 






Zeichnet man die Linien « = const. für in gleichen Intervallen fort- 
schreitende Werte der Konstanten auf, bildet die orthogonalen Trajek- 
torien derselben und führt ein krummliniges Koordinatensystem ein, 
dessen eine Koordinate u selbst ist, während die andere l auf jeder 

^^orthogonalen Trajektorie konstant ist, so hat man für das Linien- 

Kileiiient: 

^K^ (is* = p*du* + q*dt^, 

wobei p dem Abstand zweiei- Linien m ~ coust., q dem Abstand zweier 
benachbarter orthogonaler Trajektorien proportioual ist. In diesem 
Koordinatensystem nimmt die Differentialgleichung für i die einfache 
^LForm an: 

m o^i. + ^lis-'), 

H ^ ^ pqcu\ ]>>' 

^Bderen Integral ist: 

■(181 , - ^ ig'J'pq.h,. 
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WUl man die Abstände der Linien u => coast. und ihrer orthogODsleii 
Trajekt<jrieii nicht zeichnerisch bestimmen, so kann man sich statt 
dessen der Formeln bedienen: ^^ 



(19) 1>- 



r&+o' 



log, 



-ß 






Die WÜIkiirlichkeit der Integrationskonstante auf jeder einxelnen Tm- 
jektorte l ^ const., weiche im &ll);eiii einen ik-r Lösung der DiSereutiil- 
gleichung(17) anhaftet, wird in Praxi dadurch behoben, daß jedes Mai eiu 
Punkt maximaler tie seh windigkeit iui Querschnitt vorhanden lät, für 



o-'s+'dj 



halten will. Mit anderen Worten: Die Unbestimmtheit der Lösung der 
Diflerentialgleichung wird in Praxis durch die Forderung, daß ili« 
Lösung im Punkte maximaler Geschwindigkeit stetig sein soll, heseitigt. 

So einfach es im Prinnip scheint, für eine Reihe von Werteo 
von X oder j/ die beobachteten Werte von ti aufzutragen, aus einer 
durch sie gelegten Kurve , , x— j, 5- , ^ t abzulesen und dann die 
beiden Integrationen (19) und (18) mechanisch etwa mit 2stelliger Qe 
nauigkeit auszuflihren, so hat diese Aufgabe doch in Praxi ihre 
Schwierigkeiten, da namentlich gegen den Rand des Qnerechnitta zu die 
Interpolation und Extrapolation der beobachteteu Wert« u sehr wili- 
kUrlich wird, weil die Beobachtungeu stets einige cm von der Warn) 
aufhören. 

al Oedeokte Kanäle. Bazin hat von zweidimensionalen PrnblemeD 
nur einen Fall untersucht, bei welchem das Wasser ohne freie Obe^ 
flftcbe und von allen Seiten durch feste Wände eingeschlossen war, er 
hat die Geschwindigkeitsverteilung in geMliIossenen reclUeckigen Kanäk« 
■temeesen (ß,, pag. 168. Series Nr. 51 u, 52), Wir haben auf die 
Mittelwerte seiner Versuche für einen Kanal von 0,8 m Breite uml 
Oi'iw Ilöhe, die auf Planche XVIU in Fig. 7 graphisch dai^estetll 
Bind, dai obige Verfahren anzuwenden begonnen und zunächst gesehen, 
^1^ dich die BeDbacbtua^en ungezwungen so interpolieren ließen, dafl 
**■ 1-1 konstant über den ganzen Querschnitt wurde. Die brauchbari^ 
htMWM ''*''* Differentialgleichung (IT) ist dann: 
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d. h. auch die Turbulenz wird über den ganzen Queracbnitt konstant. 
Zur Kontrolle haben wir die Beobachtungsresultate noch durch den 
allgemeinsten zu den Koordinatenachsen symmetrischen Ausdruck vierten 



-D-Äg' 



en konstanten Wert liefert, nämlich: 



interpoliert, indem der Mittelpunkt des Rechtecks zum Nullpunkt des 
Koordinatensystems genommen und die y-Achse parallel der Längseite 
gelegt wurde. Die gefundene Formel: 
(20) !, = 1,176 - l,bOt/ - 5,63^' - 0,0653(/ - 6i/»ä' + si*) 

läßt zwar noch merkliche systematische Unterschiede gegen die Be- 
obachtungen, genögt aber fUr den gleich zu erwähnenden Zweck: 

Wir wollen nämlich jetzt nach der Randbedingung fragen, welche 
von dieser Geschwiudigkeits Verteilung erfüllt wird. Man findet für die 
Norroalderivierte von w auf der Längsseite: 



Bmd 



du 



P = 0,347 - l,78y» 



auf der Schmalseite: 



t- = 0,2 



Daraus folgt för die Ecke des Rechtecks (i/ = 0,4, £ = 0,2ö) V^ - 0,072 
resp. 0,106. Es nimmt also „- von der Mitte der Seiten nach den 
Ecken zu auf den 3. bis 5. Teil seines Wertes ab. Auf der andern 
Seite folgt aus (20) för die Geschwindigkeit in der Mitte der Seiten 
0,803 resp. 0,798 und fBr die Geschwindigkeit in der Ecke 0,748, also 

teine Abnahme um 6 — "!%• 
Nun muß die Randbedingung die Form haben: 



du 1 , 



>a E konstant vorausgesetzt ist, sieht man, daß fi^*^} mindestens 
der sechsten Potenz von u^ proportional sein mUßt«, um diese Gleichung 
ZQ erfüllen. 

Das erscheint nicht akzeptabel. Man muß daher die Konstanz von 

M aufgeben und die Willkürlichkeit der Extrapolation der Bazinschen 

■ffTerte bis an den Rand des Rechtecks so ausnützen, daß der Wert 

von e^ in den Ecken vergrößert wird. Es Ulflt sich einsehen, daß 

man dies nur erreichen kann, indem man c an den Ecken abnehmen 

ZdlKhrinf, MuheiuitlkD. Vh)>ik. Bl. Bud. IBM < Uatl 28 




Rohren ni!.l KanUen. 



laßt, wodurch eich %- in einem stärkeren Verhältnis vergrößert, 80<i«ß 
das Produkt t^^ wächst. D&a qualitative Resultat, mit dem wir um 
begnügen wollen, ist dieBes: Im gesehlossfnen refhlecklr/en Kanal ist äif 
Turbulenz über den größten Teil des Querschnittes kotislarU wui nimmt 
nur nach dfn Echeti eu ab. 

b) Offene Kai^e. Ein auffälliges Merkmal der Oeschwindigkeit«- 
verteilung in FlQaBeii, wie in offenen Kanälen, deren Breite nicht sehr 
groB gegen die Tiefe ist, besteht darin, daß die Maximalgeschwiudigkeit 
sich nicht in der Mitte an der Oberfläche, sondern in einer gewisaeu 
Tiefe unter der Oberfläche vorfindet, die bis zu ^ der ganzen Tiefe aus- 
machen kann. Man sieht den Diagrammen der Geschwindigkeita- 
Verteilung, die Bazin in seinem Atlas für die verschiedensten oben 
offenen Kanalformeii auf Planche 20^22 gezeichnet hat, an, daß man 
diese Ergebnisse darstellen könnte diii-ch Aimabnie eines Widerstandes 
der Luft, welcher etwa ein Viertel des Widerstands der Wände wäre. 
Indessen wird die Annahme eines merklichen Einflusses der Luft durcb 
die einfache Beobachtung widerlegt, daß bei talwärts webendem Wind 
von gleicher oder gi'Öflerer Geschwindigkeit, als der Strom besitzt, die 
Maxi malgescb windigkeit keineswegs an die Oberfläche verlegt und flb«r- 
haupt nichts Merkliches an dem Geechwindigkeitsbild geändert wiid 
Ist kein Luftwiderstand vorhanden, so muß übrigens, wie gleich hiosH- 
gefOgt sei, an der Oberfläche die Grenzbedingung . - = gelten. 

Wie soll aber ohne Luftwiderstand das Herabsinken der Maiimd- 
geschwind! gkeit erklärt werden? Die Erklärung ergibt sich von aeUM^ 
weuu man etwa die von Bazin beobachtete GeschwindigkeitsverteUmig 
in einem offenen Kanal von 2 »i Breite und 0,fifi m Tiefe (Planche XS, 
Fig. 8.) vornimmt, so extrapoliert, daß an der Oberfläche s— = wird, 
und auf die durch die vertikale Mittellinie gegebene Orthogooal- 
trajektorie die obige Methode anwendet. Es folgt daim, daß e nach 
der Oberfläche hin zunimmt. Man kommt also tu dem Schluß, daß 
die frme Oherfiäche eine Sdiicht größerer Twbulem bildet, and es Ufit 
sich dann leicht voratellen, daß dieselbe durch ihre größere effekttr« 
Zähigkeit eine ähnliche Wirkung wie der vermeintliche Luftwiderstand 
ausflbi 

Beobachtet man das Herabsinken des Geschwindigkeitämaximnina 
auf den verschiedenen Diagrammen Bazins und nimmt seinen Betrag 
als ein Maß der Turbulenz der Oberfläche, so erhält mau den Eindruck, 
daß die Turbulenz der Oberfläche wächst mit der größeren Rauheit 
der Kanalwiliide und daß sie sich umso fühlbarer macht. Je schmäler 
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der Kanal im Vergleich zu seiner Tiefe ist. Die verstärkte Oberflächen- 
tnrbnlenz scheint abo eine Wirkung der Zeraplittemni; der Wellen au 
der unregelmäßigen Uferwand zu sein. Wir werden gleicli zu bemerken 
hiibeu, daß eich die unter dem Wasserspiegel liegenden Teile der Wand 
ganz anders verhalten. 

5. Versuoh über die Leitung der Turbulenz. — Die Boussinesq- 
sehe Theorie ist ein Schema, in welchem sich die Beobachtungstataachen, 
wie aus dem vorgehendeu erhellt, durch geeignete Wahl von e in durch- 
sichtiger Weise unterbringen laasen. Eine Voraussage der Erscheinungen 
würde sie aber erst dann gestatten, wenn neben die Gleichungen (2) 
für die mittlere Bewegung allgemeine Gleichungen für die Bestimmung 
der öröfle der Turbulenz träten — genau so, wie die Gaatheorie erst 
vollständig ist, wenn neben die hydrodynamischen Gleichungen für die 
Molarbewegung des Gases die Gleichung für seine Molekularbewegung, 
die Wärmeleitungsgleichung tritt. Die Analogie der Gastheorie soll 
uns bei einem Versuch zu einer solchen Ergänzung des BouBsinesq- 
Bchen Ansatzes leiten. 

Sobald man einmal mit Herrn Bouasinesq für die turbulente 
Strömung die Gleichungen reibender Flüssigkeiten mit veränderlichem 
Reibungskoeffizienten i angenommen hat, ist damit gesagt, wieviel 
Turbulenz jeder Zeit an jedem Ort auf Kosten der Energie der mittleren 
Bewegung m, v, w entsteht, mLmlich ebensoviel, als bei einer gewöhn- 
lichen nicht turbulenten Flüssigkeit vom Reibungskoeffizienten t in 
Wärme übergeführt würde, und dieser Betrag wird durch die bekannte 
Dissipationsfunktion gegeben (der Ausdruck werde gleich auf den Fall 
der Strömung in einem Kanal von gleichiormigem Querschnitt reduziert): 

Es ist das eine direkte Folgerung aus dem Energieprinzip, Weiß man 
damit also, wieviel Turbulenz entsteht, so ist nur zu überlegen, wie 
diese Turbulenzenergie wieder verschwindet, da der Gesamtbetr^ der 
Turbulenz bei stationärer Strömung konstant bleiben muß. Ein Teil 
derselben wird sich gewiß infolge der eigentlichen Molekularreibung 
der Flüssigkeit in Wärme verwandeln, man wird diesen Betrag aber 
wohl bei der Kleinheit der inneren Reibung des Wassers vernachlässigen 
dürfen, und so wird man zu der Annahme geführt, die durch das AIv 
flinken von t nach der Wand zu in den obigen Beispielen fast unum- 
{^inglich wird, rlaß die TnrbuU»z durch Leitung über die ganze Bissigkeit 
hin transportiert und an den W^ümien durch lietbun^ verzehrt tvird. 

Die Turbulenzmenge, welche der Volum eneinheit pro Zeiteinheit 
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durch Leitung zugef&hrt wird^ wollen wir in vollständiger Analogie 
zur Wärmeleitung durch ein Gas gleich: 



- Kl^ + iS) > * konstant, 



setzen, wobei die LeitfiLhigkeit gleich ks — wie beim Oas mit der 
Temperatur, so hier mit der Turbulenz wachsend — angesetzt ist Für 
den stationären Zustand muß dann gelten: 

Die an die Wand abfliefiende Turbulenzmenge wird unter denselben 

Vo»w.»g.. a^ !|;; g,g.b», »d ^ ™d p»™d ,«.^ 

diese Abgabe als Funktion der Randgeschwindigkeit darzustellen, sodaB 
man die Randbedingung hat: 

(20a) llj' - HO- 

An einer freien Oberfläche, auf der sich der Einfluß der Wände nicht 
bemerkbar macht, wird entsprechend gelten: 

(20b) lll' = 0. 

Wenden wir dies an auf den offenen Kanal von unendlicher Breite^ 
so haben wir das vollständige Gleichungssjstem: 

mit den Randbedingungen fär y ^0: 

du j dB* ri 

dy cy 

und für y = h: 

Die erste Diff'erentialgleichung gibt integriert: 

du 

Dies liefert in die zweite eingesetzt: 

Beginnt man hier b nach Potenzen von y in Rücksicht auf die Rand- 
bedingung für y = zu entwickeln, so ergibt sich fiir die ersten Glieder: 

e^, ri__iV_,^ 1 



Die Beobachtungen lieferten för e„. den Wert (vgl. (^10)): f„=7^/iV^' 
Mau erhält denselben aus der letzten Gleichung, wenn man 
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wobei t^ eine lutegrationskonstante ist. Wählt man die Leitungs- 
koostante A* groß genug, so genügt diese Annäherung, und es wird £ 
■ehr nahe konstant gleich dem Werte e„. Ea folgt damit: 



» = ..-g[i + i^-^], 



für grofies k such auf: h = ii^ — -^ beschränken darf. Ea 
erfibrigt die beiden Grenzbedingungen für )/ >= A zu erfüllen. Dieselben 



werden: 



Bih = 



ighh 



- «■(«<.)■ 



Das Ergebnis läßt sich dahin zusammenfaeeen : Man erhalt aus 
Sein der Gasliieorie nachgebildeten Ansatz für die Leikiytg der Turbuleng 
im Falle des unendlich hreiUm Kanals das Beoliachtungsresultat, wenn 
man die lAitungsloiistante dir Tarhdem sehr groß annimmt, und diu 
Verzthrung der Turhuletiz durch die Wände proportional, der dritten 
Potetw der Rantlgeschicindigkeit und «')(«■ mit der Rauhigkeit der Wand 
tcachsenden Konstanten seiet. 

Man darf deswegen nicht glauben, daß die Differentialgleichung (30) 
der Randbedijigung (21) nun bereits der abgeschlossene Ausdruck 
der Gesetze der Turbulenzleitung sei. Denn schon bei der Anwendung 
•nf die Kreiaröhre ist er mit den Beobachtungen nicht völlig zur 
Deckung zu bringen. Hier lauten die Differentialgleichungen: 

mit der Randbedingung für r = 0; ä~ "" "^~" ^ ^- ^'^ Integration der 
wsten Gleichung und Einsetzung in die zweite gibt: 

Da in der KreisrÖhre i nach den Beobachtungen seinen Wert beträcht- 
lich ändert, bedarf man eines vollen Überblicks über das Integral 
dieser Gleichung. Durch das Studium der Singularität von t im Pimkte 
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I => wnrde es nahe gelegt, 
datzostellflii, d«r durch: 



Thenuodj'Daiiiik. 
r ais Funktioaen eines Paramel 



- a«* mit 



m'- 



definiert war. Eh sind dann r und e in ihrer Abhängigkeit Ton r b»- 
etimmt durch die Differentia^leichongen : 

Ir _ -- -' 'L' =. _ V" «* 

<li iyi »■" dl i r*' 

Aus beiden Gleichungen zusammen findet man die in dem allein in 
Frage kommenden Bereich positiven t'a sehr konvergenten EUIhen 
daratdlongen: 

, = 2V^|:-©- i(iy- 1. (S)'- Ä ©'-1 

SQB denen dann folgt: 

l ~ IS \iV ^ 480 \8S/ ^ 8064 \32/ ^ 829140 ^32/ ^ 



8V^ 



1. 
) 

Ala hiemftch die Kurve för m als Funktion von r konstruiert wurde, 
ergab sieh, d&S der aus den Beobachtungen folgende starke Abfall 
nach dem Rande zu durch keine Wahl der verfügbaren Konstanten 
ausreichend dargestellt werden konnte. 

Immerhin lassen die vorhin gewonnenen Resoltat« darauf schlieBeu, 
daS hier eine Vorstellung über die Turbulenzleitung gewonnen ist, die 
als erster Anhalt bei weiteren UnterBuchungen dienen kann. Nach 
einer präziseren Formulierung wird man wohl aber erst dann zu suchen 
haben, wenn die vermehrte Beobachtung der Bewegung kleiner im 
Wasser suspendierter Teilchen einen direkteren Einblick iu die Natur 
der Turbulenz eröfiiiet hat 

Göttingen, im März 1904. 



Eine Analogie zur Thermodynamik. 

Von Viktor Fischer in Stuttgart. 

In einer früheren Arbeit, die unter diesem Titel erschienen ist' 
bin ich von der Vorstellung von Wirbelringen ausgegangen. Jetit 
mSchte ich an ihrer Stelle Wirbelkugeln betrachten. Man gel 
dabei ftlr x, das dem Verhältnis der spezifischen Wärme bei konst 

1) AnaJogieo zv TbenuodTnamik. Diese ZeiUcbr , Bd 47, 1909, S. 
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Druck zu demjenigen bei konstantem Volumen entspricht^ zu einer 
Beziehung, die Zahlwerte ergibt, welche mit den vorliegenden Yersuchs- 
werten eine jedenfalls merkwürdige Übereinstimmung ergeben. 

Eine Wirbelkugel denken wir uns zusammengesetzt aus lauter 
kleine Kugeln, die konzentrisch angeordnet, von der Mitte gegen den 
Umfang entsprechend größer werden und sich in sphärischen Bahnen 
schraubenförmig bewegen. Die Kugel befinde sich z. B. in einer Flüssig- 
keit, die einen aUseitigen gleichmäßigen Druck auf sie ausübt. Der 
von der Kugel ausgeübte gleiche Qegendruck rührt dann von den radial 
nach außen wirkenden Fliehkräften her. 

Wir berechnen zunächst den durch die Fliehkräfte ausgeübten 
Gesamtdruck F, 

Es sei die Fliehkraft f pro Masseneinheit: 

dann ist 

R 

F ^ I fdm = / o*r • fiAr^xdr = :tii(o*It^. 

Führen wir in diesen Ausdruck die Kugelmasse m und die Umfangs- 
geschwindigkeit V ein, so erhalten wir: 

(1) J^=|wo»JB-fw^'. 
Bezeichnen wir den Druck pro Flächeneinheit mit p, so wird 

4p - ^F* 
oder 

(2) P» = T' 

wobei V des spezifische Volumen bedeutet. 

Nun wollen wir die kinetische Energie E der Wirbelkugel be- 
rechnen. 

Es sei die Energie pro Masseneinheit 



f«CD" 



2 ' 
dann ist: 






E-^mcD^JB^-^mF«. 



Für eine Kugel von der Masseneinheit gilt daher: 

(3) «-4^^». 
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Führen wir in diese Beziehung den Wert für F* aus (2) ein, so wird: 

(4) ... « = fP<^- 

Das Energiedifferential 

dg = d£ + da 

können wir also schreiben: 

dq -= ^vdp + ^pdv. 
Für 

dg-0 

folgt daraus durch Integration 

u 
pv^ ^ Gonst. 
Es ist daher 

* 6 

Daß X dem Verhältnis der spezifischen Wärme bei konstantem Druck 
zu derjenigen bei konstantem Volumen entspricht, erkennen wir aus 
folgendem: 

Es wird för ^ _ q^^^_ 



d?-d* = iU(r») 



und fQr 



^» "^ 10 ; 



10' 
8 



p = Gonst. 



und 



^j» to> 



c 11 

'^ __ 20 __ 11 _ ^ 
» 10 



Es stellen also c^ und c^ die kinetischen Energien vor, die nötig 
smd, um das Quadrat der Umfangsgeschwindigkeit der Einheitskugel 
einmal bei konstantem Druck, das andere Mal bei konstantem Volumen 
um die Einheit zu erhöhen. 

Eb ist nun ^ _ 1 83^ 

während nach Versuchen für einatomige Gase der Wert gefunden wurde: 

X = 1,66. 

Zwischen diesen beiden Werten herrscht also keine vollständige tTber- 
einstimmung. 

Betrachten wir aber den Fall, daß zwei Einheitskugeln miteinander 
gekoppelt sind. 

Aus (4) folgt für eine Kugel 

^ = X - 1 



daher 



« = l+l. 
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Fflr zwei Eagdn wird also 



2-6 



+ 1=0 = 1,417. 



In diesem Falle herrscht also eine gute Übereinstimmung mit 
dem für zweiatomige Grase durch Versuche gefundenen Mittelwert 

X = 1,41. 

Allgemein wird für n Einheitskugeln gelten: 



(5) 



"»rn+i- 



Wählen wir z. B. n = 26, so wird 

5 



X = 



6-26 



+ 1 



156 



1,032. 



Dies stimmt mit dem für Terpentinöl G^oH^^ gefundenen Versuchswert 

X = 1,030. 

Wir wollen nun zum Vergleich, die durch Versuche gefundenen 
Werte, wie sie in der „Hütte" angegeben sind^), und die aus (5) be- 
rechneten Werte von x nebeneinander schreiben: 



Name 


Zeichen 


Atomsahl 


X 

beobachtet 


X 

berechnet 


Wasserstoff 


H, 


2 


' 




Sauerstoff 


0, 


2 








Stickstoff 


N, 


2 








Eohlenoxjd 


CO 


2 




1,41 


1,417 


Stickoxyd 


NO 


2 








Chlorwasserstoff 


CIH 


2 








Luft rein und trocken 







/ 




Wasserdampf 


H,0 


3 


1,300] 






Kohlensäure 


CO- 


3 


1,293 


^ ^XPV ffV 


4 ^^PV ^\ 


Schweflige Säure 


1 

SO, 


3 


1,255 


1,277 


1,278 


Stickoxydul 


N,0 


3 


1,258 






Ammoniak 


NH, 


4 


1,298 


1,208 


Acetylen 


C,H. 


4 


[1,281] 


Methan 


CH, 


5 


1,270 


1,167 


Äthylen 


C,H, 


6 


1,210 


1,139 


Alkohol 


C,H,0 


9 


1,133 


1,093 


Benzol 


CsU. 


12 


1,082 


1,069 


Terpentinöl 


CioH« 


26 


1,030 




1,032 



1) Des Ingenieurs Taschenbach ,,Hütte'S 18. Aoflage, 1902. Abteilung I. 
Seite 286. 




3 ^ii 3 £e IGUdwote eine gnte Über- 

ftr ■ ^ 4, 5, 6, irährend sie 

wird. 

Wette dmcli die in Winkelmanni 

SebcB« Woie Ton x, so 

Wi: 

SH, 1,298 

Aeccria C,H, . i;?81 

FbosfimttieUond PCI, . . . 1,122 

AaO, .... . 1,110 

Xittelvart 1,203 
■Mb (5) 1,208 

«-5 

CH, 1,270 

S«a, l/)87 

TitneUotid TCI« 1,067 

CUonibciai SiCl« 1,097 

CUonrfuB CHCl, .... . 1,118 

Mittdwett 1,132*) 
nach (5) 1,167 

"-6 

Aethrlen C,H« 1,210 

Methylalkohol CH,0 . . . . 1,159 

Mittelwert 1,185 
nach (5) 1,139 

Es besteht nun auch für diese Mittelwerte eine gute Überein- 
Btimmimg mit den aus Formel ^5^ berechneten Werten. 

Ffir N = 9 und 12 wird die Übereinstimmung ebenlEiUs besser, 
wenn wir das Mittel ans beiden Tabellenwerten nehmen. Es wird dann fOr 

»-.9 

Alkohol C,H«0 1,133 

1,107 

Mittelwert 1,120 
nach (5) 1,093 

li Winkelmann, Handbuch der Physik. 1996. 8. Bd., II. AbteUnng. 
2) Benützen wir f9r Chloroform auch die Werte der nntem Tabelle S. 393, 
ohne den Wiedemannschen Wert, eo wird «^1,131. 
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n = 12 „ 

Benzol C.Ü^ 1,082 

1,073 



1,078 
1,069 



Mittelwert 
nach (5) 

Wir wollen nun nach <ler Tabelle auf Seite 392 in Winkelmanns 
Handbnch noch die Werte für m = 8, 10, 14, 15 vergleichen.') 



Bromäth_Tl 

ÄthylencMorid 

Cjanäthyl 



P 



Zeichen I Atomifilil 



C,H,Bp 
0,H,C1, 
C.H,N 
C.H.0 
C.H.O, 
C,H„0 
C,H,,8 



10 
10 
14 
15 
15 



Winkelman 
TabeUe 



1,113) 



1,111 



1,0 



1,1091 
1,0931 
1,0 
1,060 

'■•*") 1059 
1,058 P'"™ 

gnte Überemstimmung. 



1,104 



1,083 
1,060 
1,056 



I 



Esäigäther 

Äther 

Sehwefeläthyl 

Auch bei diesen Werten erkennen wir e 

Mögen wir nun diese Cbereiastimtnung für einen Zufall halten 
oder ihr eine tiefere Ursache beilegen, jedenfalls gibt die Formel (5), den 
gegenwärtigen Versuchs ergeh nisseu entsprechend, richtige Mittelwerte 
und ein richtigee Bild für die Abnahme des x bei wachsender Atomzahl. 

Stuttgart, den 20. Juni 1904. 



iBemerkitiigeii 



über Hennebergs Aufsatz 
festigkeit". 

Von C. Runge i 



„Zur Torsions- 



Li einer Arbeit „Zur Torslonsfestigkeit"*) stellt Henneberg der 
8t. Venantschen Behandlung der Torsion eines zylindrischen Stabes 
eine andere Methode gegenüber, die er als „die technische Methode" 
bezeichnet, und konstatiert, daß die letztere nicht immer zu richtigen 
Resultaten führt. Man vermifit indessen bei Henneberg die Erklärung, 

1) Zu bemerken ist Docb, daB die in der obereD Tabelle S. 393 angegebenen 
Werte von n Mr 0° nach E. Wiedemann durchwegs hflher liegen. Dies seigt, 
dsS Formel (6) diu fär bohe TempersttnreD gilt, wie eie den ßegnaaltachen 
Werten entaprechen. 

2) Diese Zeitecbiift. Bd. Gl. 8. %2b. 
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w&rum „die technische Methode" so irreleiten kann, und es scheint 
mir daher wünschenswert, seinen Betrachtungen einiges hinzoznfGgen. 

Schon Eirchhoff and etwas nach ihm St. Venant selbst haben 
bemerkt, daß die Spannnngen eines elastischen Körpers nicht willkür- 
liche Funktionell dee Ortes sein können, sondern daß zwischen ihren 
zweiten Differentialqnotienten gewisse lineare Gleichungen hestehn. Es i 
folgt darans, daß „die technische Methode^ gar keine Methode ist, das 
Torsions-Problem zq lösen, weil sie anf diese notwendigen Bedingungen 
gar keine Röcksicfat nimmt. Wenn also Henneberg sagt, ^die tedi- 
niscbe Methode" »ei in ihren Voran^setznngen allgemeiner als die Methode 
8i Venanis, so trifft er damit nicht den Eemponkt der Sache. Aller- 
dings sind die VonossetxoBgai aÜgeineiner; sie sind xa allgemein, 
weil sie notwendige Bedingongcn TanacUiangta. 

Wenn m. r, ic die Verschiebongakömponaiten eines Punktes sind, 
der in der spannungsfreien Gleichgewichtslage die Koordinaten z, y, z 
bat. »> gelten f^ die Zagspannuogen e and die SchnbspanDangcn i 
die Glachungen: 

^ 0, — 1(5- + ä~ "^ S^ "^ ^f ^ '^'^ ^ beides analoges Gletchimgai, 

(11) T = fi (3- 4- ^-) Bud fie beid^ ■■Jiimiii Gleiehangra. 

Wom man nun fOr gegebene ^MimiiBgm s, t die Verscfaiebong»- 

kompooeot«! h, r, ir in bertiauDeii raeht, so erkennt man, daß es fBr 

beliebig gegebene Spsnnnngai gar nicht möglich ist, daß vielmehr 

wiMe niJiaga 11(^1 II eifQflt B«n mösaen, 

t «oll, H, r, w dn GlndmigfB (1) nad 1 U i gemäß 

■■boMbea. Ifan taan diese hed äag a m g^ udhlgmit Wciae berieiten. 

Wb- löno ranäc^st die Gladinigea (I) mdk |p 1^. ^ uf osd { 



(I^ iß 1^ — tf, — s (•, + «, 4- «J «nd die beeda «nalogen Gleichongen, 

wo » =- g c Bi tat »st FefBer dUTeimn ew wir die61eidiangeB(II) 

nadi der Beihe mcfa j,9,: und Csdm 

(lil) ■ - ■ '■ = p \^~y + - - ) und die be i den nalugui Gkicbnagai. 
r«. r'r <"• 



(nf)»p 



IKeee Gleidiii^ai löe^ wir mtA 



ifit' iiix' 9rff 



aaf lutd findoi 






s 
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dmngen. (I*) und (III*) sind nur vertraglich, wenn die Gleichungen gelten 

W wr. <■'■ - « C. + •,+".))- Ä (--fe + ö' + '-¥) 

und die beiden analogen Gleichungen. 

Wenn die Bedingungen (IV) erfüllt sind, so kann man durch Inte- 
gration Funktionen u, v, w so bestimmen, daß (I*) und (III*) und damit 
auch (I) und (III) erfüllt sind. Mit den Gleichungen (III) sind aber noch 
nicht die Gleichungen (II) erfüllt. Durch Integration der Gleichungen (III) 
erhalten wir 

Diese Gleichungen würden in die Gleichungen (II) verwandelt werden 
können, wenn 

^zi^y) - ^lip^) + fiijf) 

wäre. Man brauchte dann nur ü, f, w so zu bestimmen, daß 

^u = fi«i +fq>i{B)dz +ff^(if)dy 

fiv ^ fiv +J (p^{x)dx +Jfi{z)dz 

(iw = iiw +fq>i{y)dy +ffi{x)dx 

wäre. Dann würden, ü, v, w nicht nur die Gleichungen (II) sondern 

auch die Gleichungen (I) erfüllen. Denn es bliebe 0^ == o— , o~ = -^ , 

« p ^flJ ^ÄJ <7y ry 

^ = ^. Damit aber 0^, 0„ O^ so zerfallen, ist notwendig und hin- 

reichend, daß 5—^ = v.-^^ = ä— ä^ = sei. Wir erhalten damit die 
' dyoz ozdx dxdy 

weiteren Bedingungen ^^ = ^(ä^ + dy^z) ™^ ^® ^®^^®^ analogen, 
oder, wenn wir aus (I) die Ausdrücke für 0— , 0— » 0- einsetzen: 

(^ 2g-^ = ^(tf, - *(ff. + tf, + o) + ^.K - *(*. + «, + *;) 

und die beiden analogen Gleichungen. 

Die Gleichungen (IV) und (V) sind notwendige Folgerungen der 
Gleichungen (I) und (11). Die vorhergehenden Betrachtungen zeigen 
aber auch umgekehrt, daß, wenn die Gleichungen (IV) und (V) erfüllt 
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sindy man andi immer ffii u^ v, w Funktionen finden kann, welche 
die Oleidinngen (I) nnd (U) erf&llen. 

Die Oleichongen (IT) nnd (Y) sind mithin notwendige und hin- 
reichende Bedingungen daf&r, daß die Spannungskomponenten 6, t möglich 
sind, ganz abgesehn davon, ob Gleichgewicht besteht oder nicht 

Um die Torsion zylindrischer Stabe zu untersuchen, denkt aich 
Si Yenant die Erzeugenden des Zylinders parallel der j?-Aehs6 usd 
setzt CT, = iJy = iJ, = T,y = und t,,, t^, unabhängig von js. 

Die Gleichungen (V) sind unter diesen Annahmen von selbst er- 
ffillt Von den Gleichungen (lY) ist die dritte ebenfalls erfüllt Die 
ersten beiden dagegen verlangen: 

dx\ ex dy / 

dy\dx dy J 

Mit andern Worten, den Spannungen kann nur dann ein Defor 
mationszustand entsprechen, wenn 

_ ^ + !!•_' = Const 
dx dy 

ist. Das gilt ganz abgesehen vom Gleichgewichtszustand. 

Die Gleichgewichtsbedingungen reduzieren sich unter den gemachten 

Annahmen auf dx,, 3r„. 

" J }L1 = 

dx dy 

Dazu tritt dann noch die Randbedingung. 

Bei der „technischen Methode" werden die Bedingungen (IV) und (V) 
ignoriert. Es ergeben sich dann unendlich viele Lösungen. Aber einer 
Lösung, die nicht zugleich die Gleichungen (IV) und (V) befriedigt, ent- 
spricht gar kein möglicher Deformationszustand. 

Daß Hennebergs Ausdrücke der Schubspannungen r für den Fall 
des rechteckigen und für den Fall des kreuzförmigen Querschnitts 
mit den Gleichungen (IV) und (V) nicht vereinbar sind, läßt sich un- 
mittelbar erkennen, wenn man die Gleichungen (IV) mit Hilfe der 
Gleichgewichtsbedingungen in eine andere Form bringt. 

Von den drei Gleichgewichtsbedingungen 

= 
= 
= 



dx 


"^ dy "^ 'dz 


dx 


^ dy ^ dz 


dx 


^ dy ^ dz 
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differenziere man die zweite nach z und die dritte nach y and addiere 
sie zu der ersten der Gleichungen IV. Diese geht dann über in 

3*«». ^'S, 3'i,. 



('-'')a;e-,('' + ''r + ' 



Sy* 



und in analoger Weise erhält man zwei entsprechende Gleichungen. 
Für die rechten Seiten schreiben wir — ^t^^, — ^z,^. — -^t^j,- 
Durch BifFerenziation nach x, y, z ergibt sich nun: 



ÖJ- 



^r,. 



- dy 



^T„ 



Diese Relation wird durch die Ausdrücke, die Henneberg nach der 
„technischen Methode" für die Großen t findet, im Falle des recht- 
eckigen und kreuzförmigen Querschnittes nicht befriedigt, und damit 
erweisen sich diese Spannungszu stünde als unmöglicli. 



Kleinere Mitteilungen. 



Freisanfgabe für 1907. 

Acadimi^ des Scinwes de Paris. Prii Vaillant {4000 Frs.). Per- 
fectiouner en un point important le probleme d'Analyse relatif a. l'equilibi'e 
des plaques elastiques_ encastrees, c'est-ä-dire le probleme de l'integration 

avec les conditioiiB qne la fonction w et sa d^rivee Bnivant la normale au 
coiitour de la plattiie soient nulles. Examiner plus specialement le cas d'un 
tontour rectangulaire. — Les memoires devront etre envoy^a au Secretariat 
avaut le 1" janvier 1907. 



Bücherschan. 



Hans Lorenz. Lehxbuch der Teclmiaohen Physik. Erster Band. 

Technische MeChanik starrer Systeme. München unJ Berlin 1902 bei 

R. Oldenburg. 
Zweifellos wendet sich heute das Interesse der Mathematiker und der 
Techniker wieder in erhöhtem Maße der Mechanik zu; einige große Probleme 
der modernen Maschiueukinetik mögen hauptsüchlich den Antrieb dazu 
gegeben haben. Üa ist denn nun erklärlich und auch erfreulich, wenn ein 
Buch wie das in Rede stehende erscheint, das es sich zur Aufgabe stellt, 
zusammenzulassen, was an neuen Problemen und LOsungs versuchen in der 
technischen Mechanik da ist, und das bestrebt ist, dies Material in einer 
auch für Studierende geeigneten Form darzustellen. 



k 



L sehr schön gewesen, 



I der Verfasser Ewüchen seiner 



ursprünglich CD Absicht, gar keine raechaniacfae Einleitung itu der geplanten 
technischen Physik zu schreiben, und der nun vorliegenden AusfOining, 
welche ein ganzes Lehrbuch der Mechanik darstellt, einen Mittelweg ge- 
funden und einmal wirklich eine rein t-echnische Mechanik geboten hätte, 
d. h. eine Anwendung des vorhandeaea Lehrgebäudes der Mechanik auf die 
modernen Probleme der Technik unter Berücksichtigung spey.ifisch dafür 
ausgebildeter Methoden. Bis zu einem hohen Grade konunt das Buch diesem 
Wunsche nach — wenn es auch vielleicht noch uieht ganz der Entwicklung 
und Anwendungsl^higkeit der allgemeinen Mechanik gerecht wird — ; aber 
der Verfasser hat geglaubt, auch eine Darstellung der Prinzipien der Mechanik 
geben zn sollen; und dieser Versuch kann leider nicht als gelungen be- 
zeichnet werden. 

Um gleich die hierher gehörenden Ausstellungen prinzipieller Katar 
abzumachen, sei es mir gestattet, dem Gedankengange des Verfassers zun&chst 
so weit ZU folgen, als er die Grundlagen der Mechanik berührt. 

Da die Bewegungseracheinungen heute in weit höherem MaSe &1b die 
Bedingungen des Gleichgewichtes unser Interesse in Anspruch nehmen und 
da auch, historisch betrachtet, die Mechanik erst dann ihren großen Auf- 
schwung nehmen konnte, nachdem Galilei und Newton die fundamentale 
Bedeutung der Beschleunigung erkannt hatten, so ist es sehr treffend, wenn 
der Verfasser mit einer Analyse der Bewegungsvorg&nge beginnt. (Kap. 11) 
Dabei kann es sich zunächst nur um die Beobachtung von Einzelerecheinungen, 
also von bestimmten Bewegungsvorgängen handeln, denn diese müssen erat 
dem Lehrgebäude der Mechanik, — ihrem naturwissenschaftlichen Charakter 
entsprechend — Material und Gnmdlagen liefern. Dem entspricht denn 
auch der Charakter des zweiten Kapitels. 

Es war nun wohl die Absicht des Verfassers, von hier aus zu einer 
Definition der Kraft acf/nsteigen und somit den kinetischen Kraftbegriff 
dem Folgenden zugrunde zu legen an Stelle des uuznlän glichen statischen. 
Der Weg dahin wBre etwa folgender gewesen: Von der bei der einzelnen 
Erscheinung als Funktion der Zeit beobachteten Beschleunigung geht man 
- — mathematisch unter Elimination individualisierender Konstanten — lum 
Beschleunigungsgeseti: für eine ganj;e Klasse von Erscheinungen über. Von 
dem so als Funktion der Zeit, des Ortes, eventuell auch der Geschwindigkeit 
und selbst höherer Ableitungen erhaltenen Beschleunigungsgesetz ist dann 
nur noch ein Schritt bis zum Kraftgesetz: Aus anthropomorpheu wie auch 
aus Gründen der ZweckmäBigkeit multipliziert man noch mit einem Faktor, 
der Kasse. Die Gleichung 

Masse mal Beschleunigung ^ Kraft 

enthält dann also im wesentlichen die Definition der Kraft. Sache des 
Experimentes und der Erfahrung ist es, die Existenz von Kraftgesetzen 
nachzuweisen und für ihre Anwesenheit Merkmale in der Außenwelt an- 
zugeben. Das Gesetz vom Parallelogramm der Kräft.e zu beweisen, ist 
ebenfalls, wenigstens für eine Reihe einfacher KraPtgesetze , Sache der Er- 
fahrung und des Experiments, im übrigen aber Postulat aller weiteren 
Forschung. 

Ansätze, den Kraftbegriff in solcher Weise aus dem Beschleunigung» - 



Bi3 eh erschau 
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begriff zn entwickeln, sind beim Verfasser mehrfach vorhanden (Kap. IV.), 
I. B-, wenn er Seite 153 sagt: „Die Richtung einer Kraft identifmeren 
■ nun mit der Richtung der von ihr ausgeübten Beschleunigung." Dem 
steht dann freilich wieder ein Satz wie der (Seite 151} gegenüber: „In 
derselben bezw, analogen Weise können wir aber alle anderen in der Natur 
auftretenden Kräfte mit Gewichten vergleichen und . so die Richtigkeit der 
Proportionalitat zwischen der auf einen Körper wirkenden Kraft P und 
seiner augenblicklichen Beschleunigung p nachweisen." Vorher aber — und 
darauf benieht sich das „in derselben — " — ist die elastische Kraft einer 
Feder statisch, d. h. mit Hilfe eines Gewichtes gemessen worden. Also 
scheint der Verfasser an dieser Stelle wieder mehr an den statischen Kraft- 
begriff gedacht zu haben. DaÖ somit keine volle Klarheit über den Kraft- 
begriff gewonnen wird, liegt hanptsächlich daran, daß jede Definition fehlt; 
denn der Satz: „Die Bewegungsursache bezeichnen wir nun altgemein als 
die den Körper treibende Kraft" dürfte wohl dafür zu unbestimmt sein. 
Dagegen will ich erw&hnen, daß der Verfasser in der Bewegung einer durch 
eine Feder getriebenen Masse ein gutes Beispiel fQr die Zweckmäßigkeit 
gibt, die Masse als Faktor in das Kraftgesetz aufzunehmen; auch wird der 
empirische Charakter des Satzes vom Parallelogramm der Kräfte gehörig betont 
Nun handelt es sich darum, von der Betrachtung des einzelnen Massen- 
ponktes zum starren Korper fortzuschreiten. Nachdem Seite 157 das hierzu 
brauchbare Prinzip der Verschiebung des Angriffspunktes einer Kraft in 
unklarer, weil tautologischer Fassung ausgesprochen ist, wird Seit« 256 das 
Hebelgesetz durch einen Zirkelschluß gewonnen. Möglich, daB der Verfasser 
das Hebelgesetz als Aniom aufgefaßt wissen wollte — es folgt nämlich ein 
Hinweis auf die eiperimen teile Bestätigung — ; aber aus dem Teste kann 
man das nicht herauslesen. Die Bewegungsgleichungen des starren Körpers 
werden darauf in bekannter Weise durch Grenzübergang aus einem von 
starren, gewichtslosen StÄben und Massenpunkten gebildeten Systeme ge- 
wonnen. 

Damit wäre eigentlich alles das erreicht, was zunächst für eine Mechanik 
in elementarer Behandlungs weise nötig ist. Nun geht aber der Verfasser 
weiter und sucht auch noch dos Prinzip der virtuellen Verschiebungen 
fBr beliebige Systeme darzustellen (Seite 272—273 und 470—471). Setrt 
man da in die ausgesprochenen Sätze statt des Wortes „System" überall 
den Ausdruck „starrer Körper", so kann man mit den Darlegungen zum Teil 
einverstanden sein, wenn auch der Beweis unzureichend ist, da virtuelle 
Verschiebungen mit wirklichen verwechselt und im Zusammenhange damit 
das Verschwinden der kinetischen Energie in der Ruhelage mit dem Eintritt 
eines Ext rem al wertes derselben beim Passieren einer Gleichgewichtslage 
identifiziert wird. Oder soll das ein neuer Grundsatz sein, daß beim 
Passieren einer Gleichgewichtslage eine momentane Vermehrung der kine- 
tischen Energie ausgeschlossen ist? Merkwürdig ist auch die Meinung, 
welche an dieser Stelle ausgesprochen wird, als sei das Prinzip der virtuellen 
Verschiebungen ein spezieller Fall des d'Alemhertschen Prinzips, wahrend 
dies in Wahrheit zwei völlig koordinierte Prinzipien sind. Ganz unrichtig 
»her werden die AusRlhrungen (Ur allgemeinere Systeme; in der bekannten 
Qleicbnng: 

^{Xdx + Ydy + Zde) = 

ZaltHlirUt rar lfiU»m>l<k n. Pb;ilk. fil. Dsnd. XtOi. «. HeH. S9 
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wird weder klar, welche Kräfte X, Y, Z zu nehmen sind, noch errahrt man 
etwaa über die Mannigfaltigkeit der virtuellen dx, dy, tfe. Vor allem aber 
ist der Beweis verfehlt; nach der Begründung: „Da nun im Falle des 
Gleichgewichts das Gebilde ohnehin keine Formänderung erleidet, 30 kann 
man es hierbei stets als starr ansehen" kann man aus dem, was hier das 
Prinzip der virtuellen Verschiebungen genannt wird, hüchatens die Schwer- 
punkts- und Flttchenaätze fiir ein beliebiges System gewinnen, nicht aber 
die vollständigen Bewegungsgleichungen. 

Es scheint mir fast, als ob der Verfasser das Wesen eines allgemeinerea 
Systems, als der starre Körper ist, und seine mechanische Bedeutung nicht 
ganz klar erfaßt hätte. In dieser Meinung wird man bestärkt, wenn man 
auf Seite 464 den Satz liest: „Die Formeln (6) und (6)", nämlich die 
FoiTneln für die Schwerpunkts- und Fläcbensätxe, „welche man auch als 
den allgemeinen Ausdruck des d'Alembertscben Prinzipes bezeichnet". Eine 
entsprechende Behauptung steht Seite 263 in der Mitte. Aber die genannten 
Formeln sind nur eine spezielle Folgerung des d'Alembertscben Prinzips 
und werden nur für den starren Körper mit ihm identisch. Zu der vorhin 
geKuBerten Ansicht zwingt auch die Behauptung in dem historischen Anhange 
(Seite &63), daB „die Lagrangeache Form des d'Alembertscben Prinzipes" 

2(^-"'S)'''+---° 

„leicht durch Auflösung der virtuellen Verschiebungen in bloBe Translations- und 
davon unabhängige Drehungskomponenten in die bekannten sechs Differential- 
gleichungen d'Alemberts zerlegt werden" kann und daß „somit durch die 
Lagrangesche Fassung sachlich nichts Neues geleistet wird"; eine Schluß- 
folgerung, die niemand zugeben wird, der die Lagrangesche Mechanik kennt. 

Es mag aber ausdrücklich hervorgehoben werden, daß alle diese Aus- 
stellungen den konkreten Inhalt des Buches da, wo es sich um Einzelprobleme 
handelt , nicht berühren , da der Verfasser überall mit der Mechanik des 
starren Körpers auskommt, die sachlich richtig angegeben ist. 

Diese Beschränkung in den Mitteln — so benutzt der Verfasser 
nirgendwo die Lagrangeschen Gleichungen — mag anfangs aus pä- 
dagogischen Gründen gerechtfertigt sein; gewinnt der AnfBnger doch wohl 
tatsächlich eine leichtere und lebendigere Einsicht, wenn bei dem Studium 
der Bewegung eines Kurbel mechanismus z, fi. nur die Mechanik des starren 
Körpers benutzt wird und wenn dabei gleich alle Geteukreaktionen mit- 
bestimmt werden. Auch hat diese, im eigentlichen Sinne synthetische Methode 
großen Erkenntnis wert. Aber ich glaube doch, daß man dem studierenden 
Techniker späterhin auch die höheren und entwickeltei'en kinetischen Methoden 
der Mechanik, so die Lagrangeschen Gleiehnngen, darbieten sollte — freilich 
nicht in der rein formalen Ableitung, die man in dem schon genannten 
historischen Anhange findet — . Denn mit ihrer Hilfe fiberwindet man 
doch alle nebensächlichen Schwierigkeiten komplizierterer Probleme bedeutend 
leichter; ja, wenn man nur ebmal alle Bewegungsmöglichkeiten eines Systems 
richtig erkannt hat, so stehen der expliziten Aufstellung der B«wegang8- 
gleichungen eigentlich gar keine Schwierigkeiten mehr entgegen; diese änd 
jetit dahin verwiesen, wo sie wirklich zu suchen sind, nSmlich in der Er- 
kenntnis des Kraftfeldes und in der mathematischen DurchiShrung. Ancli 
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die Furcht, als sei es nicht nißglicb, atif diesem Wege die Reaktionen xa 
bestimmen, ist gänzlich nnbegrilndet; divs Lagraagesche Verfahren trennt 
nur das rein kinetische Prohlem vom kinetostatisohen und erleichtert dadurch 
gleichzeitig die Behandlung beider. 

Doch damit genug über die Grundlagen und Metboden der allgenieiaen 
Mechanik; betrachten wir jetzt die technischen Anwendungen, welche 
den Hauptinhalt des Buches ausmachen, nnd die Einzel durchMhrung. Da 
kann man wohl mit Recht behaupten, daß das Buch gegenüber der alteren 
Lehrbnchliteratur einen großen Fortschritt gemacht hat (von dem FOppIschen 
Werke sehe ich dabei ab): die alten Schulbeispiele treten überall zurück; 
sie verschwinden zwar nicht, soweit sie nützlich sind, aber sie bleiben nicht 
in ihrer fadendünnen Abstraktheit stehen, sie wachsen zu wirklichen Pro- 
blemen aus. Man erkennt dies z. B. an der sorgfältigen Beachtung aller 
reibenden und dampfenden Einflüsse: das vierte Kapitel: „Treibende 
Kräfte und Widerstandskräfte" enthält eine große Zahl durchgeführter Beispiele 
dieser Art. Den Reibungs erschein ungen werden dabei überall die Conlomb- 
Morinschen Gesetze zugrunde gelegt. Man möchte hier vielleicht etwas 
mehr über die neuere Kritik dieser Gesetze erfahren; aber ich denke, daß 
der Verfasser davon noch im Anschluß an die geschmierte Reibung reden 
wird, die er in der Hydrodynamik zu behandeln verspricht. 

Ein zweites charakteristisches Merkmal des Buches bildet die starke 
Betonung der Schwingungsprobleme und ihrer Wichtigkeit für die 
moderne Technik. Wir finden zunächst im zweiten Kapitel: „Geschwindig- 
keit und Beschleunigung" eine ziemlich weitgehende und wohl durchgearbeitete 
altgemeine Betrachtung dieser Bewegungsform , im vierten Kapitel schließt 
sich daran die Behandlung der gedämpften imd der gezwungenen Schwingungen. 
Eine Anwendung finden diese Untersuchungen im 5. Kapitel: „Mechanik 
ebener Systeme" in den Paragraphen, in denen das einfache und das au- 
sara mengesetzte materielle Pendel behandelt werden (Glocke und Klöppel.) 
In Kapitel 6; „Mechanik räumlicher Systeme" begegnet mau dieser Theorie 
dann wieder, wenn die Kreiselbewegung und im Anschlüsse daran die Prä- 
zession der Erdachse, femer das materielle Zentrifugalpendel und die Theorie 
der Regulierung einem gründlichen Studium unterworfen werden. 

Nun noch eine kurze Obersicht der eioielnen Kapitel. Das erste 
Kapitel: „geometrische Bewegungslehre" enthält die notwendigen geometrisch- 
kinematischen Betrachtungen über Bewegung im allgemeinen, über Ver- 
schiebung, Drehung, RoÜbewegung und dergleichen. Es darf vielleicht 
hervorgehoben werden, daß man hier eine Reihe nützlicher Einaeldinge 
findet, z. B. eine Theorie des Polarplanimeters und des Fni Versalgelenkes. 
Das schon erwtthnte zweite Kapitel nimmt den Zeitbegriff hinzu; u. a. trifft 
man hier bereits die Kinematik des Kurbelgetriebes an. Besondere Hervor- 
hebung verdient das dritte Kapit.el: „Die Relativbewegnng". Der Verfasser 
darf sehr wohl in der Einleitung sagen, daß er auf dasselbe besondere 
Sorgfalt auch in bezug auf die Auswahl der Anwendungen verwandt habe. 
Hintereinander werden die relative Translationsbewegung und die relative 
Rotationsbewegung in der Ebene nnd im Hanine entwickelt, wobei besonders 
darauf geachtet ist, daß die Rechnungen auch ihre anschauliche Intepretation 
ßnden. Von Anwendungen sei die scheinbare Planetenbeweguug, die Be- 
wegung auf der Erdoberfläche mitsamt dem Foucaultschen Pendel und die 
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Tlieorie des Federregulators sowie des panktfönnigen ZentrifagalpentMs 
Tintl des Tachometers genajint. Über das vierte Kapitel habe ich Gcbon 
gesprocben. Im fünften und sechsten Kapitel Üoden sich dann die gröfiem 
technischen Probleme; hier wird man den Schwerpunkt des Buches suchen 
mtiasen. Einiges habe ich schon früher erwähnt; ich will nur noch besonders 
auf die Paragraphen 42: „Der Kr&ftespiel im Kurbelgetriebe," 45: ,J)ie 
Bewegung der Fuhrwerke" und 58; „Der Massen ausgleich mehrkurbliger 
Maschinen" hinweisen. Diese Abschnitte führen mitten in die modernen 
Probleme der Maschine ntechmk ein, soweit sie mechanischer Natur sind. 
Man kann natürlich nicht erwarten, daß bei dem begrenzten Räume eines 
Lehrbuches alle Problemstellungen und Untersuchungen reproduziert werden, 
welche diesen Gegenständen so /ahb-eich zu Teil geworden sind; aber ich 
glaube, daS der Verfasser hier Überall das Wichtigste berausgegriffeu, und so 
dargesteUt hat, daB es zu einer Einführung In dieses Gebiet wohl geeignet ist. 

Man erkennt an alledem, daß das Buch mitten im heutigen Wissen- 
aohaftsbctriebe steht, daB es sich erfolgreich bemüht, dem Leser zu zeigen, 
wie fruchtbare Probleme die Technik in der letzten Zeit der Mechanik ge- 
ateltt hat. Das Buch ist reich an schönen Einzelheiten und großen, gut 
dnrchge führten Problemen; auch merkt man überall die eigene Uaud des 
Verfassers. Ich glaube daher, das Buch dem Techniker wie auch dem 
Mathematiker in gleicher Weise empfehlen zu können. Nur wird es gut 
sein, die Grundlagen der Mechanik in diesem Buche mit Vorsicht zu 
studieren. Hoffentlich wird der Verfasser bei einer zweiten Auflage eine 
gründliche Umarbeitung der betreffenden Abschnitte vornehmen, um die darin 
vorhandenen — namentlich fttr Anfänger — mißlieben Mängel zu beseitigen. 
Dabin stehen zwei völlig verschiedene Wege offen, indem entweder das Prinzip 
der virtuellen Arbeiten und die hiermit aufs engste verknüpften Methoden der 
Lagrangeschen Mechanik vollständig ausgeschaltet werden, was ohne jede 
Schädigung des selbständigen Inhaltes des Werkes geschehen konnte, oder in- 
dem der Begriff des über den einzelnen starren Körper hinausgehenden Systems 
und seiner möglichen Verschiebungen einwandstirei und klar entwickelt wird. 

Karlsruhe, im April 1904. G. Haiieu 



S. Doehlemann, OeometriBCbe Traiuforniationen. I. Teil: Die pro- 
jektiven Transformationen nebst ihren Anwendungen. Sammlung Schubert 
XXVIL 8», Vn u. 322 S. mit 99 Fig. u. 6 AbbUdungen. Leipzig 1902, 
G, I, GOschensche Verlagshandtung. Geb. in Leinwand JC. 10. — . 

Der vorliegende Band der „Sammlung Schubert" biet«t unter dem 
Titel „Geometrische Transformationen I. Teil" eine analytische Behandlung 
der Projektivitfit dex Gmndgebilde I., 2. und 3. Stufe nebst Auwendongen. 

Der /. Abicilnitt enthält die Einführung der projektiven Koordinaten 
ftlr die Element« aller Gmndgebilde nach Wilhelm Fiedler, w&s nicht 
gerade passend als ,Jllaßbestimmung" bezeichnet wird. Dabei werden die 
,^b5oluten Kreispunkte" und der „absointe Kugelkreis" herrot^hoben; ferner 
wird der „Winkel" als Logarithmus eines Doppel Verhältnisses dargestellt, 
wftbrend im übrigen auf imaginäre Elemente nicht näher eingegangen wird. 

Der //. Abtdinitt enthält die lineare Transformation im biiAren Gebiete 
b«i g«tmuit«ik und vereinigten Trägem. Hier wird auch die zyklische Pr«- 
jektintSt, spanell die involutorische Beiiehang erörterl 
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Der III. ÄbschnUt bebandelt zunSebst die kollineare Beziehung der 
Grundgebilde 2. Sufe. Der folgende Absatz über „jirojektivo Eigenschaften 
der Kurven" mit dem Beispiel von Newtons ..divergierenden Parabeln" 
dfirFte ffir den AnKnger unklar sein. Hübsch ist dagegen das Möbiusscbe 
Netz behandelt. Bei der Untersuchung der Zentralkolüneation und der 
anderen besonderen KoUineationen (auf zyklische Kolli nontionen vrird nur 
hingewiesen) werden auch Konstruküonen ausgeführt. Damit wird der Über- 
gang lu einem großen Kapitel (55 S.) über Ä7)Kef>dv»gcn der kollinearen 
Beziehung angebahnt. Tn diesem wird Eunüchst der Pontogrnpk und der 
Perspekloifraph an der Hand guter Abbildungen erklärt. Dann sind zahl- 
reidie Beispiele über das Vorkommen koUincarer Gebilde in der liarsteUenäfn 
Gtometrie gegeben, insbesondere vrird die Schlömilchscbe LOsung der Aufgabe 
behandelt: „Fünf Punkte oder 5 Geraden einer Ebene in fBnf Punkte, beziehungs- 
weise 5 Tangenten eines Kreises zu projizieren". Hier wäre doch mehr 
hervorzuheben gewesen, welche weiteren besonderen Annahmen bei dieser 
Lösung der an sich unbestimmten Aufgabe gemacht werden, da in n." 138 
dieselbe Aufgabe mit anderen Annahmen gelöst und dann eine ganze 
Beihe von Kegel sehn ittkonstruktionen auf grund der Verwandtschaft mit 
dem Kreise ausgefQhrt wird. 

Der IV, Absciinitl bringt in Kürze die projektiven Raumtransformationen. 
Nach der Möbiusschen Netzkonstruktion wird auf das Gesetz der rationalen 
Terhaltnisse bei Krislal/im hingewiesen, nach den besonderen Raumkollineatiouen 
auf die affine Änderung eines KrisIdtt'S bei Änderung der Temperatur und 
wat das Vorkommen der Verwandtschaften hei der Abbildung durch optische 
fXnstrumcfite und in der Rditfperspeld'wc (der lietiefmodeUieraj^aral von 
'tfeifer wird durch 2 Abbildungen erläutert). Das NuUaystem wird nur 
kurz erwfihnt und von Anwendungen in der graphischen Statik wird ab- 
gesehen, wohl mit Rücksicht darauf, daß der XXXR'. Band Näheres darüber 
aufweist. Den Schluß bilden die KoUineationen und Korrelationen, welche 
Fischen 2. Grades in sich überführen, femer die orthogonale Substitution. 

Die Literaturangaben sind zahlreich, aber nicht gleichmSBig abgewogen; 
ftof 6. 247 hätte z. B. unbedingt und zwar an erster Stelle „Fiedler, dar- 
■teilende Geometrie" genannt werden sollen. Die Ausstattung ist recht gut; 
Ton den Drukfehlem werden nur wenige (etwa S. 238, die letzten 2 Zeilen) 
störend sein. Das Buch ist im allgemeinen klar geschrieben und wird wegen 
der vielfach vorkommenden Anwendungen den Leserkreis der „Sammlung 
Schubert" anregen und befriedigen. 

Wien. Th. Sohmid. 
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